
 
உற௵கள் பற்௣ய இ௥ொ ௳ரி௵ைரக்ஶ மாணவரக்ைள வரேவற்ழேறாம், எனேவ இ௥ொயாக நாம்
இன்௥ ேபாழேறாம் , ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் ெசயல்பா௄கள் ஶ௣த்த ேம௩ம் ஼ல 
௳ஷயங்கைளப் பாரக்்க ேவண்௄ம்  ெசயல்பா௄களின் பண்௖கள் எப்பூ அைவ 
ஶ௥க்ஶெவட௄்கள் மற்௥ம் ெதா௯ற்சங்கங்களில் எவ்வா௥ ெசயல்ப௄ழன்றன என்பைத 
எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம்.

இன் ௌைணக்ஶ௱ைவக் ெகாண்ூ௠க்ழறதா என்பௌ இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால்,   x 
௔ன்வ௠பைவ உண்ைமயா என்பௌ ஒ௠ எளிய ௳ஷயத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ஆஹா, ௘க 
௚க்ழயமாக நாம் ௳௠ம்௖வௌ இௌதான் ைமனஸ் ஒ௠ என்பௌ ைமனஸ் ஃபாைவப் x f fx 
ேபான்றதா ? ௔ன்வ௠ம் சமத்ௌவம் உண்ைமயா இப்ேபாௌ நாம் இைதப் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள 
௚யற்஼க்ஶம் ௚ன், நீங்கள் வைரபடத்ொல் எஃப் அல்லௌ ஃபங்ஷன் எஃப் என்௥ க௠ௌம் 
உதாரணத்ைதப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், ைமனஸ் நான்ழல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் நான்ழ௧௠ந்ௌ 
நான்ஶ ௚தல் வைர௜லான இைடெவளிைய சௌரத்ொற்ஶ சமமாக எஃப்எக்ஸ் ௛லம் r x 
ெகா௄க்கப்படட் இந்தச ்ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்.
 
ொறந்த நிைல௜ல் 0 ௛டப்பட்டௌ 4.
 இப்ேபாௌ இங்ேக நீங்கள் க௯த்தல் இன் இன் நிரப்௔ைய கவனித்தால் அௌ x a x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ அ௠ழல் ைமனஸ் நான்ழற்ஶ அ௠ழல் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் நீங்கள் ஐப் fx 
பாரத்்தால் அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெந௠க்கமாக இ௠க்ஶம்.

இன் பொனா௥ ழண௥ என்பௌ ொறந்த ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ பொனா௣ற்ஶ அ௠ழல் உள்ளௌ ,  a f 
நீங்கள் ைமனஸ் ஃபாைவப் பாரத்்தால், அௌ சரியாக ஒற்ைறப் ௗஜ்௷யமாஶம்  fx 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ அ௠ழல் இரண்௄ ௚தல் பொனா௥க்ஶ அ௠ழல் வைர நாம் இங்ஶ கவனித்தௌ 
என்னெவன்றால், ைமனஸ் ஃ௔யா என்பௌ ைமன௻ன் இல் சரியாக அடங்ழ௞ள்ளௌ, fx x f 
இைதத்தான் இந்த உதாரணத்ொன் ௛லம் நாம் இப்ேபாௌ கவனித்ேதாம் , இௌ எப்ேபாௌம் 
உண்ைமயா என்பௌதான்.
  அைனத்ௌ ெசயல்பா௄ எனேவ இந்த ைமனஸ் எஃப் ைமனஸ் எஃப் இல் உள்ள f fx x xy 
இ௧௠ந்ௌ எந்த ெசயல்பாட்ூற்ஶம் உள்ளௌ உண்ைம௜ல் பொல் ஆம், எனேவ இைத நி௡௔க்க f 
௚யற்஼ப்ேபாம் என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ ெசாந்தமானௌ, இௌ என்பௌ க்ஶ y fx fe y fx 
ெசாந்தமானௌ ஆனால் ெசய்ழறௌ  இப்ேபாௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல நம்௘டம் இ௠ப்பௌy f 

இன் இன் இன் வழ் இன் படம், ௛லதன இன் ஒ௠ உ௥ப்௔ல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ x f y  f x x x
உள்ளௌ என்பைத உடனூயாகக் ஶ௣க்ழறௌ, அதாவௌ இப்ேபாௌ வூவத்ொல் உள்ளௌ, y fx 
ம௥௖றம் என்பௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல, இௌ உடனூயாக எௌ௵ம் இல்ைல என்பைதக் y f 
ஶ௣க்ழறௌ 
.

ஒ௠ உ௥ப்ைப   y 
இன் வூ௳ல் உள்ளதால், இந்த இரண்௄ அ௣க்ைகக௬ம் க்ஶ ெசாந்தமானௌ ஆனால் a x x x 

௛லதனத்ொற்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல என்பைத ஶ௣க்ழறௌ யா௠ைடய படம் ஆனௌ a yfx x 
ைமன௻ன் க்ஶ ெசாந்தமானௌ, f 
எனேவ ைமனஸ் என்பௌ ல் இன் ைமனஸ் ஃைபன் உள்ளௌ, இப்ேபாௌ நாம் ஒ௠ fx fa x f 
ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் இ௠ந்தௌ, இன் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் இல் உள்ள இரண்௄ ௳ஷயங்கைளப் f f f 
பாரப்்ேபாம்.
 

மற்௥ம் இரண்டாவௌ எஃப்எக்ஸ் ைமனஸ் ஃபா என்பௌ ைமனஸ் எஃப் இல் உள்ளௌ, அௌ ஒ௠b x 
ெசயல்பாடூ்ற்ஶ இல்லாதௌ, இந்த நிகழ்௵களில் சமத்ௌவம் சரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம் அல்லௌ
சமத்ௌவம் உண்ைம௜ல் நமக்ஶத் ேதைவப்பட ேவண்௄ம் 
எங்களிடம் இ௠ந்த உதாரணத்ைதப் பா௠ங்கள்  எங்களிடம் இ௠ந்த  ைமனஸ் நான்ஶ ௚தல் 
நான்ஶ வைர வைர௜லான ேமப்௔ங் என்பௌ r 

சௌரத்ொற்ஶ சமமான ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ேமப்௔ங் ஆஶம், இௌ சௌரத்ொற்ஶ சமமான x fx x 
க்ஶ சமமான ெசயல்பா௄ ஆஶம், fx 

ஆனால் இந்த ெசயல்பாடை்ட நீங்கள் கவனித்தால் இொல் என்ன ஶைற இ௠க்ழறௌ  இரண்௄ 
சமம் ைமனஸ் இரண்௄ சமம் நான்காக உண்ைம௜ல் என்ன க்ஶ சமமான ைமனஸ் க்ஶ fx x 
சமமான அௌதான் நம்௘டம் உள்ளௌ, எனேவ இந்த ௚ைற௜ல் ெசயல்படாத ஒ௠ fx , 
ெசயல்பாடை்டப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ெதாடங்ஶேவாம்  வைரயைற௞டன் நாங்கள் 
ஒ௠ ெசயல்பாடை்டப் பாரக்்ழேறாம் 
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, இௌ ஶ௣௝ட௄்ச ்ாரங்கத்ொல் நீங்கள் ஒ௠ உ௥ப்ைபக் காேம்ேபாெதல்லாம், ெடாைமனில் 
உள்ள ஼ல உ௥ப்௖களின் உ௠வமாக இ௠க்ஶம், எங்க௬க்ஶத் ேதைவயானௌ, அந்த நிைலயான 
உ௥ப்பாக இ௠க்ஶம் ஒேர உ௥ப்௖.
  எனேவ இ௧௠ந்ௌ வைர எ௱ௌேவாம், ஒன்௥ அல்லௌ ஊ஼ என்றால் ஒன்௥ x y fs fs x 
இரண்ூன் க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், உடனூயாக ஒன்௥ க்ஶ சமமாக இ௠க்க f x x two
ேவண்௄ம், ௔றஶ அத்தைகய ெசயல்பாடை்ட ஒன்றாக அள௳௄ழேறாம் அல்லௌ இன்ெஜக்ூவ் 
௚ந்ைதயைதப் பாரத்்தால் ஒ௠ உதாரணத்ைதச ்ெசய்ேவாம்  உதாரணம் சமம் சௌரம் s fx x 
௔ன்னர ் ஒன்௥ம் இல்ைல அௌ ஒன்௥க்ஶ ஒன்௥ அல்ல என்பைத நாம் கவனித்ேதாம், f 
இப்ேபாௌ ேம௩ம் ஒ௠ உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், இப்ேபாௌ கனசௌரத்ொற்ஶ சமமான x fx 
ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ௚தல் வைர௜லான  ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம்.r r 
  ஒ௠ ஒ௠ ெசயல்பா௄ இப்ேபாௌ என்பௌ f 
஼ல ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄க்ஶ இரண்ூன் x x x 

க்ஶ சமமான இரண்௄க்ஶ சமம் என்௥ காட௄்ேவாம்.f x 
 க்௟ப் இப்ேபாௌ இ௠௖ற௚ம் க்௟ப் ேவரக்ைள எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எங்களிடம் ஒ௠ x 
கனசௌரம் உள்ளௌ , அதன் க்௟ப் ௡ட் இரண்௄ கனசௌரத்ொன் க்௟ப் ௡ட் இப்ேபாௌ ஒ௠ x x 
கனசௌரத்ொன் க்௟ப் ௡ட் உங்க௬க்ஶ ஒன்ைறக் ெகா௄க்கப் ேபாழறௌ , அேத ேபால் ம௥௖றம்x 
நாங்கள்  இரண்௄ ேவண்௄ம், ஏெனனில் இரண்௄ கனசௌரத்ொன் கன௛லம் இரண்௄ x x x 
எனேவ என்பௌ ஒன்௥ இங்ேக ேகடக் ௳௠ம்௖ம் இயல்பான ேகள்௳ ௚ந்ைதய f 
எ௄த்ௌக்காடூ்ல் உள்ளௌ யா௠ம் வரக்்க ௛லத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ள௳ல்ைல, உதாரணமாக y 
உங்களிடம் நான்ஶ உள்ளௌ ஏன் ஒ௠வரால் எ௄க்க ௚ூயாௌ  நான்ழன் வரக்்க௛லம் ௔ன்னர ்
ெசயல்பா௄ ஒன்௥ என்௥ ஷ௥ங்கள் ஆனால் நீங்கள் என்றால்  நான்ழன் வரக்்க௛லத்ைதக் ta 
காடூ்னால், உங்களிடம் இரண்௄ ேவரக்ள் ஒன்௥ ௔ளஸ் ௅ , மற்ெறான்௥ க௯த்தல் இரண்௄, 
எனேவ உங்களிடம் நான்ழன் இரண்௄ வரக்்க ேவரக்ள் உள்ளன, எனேவ ெசயல்பா௄ ஒன்றல்ல 
அப்பூெயன்றால் இன்௑ம் ஒ௠ உதாரணம் சமமாக இ௠க்கட௄்ம்.x 
 1 2 3 4 மற்௥ம் 5 மற்௥ம் ஐ ௛ன்௥ நான்ஶ ஐந்ௌ ஆ௥ ஏ௱ மற்௥ம் எட௄் என்பைத இப்ேபாௌ y 
வைரய௥ப்ேபாம் , இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான இந்த ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம், அைத x y fx 
க்ஶ சமமான ௔ளஸ் ஒன் மன்னிக்க௵ம் ப்ளஸ் ௅ என வைரய௥க்க௵ம்.x x 

௔ளஸ் ௅ இப்ேபாௌ இைத ஒ௠ ஼த்ொர வூ௳ல் ௔ரொநிொத்ௌவப்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம்   x 
ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ நான்ஶ மற்௥ம் ஐந்ௌ ௛ன்௥ நான்ஶ ஐந்ௌ ஆ௥ ஏ௱ மற்௥ம் எட௄் இந்த 
ெசயல்பா௄கைள நீங்கள் கவனித்தால், ஒன்௥ ௛ன்றாக இரண்௄ வைரபடமாக நான்ஶ 
௛ன்றாக வைரபடமாக்கப்பட௄்ள்ளௌ.
 ஐந்ௌ நான்காக மாற்றப்படட்ௌ ஆறாக வைரபடமாக்கப்பட்டௌ , இ௥ொயாக ஐந்ௌ ஏ௱ என 
வைரபடமாக்கப்பட்டௌ இங்ேக நீங்கள் 3 4 5 6 வரம்௔ல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ உ௥ப்௖க்ஶம் ஒ௠ 
தனித்ௌவமான ௚ன் உ௠வம் 
உள்ளௌ என்பைத நீங்கள் கவனிக்கலாம்.

ஐக் ெகா௄க்ஶம் இன் ேவ௥ எந்த உ௥ப்௖ம் இல்ைல இந்த இன் ௛லம் ௛ன்றாக   r x f 
உள்ளௌ, அேதேபால் நான்ழற்ஶ இரண்௄க்ஶ ஒேர ௚ன் உ௠வம் மற்௥ம் ஐந்ௌ ௛ன்௥க்ஶ ஒேர 
௚ன் உ௠வம் ஆ௥ நான்ஶக்ஶ ஒேர ப்ரீேமட் மற்௥ம் ஏ௱ ஐந்ௌக்ஶ ஒேர ௚ன் படம் எனேவ f 
என்பௌ இொல் ஒன்றாஶம்.
 
இந்த மாொரியான உதாரணங்களில் , ிழ்நிைலைய படமாக ௳வரிக்க எளிதாக இ௠க்ஶம் 
படச்த்ொல் , நீங்கள் ஒ௠ வைரபடத்ைதப் பாரப்்பௌ எப்ேபாௌம் நல்லௌ, ஏெனனில் வைரபடம் 
அல்லௌ இந்த வைகயான படப் ௔ரொநிொத்ௌவம் ஒ௠ ெசயல்பா௄ ஒன்றா என்பைதப் 
௖ரிந்ௌெகாள்ள உத௵ழறௌ.
 அல்லௌ இப்ேபாௌ இன்௑ம் ஒ௠ க௠த்ைதப் பாரப்்ேபாம்.
 

இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ஒ௠ சார௖் ஆன் அல்லௌ சரெ்ஜக்ூவ் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ x y f 
அத்தைகய ெசயல்பா௄ நன்றாக உள்ளௌ அல்லௌ நன்றாக உள்ளௌ என்௥ surjective 
ெசால்௩ங்கள், இப்ேபாௌ நாம் ைமனஸ் நான்ஶ ௚தல் நான்ஶ வைர வைர இ௠ந்த அேத r 
ெசயல்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம், சௌரத்ொற்ஶ சமமான ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ேகள்௳ x fx f 
மற்௥ம் இப்ேபாௌ ெசயல்ப௄ம்  நீங்கள் இைதப் பாரத்்தால் இைண ெசய்௞ங்கள் இந்த வழக்ழல் 

இன் ௔ரதானமானௌ 0 ௚தல் 16 வைர இ௠க்ஶம், எனேவ 0 ௚தல் 16 வைர இல்லாத ஒ௠ f 
உ௥ப்ைப நான் ேதரந்்ெத௄த்தால் அல்லௌ எொரம்ைறயான ஏேத௑ம் ஒ௠ உ௥ப்ைப நான் ேதர௵்
ெசய்தால் அல்லௌ 16 ஐ ௳ட அொகமான உண்ைமயான எண்ைணத் ேதர௵் ெசய்தால்  ைமனஸ் 
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நான்ழல் இ௠ந்ௌ நான்ஶ வைர ஒ௠ இல்ைல, அதாவௌ எனக்ஶ அந்த உண்ைமயான x fx 
எண்ைண சரியாக ெகா௄க்கப் ேபாழறௌ, எனேவ  ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் அைத y 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ 16 ஐ ௳ட அொகமாகேவா எ௱த y y 
அ௑மொக்ழேறன்.
  ைமனஸ் நான்ழல் இ௠ந்ௌ நான்ழல் இல்ைல, அதாவௌ க்ஶ சமம், ஏெனனில் இன் x fx y y 
நமௌ ேதர௵் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ பொனா௥க்ஶ அொகமாகேவா y y 
உள்ளௌ, எனேவ என்பௌ இப்ேபாௌ இல்ைல, ேம௩ம் ஒ௠ உதாரணம் ெசய்ேவாம் பாரப்்ேபாம்.f 
 
ௗஜ்௷யம் ஒன்௥ ௚தல் வைர௜லான இைடெவளி௜ல் இ௠ந்ௌ வைர௜லான இந்த ஒ௠ ஐ r r f 
ௗஜ்௷யம் ஒன்௥ ௚தல் ௚ூ௳௧க்ஶ ௗஜ்௷ய கமா ௚ூ௳௧ என்௥  ெகாள்ேவாம்.
 எனேவ ேகா ெடாைமனில் இ௠ந்ௌ ஒ௠ உ௥ப்ைப ஐ ேதர௵் ெசய்ேவாம்  ௗஜ்௷ய கமா y 
௚ூ௳௧௜௧௠ந்ௌ என்ற உ௥ப்ைப உ௠வாக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ ஆக இ௠க்ஶம், x fx y 
எனேவ இைதத் ேதரந்்ெத௄த்த௵டன்  , இந்த எல்ைலயற்ற இைடெவளி௜ல் ொறந்த ௗஜ்௷ய 
ொறந்த ௚ூ௳௧௜ல் உள்ளௌ என்பௌ எங்கள் ஷற்௥, அதாவௌ க்ஶ சமமான x y fx 
இப்ேபாௌ இந்த ஐ எவ்வா௥ உ௠வாக்ஶவௌ இப்ேபாௌ இந்த ஐ எவ்வா௥ உ௠வாக்ஶவௌ y x 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதாவௌ க்ஶ சமமான அதாவௌ ௛லம் ஒன்௥ y fx, x 
என்௑ைடய ஆக இ௠க்ஶம், ஆனால் நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்ப௄வௌ இந்த ஆஶம், எனேவ y y x 
க்ஶ க்ஶ சமம் என்பைத உடனூயாகக் ஶ௣க்ஶம், எனேவ ஐத் ேதரந்்ெத௄க்க௵ம் 1 ஆல் y x y 
அல்லௌ ஐ 1 க்ஶ சமமாக ேதரந்்ெத௄ங்கள் ஐ 1 ஆல் என ேதர௵் ெசய்ய௵ம் ௔ன்னர ்x x y fx 
இௌ 1 ஆல் ஆக௵ம் ஆனால் நமௌ ேதர௵் ஆல் ஆக௵ம், எனேவ இௌ ஆல் x x 1 y y 
ஒவ்ெவான்றாக ஆஶம், எனேவ இௌ ஆக இ௠க்ஶம் எனேவ , ொறந்த இைடெவளி 0 கமா f 
௚ூ௳௧ ௚தல் ொறந்த இைடெவளி 0 கமா ௚ூ௳௧ வைர௜லான ெசயல்பா௄ க்ஶ 1 க்ஶ fx 
சமமாக உள்ளௌ என்பைதக் காடூ்௞ள்ேளாம்.
  ெசயல்பா௄களின் கலைவ, உங்களிடம் ௚தல் வைர இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் உள்ளன x y 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ஒ௠ சார௖் க்ஶ இ௧௠ந்ௌ y z g x y 
மற்௥ம் இ௧௠ந்ௌ வைர இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் ெகா௄க்கப்படட்ால் g z 

உடன் ெதாஶக்கப்படட் மற்௥ம் ஆழயவற்௣ன் கலைவ , f f g 
௔ன்வ௠மா௥ வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நிைலயான ாழற்஼ கலைவயானௌ இௌ g f 
ெடாைமன் ஆஶம்.
  இந்தச ்ெசயல்பாட்ூன் ஶ௣௝௄ ஆக௵ம், அதன் ஶ௣௝௄ ஆக௵ம் இ௠க்கப் ேபாழறௌ, x z g 
ஆல் இ௧௠ந்ௌ க்ஶ சமமாக க்ஶ சமமான இயற்றப்பட்டௌ, இப்ேபாௌ f x fx g 
ெசயல்பா௄களின் கலைவக்கான ஼ல எ௄த்ௌக்காட௄்கைளப் பாரப்்ேபாம்.
  r to r 

க்ஶ சமமான ஆல் ெகா௄க்கப்படட்ௌ மற்௥ம் இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான மற்ெறா௠ x fx r r 
ெசயல்பா௄  கனசௌரத்ொற்ஶ சமமான ஆல் ெகா௄க்கப்படட்ௌ x gx 

கனசௌரத்ொன் ஆல் ெகா௄க்கப்ப௄ம் என்பௌ கனசௌர ௚௱ சௌரமாக இ௠க்ஶம், இௌx f gx x 
சரியாக சக்ொ ஆ௥ ஆஶம்  சௌர ௚௱ கனசௌரத்ொற்ஶ சமமான சௌரம், இௌ சக்ொ ஆ௥ x x x 
ஆஶம், இந்த ௳ஷயத்ொல் நீங்கள் கவனிக்கலாம் ஆனௌ ஆனௌ உடன் t  hat f g f 
ெதாஶக்கப்படட் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நீங்கள் g 

௚தல் வைர க்ஶ சமமான பாவம் மற்௥ம் ௧௠ந்ௌ க்ஶ க்ஶ சமமான r r fx x g r r gx x 
சௌரம் ெகா௄க்கப்படட் ஒ௠ உதாரணத்ைத இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம்.

உடன் இயற்றப்படட் மற்௥ம் உடன் இயற்றப்படட்  g f f g 
மற்௥ம் இல் ஐக் கணக்ழ௄வௌ இன் இன் ஆகப் ேபாழறௌ, இௌ சௌரத்ொன் x g x g f x f 
ஆஶம், இௌ சௌரத்ொன் ஆகப் ேபாழறௌ.x sine 

இப்ேபாௌ உடன் இயற்றப்படட் இன் ஆகப் ேபாழறௌ,  f frtx g fx g 
இௌ இன் க்ஶ சமம் என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் g sin x x sine square x 
நாம் கவனித்தௌ என்னெவன்றால் உடன் இயற்றப்படட் என்பௌ கம்ேபாஸ் க்ஶ சமம் f g f g 
அல்ல  எனேவ கலைவைய கணக்ழ௄வதற்ஶ நாம் உ௠வாக்ஶம் வரிைச ௘க௵ம் 
௚க்ழயமானௌ, எனேவ கலைவ மாற்௣யைமக்கப்படாமல் ேபாகலாம் , இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் 
இ௠ந்ௌ நாம் கவனித்தௌ என்னெவன்றால், என்பௌ உடன் இயற்றப்பட்டதற்ஶ சமமாக g g 
இ௠க்காௌ, ேம௩ம் ஒன்ைறப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
  உதாரணம் 
1 2 3 4 மற்௥ம் 5 க்ஶ சமமான ஒ௠ எளிய உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம் என 0 1 4 9 10 16 20 25 b 
மற்௥ம் 30 மற்௥ம் எட௄் ஒன்பௌ பத்ௌ பொெனா௠ பன்னிரண்௄ c 0 1 2 3 4 5 6 7 
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பன்னிெரண்௄ 13 பொனான்ஶ பொைனந்ௌ வைர இப்ேபாௌ ஐ ௜ன் ஆல் ெகா௄க்கப்படட் f a f 
௚தல் வைர பாரப்்ேபாம் a b 

ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் மற்௥ம் இன் ஆல் ௧௠ந்ௌ வைர ெகா௄க்கப்படட்ால் இன் b g b c b 
வரக்்க௛லமாக இ௠ந்தால் ஒ௠ சரியான சௌரமாக இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம் அைத இன் b b 
ேவர ்என வைரய௥க்க௵ம் இல்ைலெயனில் இல்ைல என்றால் 2 ஆல் என வைரய௥க்க௵ம்.b b 
  சரியான சௌரம் ஒ௠ சரியான சௌரமாக இ௠ந்தால், அைத ௡ட் என வைரய௥க்க௵ம், அௌ b 
சரியான சௌரம் இல்ைலெயன்றால், அைத ஆல் வைரய௥க்க௵ம்.b 2 
 இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ ெசயல்பா௄களின் கலைவையப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், ஐக் g 
கணக்ழட ௚யற்஼ப்ேபாம்.

என்பௌ இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ஒ௠ ெசயல்பாடாக இப்ேபாௌ என்௥ எ௱ௌேவாம்,  f a c g, g 
இௌ ஒ௠ சௌரத்ொன்  எனக் ெகா௄க்கப்ப௄ம், ஆனால் ஒ௠ சௌரம் எப்ேபாௌம் ஒ௠ சரியான g 
சௌரம், எனேவ இௌ ஒ௠ ழணற்௣ன் வரக்்க ௛லத்ைத எனக்ஶ ெகா௄க்கப் ேபாழேறன், வரக்்க 
௛லத்ொன் ேதர௵் ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ைத மட௄்ேம சரியானௌ, எனேவ நீங்கள் என்ன ெசய்ய
ேவண்௄ம்  ேவண்௄ம் என்பௌ ஒ௠ சௌரத்ொன் வரக்்க௛லமாக இ௠க்ஶம், இௌ 

இல் உடன் இயற்றப்பட்ட ஆக a f g 
இ௠க்ஶம், நீங்கள் ெசயல்பாடை்டப் பாரத்்தால், அௌ ௘க௵ம் ஼க்கலான ெசயல்பாடாகத் g 
ெதரிழறௌ, இௌ ஒ௠ மொப்௖ அல்லௌ அதாவௌ  இௌ ஼ல ௖ள்ளிகளில் இன் வரக்்க ௛லத்ைத b 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழறௌ , ேம௩ம் ேவ௥ ஼ல ௖ள்ளிகளில் ஐ 2 ஆல் எ௄க்ழறௌ , இௌ ௘க௵ம் b 
஼க்கலான ெசயல்பாடாஶம், ஆனால் நீங்கள் கலைவையப் பாரத்்தால், ஼ல ேநரங்களில் அௌ 
௘க௵ம் எளிைமயானதாக இ௠க்ஶம்.
 கலைவ இப்ேபாௌ ௳ஷயங்கைள ௘க௵ம் ெதளிவாக்ஶழறௌ, எனேவ நாம் ௳௠ம்௔யைத 
வைகப்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ நாம் உண்ைம௜ல் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ௔ன்வ௠ம் f 
உடன் ெதாடங்ழேனாம் என்பௌ இன் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் இல் உள்ளௌ , அந்த b f f 
எ௄த்ௌக்காட௄்களி௧௠ந்ௌ நாம் பாரத்்தவற்௣௧௠ந்ௌ ெதாடங்ழேனாம்.

என்பௌ ஒன்றல்ல என்பௌ இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால், என்பௌ ஒன்௥ என்௥  f f 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் என்பௌ உண்ைமயா, ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ இன் b f b 
ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க்ஶ சமம் என்பௌ உண்ைம௜ல் ௔ன்வ௠ம் ஷற்௥கள் சமமானைவயாஶம்.f 

ஒன்௥ என்பௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ ஶ௥க்ஶெவட௄் இரண்டாவௌ  st faf fa fbe 
ஒன்௥ ஒன்௥ ஒன்௥ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ஒன்௥ எந்த இரண்௄ இைண௵த் ெதாஶப்௖க௬க்ஶம்fs 

மற்௥ம் மற்௥ம் ஆழயைவ ஒன்௣ைணந்தைவ , ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ a bfa fb f f 
என்பௌ இன் க்ஶ சமம் இன் ௳னாூ ஒன்௣ன் ஶ௥க்ஶெவட௄் என்பௌ எந்த இரண்௄ a f f b f 
இைண௔ரி௵ ெதாஶப்௖க௬க்ஶ ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ ஆஶம்  எனேவ என்பௌ ஒன்௥ என்௥ f 
ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், எனேவ 

ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ இன் உடன் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் இல் அடங்ழ௞ள்ளௌ b f b b f 
என்௥ நமக்ஶத் ெதரிந்தவற்௣௧௠ந்ௌ ெதாடங்ஶேவாம், எனேவ நாம் நி௡௔க்க ேவண்ூயௌ 
என்னெவன்றால் என்பௌ ேவ௥ வ௯ ேசரப்்பதாஶம் இன் உடன் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் ஒ௠ f f b 
ஶ௥க்ஶெவட௄் இன் இல் உள்ளௌ, எனேவ நாம் இந்த வ௯௜ல் ெதாடரே்வாம் என்பௌ b f y f 
இன் உடன் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க்ஶ ெசாந்தமானௌ, இௌ என்பௌ இன் க்ஶ b f y a f 
ெசாந்தமானௌ மற்௥ம் என்பௌ இன் க்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பைத உடனூயாகக் y b f 
ஶ௣க்ழறௌ.
 இப்ேபாௌ என்பௌ இன் க்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பௌ y a f 
ஒ௠ இன் உ௥ப்௖ இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ  ௛லதனம் என்பௌ ௜ன் வூவத்ொற்ஶரியௌ,a y y f 
அௌ என்பௌ இன் க்ஶ உரியௌ என்௥ உடனூயாகக் ஶ௣க்ழறௌ , அதாவௌ y b b y 
என்பௌ இன் வூவத்ொல் உள்ளௌ  ஷ௥ழறௌ என்பௌ இன் வூவமாஶம் , அேத ேபால் b a y a b 
இல் ஒ௠ உ௥ப்௖ உள்ளௌ, அௌ என்பௌ இன் வூவமாஶம் , எனேவ க்ஶ சமமான b y b y fa 
என்ன இ௠க்ழறௌ, அௌ க்ஶ சமம் எனேவ நம்௘டம் என்ன இ௠க்ழறௌ க்ஶ சமமான இன்fb f f 

க்ஶ சமமான ஒன்௥ என்பதால் 1 1 க்ஶ சமமான இன் வைரயைற௜ன்பூ என்பௌ b fa fb f 
ஒ௠ சமமான ஐ ஶ௣க்ழறௌ.b 
  எ௄த்ௌக்காட்டாக, சௌரத்ொற்ஶ சமமான இௌ இல்லாத ஒன்௥ இல்லாதௌ,x fx , 
 அதனால் தைலவழ் சமத்ௌவ௘ன்ைமைய நம்மால் நி௡௔க்க ௚ூய௳ல்ைல என்பைத நி௡௔க்க
௚ூயாௌ, எனேவ என்பௌ fx 
ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க்ஶ ெசாந்தமானௌ இப்ேபாௌ நாம் பாரக்்கலாம்  அ௄த்த சமன்பா௄ f b 
௛ன்௥ 
என்பௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ ஒ௠ ௚௱ எண்ணின் க்ஶ சமம் என்௥ f f 
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ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் இன் உடன் உள்ள ௔ரி௵ இப்ேபாௌ இன் ௔ரி௳ன் f b x 
ௌைணக்ஶ௱க்களாக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் f f 
என்பௌ இன் ஶ௥க்ஶெவட௄் க்ஶ சமம், இௌ எல்லா ௌைணக்ஶ௱க்க௬க்ஶம் மற்௥ம் b f a b 
இப்ேபாௌ நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ.

மற்௥ம் என்பௌ இன் எந்த இரண்௄ இைணந்த ௌைணக்ஶ௱க்கள் ஆஶம், அௌ ஒ௠   a b x 
ஶ௥க்ஶெவட௄் என்பௌ ஆஶம் ஒ௠ ெவற்௥ ெதாஶப்௔ன் படம் கா௧யாக உள்ளௌ , எனேவb mt  
இௌ கன்ெவன்ெவன்ட ்ஆஶம் , எனேவ இன் ஆக இ௠க்ஶம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ஒ௠ mt f f 
ெவற்௥ ெதாஶப்பாக இ௠க்ஶம் 
ஆனால் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் என்பௌ ஆக இ௠க்ஶம்.f f 
 எஃப் இன் உடன் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் என்பௌ நமௌ அ௑மானத்ொன்பூ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் b b 
என்பௌ ெவ௥ைமயாக உள்ளௌ, அைதத்தான் நாம் காட்ூயௌ என்னெவன்றால், எஃப் மற்௥ம் 
எஃப்௔ இந்த இரண்௄ ெதாஶப்௖க௬ம் ஒன்ேறாெடான்௥ இைணக்கப்பட௳ல்ைல என்௥ ெசான்ன
௔றஶ, இப்ேபாௌ ௛ன்றாவௌ சமத்ௌவத்ைத நி௡௔ப்ேபாம்.
 ௛ன்௥ ஶ௣க்ழறௌ இரண்௄ என்௥ எஃப் எ௄க்ழறௌ என்௥ எஃப் எ௄க்ழறௌ  s disjoin 
இரண்௄ கைள அைமக்ழறௌ, ௔றஶ நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால் disjoint set f 
என்பௌ ஒன்௥ எனேவ ஒ௠ காற்௖ள்ளி ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ இன் x x two x x f 
என்பௌ இன் க்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.x two f
  ஒன்௥ என்பௌ நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமம் x x 
இப்ேபாௌ உங்களிடம் இந்த இரண்௄ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ஒன்௥ f x x 
இரண்ூன் க்ஶ சமம் f
, மாறாக ஒன்௥ க்ஶ சமம் அல்ல என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம்.x x 2 

என்பௌ 1 1 அல்ல என்௥ நாம் க௠ொயௌ சரி, என்பௌ 1 1 அல்ல என்பௌ இப்ேபாௌ நாம்  f f 
௚ரண்பாட்ைட உ௠வாக்ஶேவாம்.
 
இரண்௄ ஆனால் இன் ஒன்௥ க்ஶ சமம் இரண்௄ எனேவ ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமம் f x x x x x 
இல்ைல என்௥ உடனூயாக இந்த இரண்௄ ஒற்ைற பத்ௌ ெசடக்ள் ஼ங்ழள்டன் ஒன்௥ மற்௥ம் x 
஼ங்ழள்டன் இரண்௄ ஆழயைவ ஒன்௣ைணந்தைவ x 
என்௥ ஷ௥ழறௌ, ஆனால் ௔ன்னர ்எங்கள் அ௑மானம் என்னெவன்றால், ௔ரி௳ைனக்ஶ f 
௳லகல் ெதாஶப்௖கைள எ௄க்ஶம் என்௥ ஷ௥ழறௌ.
 
஼ங்ழள்டன் ஒன்௣ன் என்பௌ ஼ங்ழள்டன் இரண்ூன் க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைதக் x f x f 
ஶ௣க்ஶம் ெதாஶப்௖கள், அதாவௌ ொ  ெசட் சரியாக ஒன்௣ன் ஆஶம், இௌ இன் ெசட ்s x f x 2 
எஃப் ேபால் இல்ைல, நாம் காடூ்யௌ என்னெவன்றால் , ஒன் எஃப் ெகாண்ட ெசட் மற்௥ம் x x2 
இன் ஼ங்ழள்டன் எஃப் ெகாண்ட ெசட் இந்த இரண்௄ம் ஒன்றல்ல 

ஒன்௣ன் என்பௌ இரண்ூன் க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைத உடனூயாகக் ஶ௣க்ழறௌ,x f x f 
இௌ ஒ௠ ௚ரண், எனேவ என்பௌ ஒன்௥ அல்லௌ ஒ௠ ஊ஼ச ்ெசயல்பா௄ இப்ேபாௌ இ௥ொயாக f 
ஒ௠ ெசயல்பா௄களின் தன்ைமைய கலைவ௜ன் அூப்பைட௜ல் வழங்ஶேவாம்.

க்ஶ ௔றஶ ஒன்௥ என்றால் ஒன்௥  b fs 
இ௧௠ந்ௌ வைர ஒ௠ ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால் மட௄்ேம , b g 
உடன் இயற்றப்படட் ௚தல் ஒ௠ என்பௌ இல் ஒ௠ அைடயாளச ்ெசயல்பாடாக இ௠க்ஶம் , f g a 

, இரண்டாவௌ என்பௌ ஒன்௥ இரண்௄ உங்க௬க்ஶ ஒ௠ ஆன்ேடா ெசயல்பா௄ ேதைவ.g g 
க்ஶ உடன் இயற்றப்படட் ஒ௠ அைடயாளச ்ெசயல்பாடாக ெசயல்பட ேவண்௄ம் ,  b f g 

இைதத்தான் இப்ேபாௌ நாம் ௳௠ம்௖ழேறாம், இைத நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம் , ௚ன்ேனாக்ழ 
உடெ்பா௠ைளப் பாரப்்ேபாம், என்பௌ உங்களிடம் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.f 
 இப்ேபாௌ நாம் உற்பத்ொ ெசய்ய ேவண்ூய ஒன்றாஶம் என்பௌ இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான g b a 
ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ைன நன்றாக வைரய௥த்ௌ ஒ௠ ௚ைன௜ல் ஒ௠ வைரபடத்ைத ah 
ைவத்ொ௠ப்ேபாம், இௌ இௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், உங்களிடம் ஒன்௥ இரண்௄ x y 
௛ன்௥ மற்௥ம் நான்ஶ உள்ளௌ , ௙ண்௄ம் நீங்கள் அைத ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ நான்ஶ என்௥ 
அைழப்ேபாம்.
  ஐந்ௌ எனேவ உங்களிடம் இ௠ப்பௌ ஒன்௥ இரண்டாக வைரபடமாக்கப்பட௄்ள்ளௌ ஒன்௥ 
இரண்டாக வைரபடமாக்கப்பட்௄ள்ளௌ ஒன்௥ ௛ன்௥ ஐந்தாக வைரபடமாக்கப்பட௄்ள்ளௌ 
மற்௥ம் நான்ஶ ௛ன்௥ என வைரபடமாக்கப்பட்௄ள்ளௌ இௌேவ நாம் இப்ேபாௌ 
வைரய௥த்ௌள்ள ெசயல்பா௄ ஆஶம், எனேவ இந்த உதாரணத்ைத எங்கள் மாொரியாக ைவத்ௌ 
௔ன்னர ்வைரய௥க்க ௚யற்஼ப்ேபாம்  என்ன இந்த g 
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௧௠ந்ௌ க்ஶ ஆகப் ேபாழறௌ, இப்ேபாௌ இன் ௔ன்வ௠ம் உதாரணத்ைத நீங்கள் b a g b 
பாரத்்தால் , ல் ஒ௠வ௠க்ஶ இயற்ைகயான ேதர௵் இரண்டாக இ௠க்ஶம் அேத ேபால் y 
இரண்௄க்ஶ அௌ ௛ன்௥க்ஶ ஒன்௥ இ௠க்ஶம்  நான்ஶ மற்௥ம் 5 க்ஶ அௌ 3 ஆஶம், எனேவ அைத 

என்பௌ இன் வூவத்ொன் என வைரய௥ப்ேபாம், எனேவ நீங்கள் ஷ௥கள் ஒன்௥ a if b a f 
இரண்௄ ௛ன்௥ மற்௥ம் ஐந்ௌ மற்௥ம் ஆழயவற்ைறப் பாரத்்தால், நமக்ஶ இ௠க்ஶம் y 
எ௄த்ௌக்காடூ்ல் இைவ அைனத்ௌம் ெசல்ழன்றன.
 இைவ அைனத்ௌம் இன் தனிமங்களின் படங்கள் மட௄்ேம 4 என்பௌ இன் ஒ௠ உ௥ப்௖ x x 
எனேவ எந்த உ௥ப்ைப௞ம் ௔ன்னர ் இன் எந்த உ௥ப்ைப௞ம் சரி ெசய்ேவாம், ௔ன்னர ்அைத x 
தன்னிசை்சயாக வைரய௥ப்ேபாம் எனேவ அைத ஒ௠ ேகா௄ என வைரய௥ப்ேபாம் 
இல்ைலெயனில் வரம்௔ல் இல்லாத ஒ௠ உ௥ப்ைப சரிெசய்ேவாம்.
 அந்த உ௥ப்௖க்ஶ நாம் ஒ௠ தன்னிசை்சயான ஒ௠ உ௥ப்ைபத் ேதரந்்ெத௄த்ௌ, அதற்ஶப் ௔றஶ b
என்பைத வைரபடமாக்ஶேவாம், இௌ ஒ௠ ேகா௄, எனேவ இௌ ஒ௠ ேகா௄ என்பௌ ஒ௠வரின் 
ெசாந்த ௳௠ப்பத்ைதப் ெபா௥த்தௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நாம் இரண்௄ ௳ஷயங்கைள 
உண்ைமயாக நி௡௔க்க ேவண்௄ம்.

என்பௌ இரண்ூல் உள்ளௌ மற்ெறான்௥ என்பௌ உடன் ெதாஶக்கப்படட் அைடயாளச ்  g g f 
ெசயல்பாடாஶம்.
   ௔ன்வ௠பைவ எனௌ ஒ௠ வைரபடத்ொன் வூவத்ொல் இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் அௌ b f 
இப்ேபாௌ என்னிடம் இன் ஒ௠ உ௥ப்௖ உள்ளௌ, எனேவ இௌ க்ஶ ெசல்௩ம், இௌ ஒ௠ a e 
மொப்௕டூ்ல் சரியாக அைடயாள ெசயல்பா௄ ஆஶம், இௌேவ நான் இரண்டாவௌ ஒன்ைறத் 
ெதாடர ௳௠ம்௔ேனன்.

என்பௌ ௛லதனத்ொற்ஶ ெசாந்தமானௌ ஒ௠ தனிமத்ைத உ௠வாக்க ேவண்௄ம்    g AI b 
ேக௔டல் அல்லௌ இன் ேக௔டல் அதாவௌ இன் ஆக இ௠க்ஶம், ஆனால் என்னிடம் y b b, b g a 

இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம் இன் வைரயைற௜ன்பூ வைரபடமாக்கப்ப௄ம், எனேவ a in af g b 
ஐ ேதர௵் ெசய்ழேறன், எனேவ ஐ ேதர௵் ெசய்யலாம்.b 
 

இன் என்பௌ இன் ன் ஆகப் ேபாழறௌ, அௌ சரியாக ஆக இ௠க்ழறௌ , இப்ேபாௌ g b a g f f 
நாம் தைலவழ் பஶொைய அல்லௌ ேநரம்ாறான பஶொைய நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம்,  b 
இ௧௠ந்ௌ உடன் இயற்றப்படட் ஒ௠ ெசயல்பா௄ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.g f 
 நான் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், என்பௌ ஒன்௣ன் அைடயாளச ்ெசயல்பாடாஶம்.f 
  ஒ௠ இரண்ைட நாம் காட்ட ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், ஒன்௥ இரண்ூற்ஶச ்சமமானௌ, 
ஆனால் இரண்ூன் எஃப் ஒன்௣ன் எஃப் இரண்ூன் எஃப் என்௥ நீங்கள் அ௣ந்த௵டன், இௌ 
இரண்ூன் ௷ எஃப் ஒன்௣ன் ௷க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
  

இரண்ூல் உடன் இயற்றப்படட் க்ஶ சமமான ஒன்றாக ௔ன்வ௠ம் கலைவ ஐ e f g g f 
எ௱ௌவௌ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 அைடயாளச ்ெசயல்பா௄, 1 க்ஶ சமமான 2 க்ஶ சமம், என்பௌ இப்ேபாௌ இேத ேபான்ற ஒ௠ f 
ேகள்௳ எ௱ழறௌ, ெசயல்பா௄க௬க்ஶ ஒேர மாொரியான ஶணாொசயம் உள்ளதா, உண்ைம௜ல் 
பொல் ஆம், எனேவ ஐ ௚தல் வைர ௳௄ங்கள்.f a b 

ஒ௠ சார௖் இ௠ந்தால் மட௄்ேம ல் இ௠ந்ௌ க்ஶ ஒ௠ ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால்  fs on if b a 
மட௄்ேம 

உடன் இயற்றப்படட் ௚தல் ஒன்௥ இல் அைடயாளச ்ெசயல்பாடாஶம் , இரண்டாவௌ g b g 
என்பௌ ஒன்௥, உங்களிடம் ஒ௠ ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால் இ௧௠ந்ௌ ெதாடர௖்ைடய ெசயல்பா௄ g 
ெசல்ழறௌ.
 இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் உங்களிடம் ஆன்ேடா ஃபங்ஷன் எஃப் இ௠ந்ௌ ஆ ௧௠ந்ௌ ௔ வைர 
இ௠ந்தால், ௷ இ௧௠ந்ௌ ஏ வைர௜லான ஃபங்ஷன் ஒன்௥ நன்றாக இ௠க்ஶம் 
ஒ௠ பஶொக்கான வைரபடம் இைத ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ நான்ஶ மற்௥ம் ஐந்ௌ என்௥ 
அைழக்ழேறன், இப்ேபாௌ ம௥௖றம் இைத 
நன்றாக ைவத்ொ௠க்ழேறன், எனக்ஶ ஒ௠ எளிய ெதாஶப்௖ இ௠க்கட௄்ம், இதனால் ௳ஷயங்கள் 
ெதளிவாக இ௠க்ஶம், ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்டாக வைரபடமாக்கப்பட௄்ள்ளௌ.
  இரண்௄ ௛ன்௥ என்பௌ ஒன்௥ நான்ஶ வைரபடங்கள் எண்ணாக உள்ளௌ  இரண்௄ மற்௥ம் o 
ஐந்ௌம் இரண்டாகக் காட்டப்பட௄்ள்ளன, இௌ ெசயல்பா௄கள் மற்௥ம் உங்களிடம் இ௠ப்பௌ ஒ௠ 
ெசயல்பா௄ ஆஶம், எனேவ ௚ன்ேனாக்ழ உடஶ்௣ப்௖ என்பௌ ஒ௠ சாரை்ப நான் ௚தல் f b a 
வைர வைரய௥க்க ேவண்௄ம் .

இல் இல் ஒ௠ ெதாஶப்ைப என்௥ வைரய௥த்ௌ ௳௄ழேறன், அௌ ேபான்ற ஒ௠ எஃப்   b b ab 
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உள்ள அைனத்ௌ இன் என்பௌ இங்ேக நீங்கள் உ௥ப்௖ ஒன்ைறப் பாரத்்தால், இௌ ஒன்௥ a b 
மற்௥ம் ௛ன்௥ மற்௥ம் இரண்ூல் இரண்௄ நான்ஶ மற்௥ம் ஐந்ௌ இ௠க்ஶம்.

இன் தனித்ௌவமானௌ, எனேவ இௌ என்ற உ௥ப்ைபச ்சாரந்்தௌ, எனேவ இௌ  a in ab b ab 
என்௥ம் எ௱ௌழேறன், எனேவ இௌ ெதாஶப்௔௧௠ந்ௌ வந்தௌ என்௥ ெசால்ழேறன், அதாவௌ ab 
என்௑ைடய ஶ௣௝டூ்ல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் நான் ஒ௠ உ௥ப்ைபத் ேதரந்்ெத௄த்ௌள்ேளன்.b

ெதாஶப்௔ல் இ௠ந்ௌ ஐ இ௧௠ந்ௌ க்ஶ க்ஶ சமமாக எப்பூ வைரய௥ப்பௌ  a gg b a g ab 
என்பௌ இப்ேபாௌ ெதளிவாழறௌ இந்த ேதர௵் எப்ேபாௌம் இ௠க்ஶம் அத்தைகய ேதர௵் 
எப்ேபாௌம் இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இல் இ௠ப்பதால் என்ன ெசய்ய ேவண்௄ம் என்றால் நாம் g 2 
ஒன்ைற ேதர௵் ெசய்ய ேவண்௄ம் இந்த ஒவ்ெவா௠ ெதாஶப்௔௧௠ந்ௌம் உ௥ப்௖ எனேவ ab 
இைத வைரய௥த்த௵டன் நாம் ெசய்ய ேவண்ூயௌ அந்த நிகழ்ச஼்தான் உடன் g 
ெதாஶக்கப்படட் ௚தல் ௳ஷயம் இல் உள்ள அைடயாளம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ என்பௌ b g 
ஒன்௥ நன்றாக உள்ளௌ என்பைத ஒவ்ெவான்றாக சரிபாரப்்ேபாம் 
௚த௧ல் எந்த இல் இயற்றப்படட் ஐப் பாரப்்ேபாம், இௌ இன் இன் ஆனால் b f g b g f gb 
என்பௌ அபாப்  ஼௣ய இௌ ெதாஶப்௖ ௛லதனத்ொல் இ௠ந்ௌ வ௠ழறௌ ௛லதனம் ab ab ab 
என்பௌ ெதாஶப்௖ ௛லதனத்ொன் அைனத்ௌ ஷ௥கைள௞ம் ெகாண்௄ள்ளௌ, அைவ b 
உ௥ப்௖டன் வைரபடமாக்கப்பட௄்ள்ளன, ேம௩ம் இந்த ஼௣ய ேதர௵் என்பௌ ேதர௵்களில் a 
ஒன்றாஶம், ேம௩ம் நாங்கள் ஒ௠ தனித்ௌவமான ேதர௵் ெசய்ௌள்ேளாம்.
  ேதர௵் சரியானௌ மற்௥ம் அந்த ெதாஶப்௔௧௠ந்ௌ, எனேவ இௌ எனக்ஶ ஐக் ெகா௄க்கப் b 
ேபாழறௌ, இௌ  இரண்டாவௌ அைடயாளத்ைத சரியாகக் காட௄்ழறௌ 

இன் இன் எஃப் ௙ௌ ஐப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், இௌ இன் இன் க்ஶ சமம் இரண்ூன் b g f b g f b 
ஐக் ஶ௣க்ஶம், இௌ இயற்றப்பட்ட ஐ இல் ஒ௠ சமமாக கம்ேபாஸ் ஐ இரண்ூல் g f g b f g b 

ஶ௣க்ழறௌ ஆனால் கம்ேபாஸ் என்பௌ அைடயாளச ்ெசயல்பாடாஶம், எனேவ ஒன்௥ f g b b 
க்ஶ சமம்  இரண்௄ எனேவ ஒன்௥ ஒன்௥ உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் உைரயாடல் g 
பஶொைய நி௡௔க்கலாம்  ஒ௠ சார௖் ௧௠ந்ௌ வைர , உடன் ெதாஶக்கப்படட் e g a g 
அைடயாளச ்ெசயல்பாடாஶம்  .
  ஼றந்த ேதரவ்ானௌ, ஒ௠ இன் ஆகத் ேதர௵் ெசய்ய அ௑மொக்ழேறன், ௔ன்னர ்நம்௘டம் g b 
இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் , இன் என்பௌ என்பைத நான் காட்ட ேவண்௄ம், எனேவ a f b f 
இன் இன் இன் இன் ஆகப் ேபாழறௌ, இௌ ஆல் ஆனௌ ஆனால் என்பௌ a g g f g at v f g 
உடன் ெதாஶக்கப்படட் அைடயாளச ்ெசயல்பா௄, இௌ சரியாக ஆக உள்ளௌ , ஆன் ஆக b f 
உள்ளௌ, எனேவ இைவ இரண்௄  ஶணாொசயங்கள் ஆஶம்.
  ஒ௠ ெசயல்பாடூ்ன் அூப்பைட௜ல் ஒ௠ ெசயல்பா௄ மற்௥ம் இத்ௌடன் நான் நி௥த்ௌழேறன் 
உங்கள் அைனவ௠க்ஶம் நன்௣ 
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