
 įरलेशनवरील अंितम ʩाƥानात िवȨाȚाōचे ˢागत आहे ʉणून शेवटी आपण आज जाणार आहोत फंƕɌवर आपʞाला आणखी 
काही गोʼी पहायǉा आहेत मागील लेƁरमȯे आपण काही तȚे पािहली होती Ǜांना काही तȚे ʉणतात जसे की गुणधमŊ  फंƕɌचे 
गुणधमŊ कसे आहेत ते छेदनिबंदू आिण युिनयɌवर कसे वागतात आज आपण पूरक वर फंƕन कसे वागते ते पाš या आता समजा 
तुमǉाकडून सेट ते सेट पयōत फंƕन आहे तर चा उपसंच असʞास चा उपसंच आहे आता Ůʲ असा आहे की खालील x y x x 
धारण खरे आहे का आपण एक साधे पाšया, तर सवाŊत जाˑ गोʼ ʉणजे आपʞाला जे हवे होते ते ʉणजे वजा चा हा एक x a fx 
वजा Ůमाणेच आहे का खालील समानता बरोबर आहे आता आपण हे समजून घेǻाचा Ůयȉ करǻापूवŎ आपण नकाशा िकंवा fa f 
फंƕन वजा चार पासून मȯांतर वजा चार ते Ȫारे िदलेले समान चौरस हे फंƕन पाš या आता एक िनवडा.f r fx x 
  उघडा 0 बंद 4.
 आता इथे जर तुʉाला वजा ची पूरकता लƗात आली तर ती शूɊाǉा जवळ उणे चारǉा जवळ जाईल x a in x 
आिण तुʉी पािहʞास fx 
ते शूɊाǉा अगदी जवळ आहे.
 अ ची सोळा िवहीर हे शूɊ ते सोळा ǉा जवळ खुले आहे तुमǉाकडे आता संपूणŊ गोʼ आहे जर तुʉी उणे बिघतले तर ते f fx fa 
फƅ िसंगलटन शूɊ आहे दुसरीकडे जर एखाȨाने वजा चा मोजǻाचा Ůयȉ केला तर ते होईल शूɊाǉा जवळ दोन ते सोळा x a f 
ǉा जवळ आपण येथे जे लƗात घेतले आहे ते ʉणजे उणे ǉा मȯे वजा योƶįरȑा समािवʼ fx a f fx fea 
आहे हे आपण या उदाहरणाȪारे पािहले आहे आता खालील Ůʲ असा आहे की ते नेहमी सȑ आहे का?  सवŊ फंƕन ʉणून या f fx 
वजा मȯे वजा ǉा मȯे समािवʼ आहे मधील कोणȑाही फंƕन साठी खरे तर उȅर होय आहे ʉणून आपणfa x a f f xy f 
हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया की वजा चे आहे याचा अथŊ ǉा मालकीचा आहे पण आहे ǉा ǉा y fx fe y fx y a f 
मालकीचे नाही आता आपʞाकडे ǉा मȯे आहे  ची Ůितमा ǉा खाली आहे जी लगेच सूिचत करते की कॅिपटल ǉा x f y x f x 
घटकामȯे िकमान एक अİˑȕात आहे जसे की आता फॉमŊचा आहे दुसरीकडे हा ǉा मालकीचा नाही ʉणजे लगेच x y fx y f 
सूिचत करते की मȯे कोणतेही अİˑȕ नाही  एक घटक अशा मȯे कॅप करा की चे ˢŝप आहे ʉणून या दोन िवधानांचा a y a f 
अथŊ असा आहे की चा आहे परंतु भांडवलाचा नाही आिण आपʞाकडे जे आहे ते आपण भांडवल चा घटक तयार केला आहेx x x x 
जो एक नाही Ǜाची Ůितमा a yfx 
आहे ती ǉा चा आहे वजा अशा Ůकारे वजा चा समावेश ǉा वजा दंड मȯे आहे आता आपण दोन गोʼी x f a fx fa f x 
पाšया Ǜा चा छेदनिबंदू ǉा मȯे आहे ते ǉा छेदनिबंदू मȯे आहे  आिण दुसरा मायनस मȯे वजा f b f f b fx fa x a 
ǉा मȯे समािवʼ आहे जे फंƕनसाठी काय आहे जेणेकŜन या Ůकरणांमȯे समानता योƶ राहील िकंवा आपʞाला वर अिधक f f 
कशाची आवʴकता आहे जेणेकŝन समानता ŮȑƗात धारण कŝया आमǉाकडे उदाहरण होते ते उदाहरण पहा  ते इƓल e  fx 
टू ˍेअर Ȫारे िदलेले वजा चार ते चार पयōत पयōतचे मॅिपंग आहे  हे फंƕन आहे जे आमǉाकडे समान ˍेअर होते परंतु x r fx x 
आपण हे फंƕन लƗात घेतʞास यात काय कमतरता आहे?  दोन समान ǉा वजा दोन बरोबर चार ʉणजे काय ʉणजे f 
आपʞाजवळ ǉा बरोबरीचे वजा हेच आपʞाजवळ आहे ʉणून आपण असे कायŊ पाहǻाचा Ůयȉ कŝया जे अशा fx f x x 
Ůकारे वागत नाही तर आपण सुŜवात कŝया  ʩाƥेसह आʉी फंƕनकडे अशा Ůकारे पाहत आहोत की जेʬा जेʬा तुʉाला कोड 
माइनमȯे एखादा घटक आढळतो जो डोमेनमधील काही घटकांची Ůितमा असतो तेʬा आʉाला फƅ एकच घटक आवʴक असतो 
Ǜाची Ůितमा िनिʮत घटक असते.
  तर आपण ते िलšया ʉणजे ते पासून पयōत आपण ʉणतो की िकंवा जर चा एक f x y fs one one injective f x 
समान दोन ǉा बरोबर असेल तर ȑाचा अथŊ एक दोन ǉा बरोबरीचा असेल तर आपण असे फंƕन एक ʉणून मोजू.x f x x 
 िकंवा आपण मागील पािहʞास उदाहरण देऊ  उदाहरण समान चौरस नंतर हे शूɊ आहे जे आपण injective s fx x f 
पािहले आहे ते एक ते एक नाही आता आणखी एक उदाहरण पाš या 

समान Ɛूबने िदलेले ते फंƕन पाš.fx x r r 
आता दाखवूया की ʉणजे एक चा एक ʉणजे दोन ǉा ǉा बरोबरीने काही  a one one function f x f f x f x 

एक आिण दोन साठी ǉा ʩाƥेनुसार काय सूिचत होते याचा अथŊ एक घन दोन ǉा समान असेल  Ɛूब आता दोɎी बाजंूनीx f x x 
Ɛूब ŝट्स घेत आहेत आपʞाजवळ एक घन आहे ȑाचे घनमूळ दोन Ɛूबचे Ɛूब ŝट सारखे आहे x x 
आता वन Ɛूब ȑाचे Ɛूब ŝट तुʉाला एक देणार आहे आिण ȑाचŮमाणे दुसरी बाजू आʉी  दोन आहेत कारण दोन x x x x 
घनाचे घनमूळ दोन आहे ʉणून एक आहे हा एक नैसिगŊक Ůʲ आहे जो येथे िवचाŝ इİǅतो मागील उदाहरणात काही नाही x f y 
एक वगŊमूळ ƽा उदाहरणाथŊ आपʞाकडे चार आहेत एक का घेऊ शकत नाही  चारचे वगŊमूळ काढा आिण नंतर ʉणा की फंƕन एक 
आहे पण जर तुʉी चारचे वगŊमूळ काढा, तर तुमǉाकडे दोन मुळे आहेत एक अिधक दोन आिण दुसरे एक वजा दोन आहे, ʉणून ta  
तुमǉाकडे चारची दोन वगŊमूळ आहेत आिण ʉणून फंƕन एक नाही अशा पįरİ̾थतीत ǉा बरोबरीचे आणखी एक उदाहरण घेऊया x 
.
 1 2 3 4 आिण 5 आिण आपण िनवडू या तीन चार पाच सहा सात आिण आठ आता पįरभािषत कŝ या ते पयōत हे फंƕन y fx y 
पाš या ʉणून ते समान टू अिधक एक Ɨमˢ अिधक दोन ʉणून पįरभािषत कŝ.fx x x 

अिधक दोन आहे आता आपण याला िचũŝपात दाखवǻाचा Ůयȉ कŝया एक दोन तीन चार आिण पाच तीन चार पाच सहा सात   x 
आिण आठ या गोʼी आता तुमǉा लƗात आʞास एक फंƕन तीन मȯे मॅप केले आहे दोन चार तीन मȯे मॅप केले आहे पाच मȯे मॅप 
केले जाते चार ते सहा वर मॅप केले जाते आिण शेवटी पाचला सात वर मॅप केले जाते येथे तुʉी लƗात घेऊ शकता की 3 4 5 6 ǉा 
ŵेणीतील Ůȑेक घटकाला एक अिȪतीय पूवŊ Ůितमा िमळाली आहे
 ȑामुळे तीनची पूवŊिनिमŊती अगदी एक आहे  चा दुसरा कोणताही घटक नाही जो देतो या ǉा ते तीन बाय आिण x r f ise 
ȑाचŮमाणे चार साठी दोन ही एकमाũ पूवŊ Ůितमा आहे आिण पाच साठी तीन ही फƅ पूवŊ Ůितमा आहे सहा साठी चार ही एकमाũ पूवŊ 

Pru
tor
@
IIT
K



Ůितमा आहे आिण सात साठी पाच ही एकमाũ पूवŊ Ůितमा आहे
 ȑामुळे यामȯे एक एक आहे  अशा Ůकारǉा उदाहरणांǉा बाबतीत, f 
जेथे पįरİ̾थतीचे िचũात वणŊन करणे सोपे आहे , तेʬा तुʉी ȑाकडे एक आकृती रेखाटणे केʬाही चांगले आहे कारण आकृती िकंवा अशा
Ůकारचे सिचũ Ůितिनिधȕ आपʞाला फंƕन एक आहे की नाही हे समजǻास मदत करते.
 िकंवा नाही आता आपण आणखी एक संकʙना पाš या चे ते पयōतचे फंƕन ऑन िकंवा असे ʉटले जाते f x y surjective 
जर चे ǉा रŐजǉा बरोबरीचे असते तेʬा चे डोमेन ǉा रŐजǉा बरोबरीचे असते.f co domin f f co f you 
 असे फंƕन ऑन टू िकंवा सजेİƃʬ वेल आहे असे ʉणूया आता आपण तेच फंƕन पाš या जे फंƕन 
वजा चार ते चार पयōत पयōत ने िदलेले आहे ˍेअर बरोबर Ůʲ आहे आिण आता फंƕनवर आहे.r fx x f 
 जर तुʉी हे बिघतले तर सहकारी करतात या Ůकरणात चा मुƥ ʉणजे फƅ 0 ते 16 पयōत असेल अशा Ůकारे जर मी 0 ते 16 f 
दरʄान नसलेला घटक िनवडला िकंवा मी ऋणाȏक असलेला कोणताही घटक िनवडला िकंवा 16 पेƗा मोठी कोणतीही वाˑिवक संƥा
िनवडली तर उणे चार ते चार असा अİˑȕात नाही की मला ती खरी संƥा बरोबर देईल, अशा Ůकारे जर पेƗा कमी असेल x fx y 
तर मला शूɊापेƗा कमी िकंवा पेƗा जाˑ असे िलš Ȩा, तर आʉी असे िनरीƗण केले की तेथे आहे.y y 16 
 उणे चार ते चार मȯे कोणतेही अİˑȕात नाही जसे की ǉा बरोबरीचे आहे कारण आपली ची िनवड अशी आहे की x fx y y y 
शूɊापेƗा कमी आहे िकंवा सोळा पेƗा जाˑ आहे ʉणून आȅा नाही आपण आणखी एक उदाहरण पाš या  हे एक मȯांतर y f f 
शूɊ एक ते ते शूɊ एक ते अनंत ते शूɊ ˢʙिवराम अनंत असे असू Ȩा Ȫारे िदलेले एक आता हे ऑन टू फंƕन r fx x by x y
शूɊ ˢʙिवराम अनंताशी संबंिधत आहे ʉणून हे आमचे सह डोमेन आहे  तर आता सह डोमेनमधून घटक िनवडू या  शूɊ y 
ˢʙिवराम अनंतातून एक घटक तयार करावा लागेल जसे की आहे ʉणून एकदा आपण हे िनवडले की आमचा दावा आहे x fx y 
की या अनंत अंतरामȯे उघडलेʞा शूɊ खुʞा अनंतामȯे अİˑȕात आहे जसे की ǉा बरोबरीचे आहे आता हे कसे x fx y y 
तयार करायचे आता हा कसा तयार करायचा ʉणून समजा ǉा बरोबरीचा आहे ʉणजे ȑाचा अथŊ बरोबर एक माझे x fx y x y 
असेल पण आपʞाला जे िदले आहे ते हे आहे ʉणजे लगेच सूिचत होईल की बरोबर 1 बाय ʉणून िनवडा 1 बाय ʉणून y x y x y 
िकंवा बरोबर 1 बाय िनवडा बाय ʉणून िनवडा मग जो 1 बाय आहे पण ची आपली िनवड 1 बाय आहे x y x 1 y fx x x y 
ʉणून ही एक एक कŝन आहे जी ʉणून असेल अशा Ůकारे आपण हे दाखवले आहे की फंƕन समान 1 बाय ओपन y f fx x 
इंटरʬल 0 कॉमा इİɈिनटी ते ओपन इंटरʬल 0 कॉमा इİɈिनटी हे ऑनटू फंƕन आहे आता आपण फंƕɌची आणखी एक 
महȇाची संकʙना पाš या  फंƕɌची रचना समजा तुमǉाकडे पासून पयōत दोन फंƕɌ आहेत x y 
आिण एक फंƕन पासून पयōत ते ते आिण ते ते अशी दोन फंƕɌ िदली आहेत आिण ची रचना g y z f x y g y z f g f
ने बनलेली ची रचना खालीलŮमाणे आहे ʉणून मानक रोटेशन कंपोिझट वापरेल हे डोमेन आहे  या फंƕनचा असणार आहेg g f x 
आिण ȑाचा माझा कोड Ȫारे Ȫारे िदलेला आहे ǉा बरोबर समान आहे z g fx g x 
आता आपण फंƕɌǉा रचनेसाठी काही उदाहरणे पाš या  ते हे ने िदलेले ˍेअरǉा बरोबरीचे आहे आिण दुसरे r r fx x 
फंƕन ते पयōत ने िदलेले Ɛूबǉा बरोबरीने आिण सह बनलेले आिण वर बनलेले बरोबर मोजǻाचाg r gx x g g f x xf g 
Ůयȉ कŝया Ǜाची ʩाƥा आहे f 

Ɛूबǉा ने िदलेला जो Ɛूबचा संपूणŊ ˍेअर असेल जो बरोबर पॉवर िसƛ असेल तर दुसरीकडे तुʉी वर x f gx x x x f x 
सह बनलेले पािहʞास जे चा आहे जो ǉा सारखा आहे ˍेअर इƓल टू ˍेअर संपूणŊ Ɛूब जो पॉवर िसƛ g fx g x g x x 
आहे या Ůकरणात टी  हॅट ची बनलेली समान आहे जी ने बनलेली आहे आता आपण आणखी एक उदाहरण पाš या ते f g f r r 
Ȫारे िदलेले समान आिण ते Ȫारे िदलेले समान चौरस आता आपण Ůयȉ कŝया ची गणना करǻासाठी fx sin x g r gx x f 

सह बनलेले आिण सह बनवलेले वर ǉा चा असेल जो चौरसाचा असेल जो चौरस ची g g g ff g x x g f x f x sine 
असेल तर चला सह बनलेला मोजǻाचा Ůयȉ कŝया  आता सह बनलेले हे चे होणार आहे जे g g f frtx g fx g sin x 
ǉा सारखे आहे जे चौरस ǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून आʉी या Ůकरणात जे िनरीƗण केले आहे ते असे आहे की सह g sine x f 
बनलेले हे कंपोझ ǉा बरोबरीचे नाही.g f g 
  अशाŮकारे रचना मोजǻासाठी आपण Ǜा Ţमाने रचना करतो तो अितशय महȇाचा आहे
 ȑामुळे रचना बदलू शकत नाही हे आपण या उदाहरणावŝन पािहले आहे की बरोबर सह बनलेले ǉा बरोबरीचे असू शकत g f f 
नाही बरोबर आणखी एक पाहǻाचा Ůयȉ कŝया.g 
  उदाहरण 
1 2 3 4 आिण 5 ǉा बरोबरीचे साधे उदाहरण पाš आिण 30 आिण ʉणून 0 1 2 3 4 5 6 7 b 0 1 4 9 10 16 20 25 c 
आठ नऊ दहा अकरा बारा तेरा चौदा ते पंधरा आता आपण ǉा ने िदलेले ते हे फंƕन पाš.f f a b 
 
एक चौरसाǉा बरोबरीचे आिण ते पयōत Ȫारे चे वगŊमूळ िदले जाते जर हा पįरपूणŊ वगŊ असेल तेʬा जेʬा तो पįरपूणŊ वगŊ b c g b b 
असेल तेʬा ȑाला चे मूळ ʉणून पįरभािषत करा अɊथा नसेल तर ʉणून पįरभािषत करा  परफेƃ ˍेअर जर b b a b by 2 
परफेƃ ˍेअर असेल तर ȑाला ŝट ʉणून पįरभािषत करा जर तो परफेƃ ˍेअर नसेल तर ȑाची बाय 2 अशी ʩाƥा करा.b b 
 आता आपण या दोन फंƕɌची रचना पाहǻाचा Ůयȉ कŝ या पासून पयōत फंƕन ʉणून आता ची सह बनलेली f a c g f g 
ʉणून िलšया ǉा ǉा ǉा बरोबरीने जो चौकोनाचा a f g 

ʉणून िदलेला असतो परंतु चौकोन नेहमीच पįरपूणŊ पįरपूणŊ वगŊ असतो आिण ʉणून हे  मला िविहरीचे फƅ वगŊमूळ देणार आहे g 
वगŊमूळाची िनवड फƅ धनाȏक वगŊमूळ योƶ आहे आिण ʉणून तुʉी काय  हे चौरसाचे वगŊमूळ आहे जे फƅ will have a 
अशा Ůकारे असेल जे सह बनलेले बरोबर आहे जर तुʉी फंƕन बिघतले तर ते एक अितशय İƑʼ फंƕन िदसते जे g f a a g 
एक मूʞ घेत आहे िकंवा ते आहे  जे तुʉाला काही िबंदंूवर चे वगŊमूळ घेत आहे आिण ते इतर काही िबंदंूवर ने घेत आहे हे b b 2 
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िबंदंूचे काही इतर संच आहे हे खूपच गंुतागंुतीचे कायŊ आहे परंतु जर तुʉी रचना पािहली तर ते खूप सोपे असेल
 ȑामुळे कधीकधी  रचनामुळे गोʼी अिधक ˙ʼ होतात आता आपण आपʞाला काय हवे आहे ते दशŊिवǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणून 
आपण खरेतर खालील सह सुŜवात केली आहे एक छेदनिबंदू ǉा मȯे ǉा सह छेदनिबंदू आहे िजथे आपण ȑा f b f f b 
उदाहरणांमधून जे पािहले ȑापासून सुŜवात केली.

हे एक नाही का आता Ůʲ असा आहे की समजा की एक आहे हे खरे आहे की चा एक छेदनिबंदू ǉा ǉा ǉा  f f b f b f b f
ǉा बरोबरीचा आहे खरं तर खालील िवधाने समतुʞ आहेत आमची िवधाने कोणती आहेत एक ʉणजे छेदनिबंदू चा fir  st b 

हा Ůितǅेदन ǉा बरोबरीचा दुसरा एक एक आिण ितसरा एक कोणȑाही दोन िवघटन संचासाठी faf fa fbe fbe fs a 
आिण आिण हे आहेत पिहला एक छेदनिबंदू चा ǉा ǉा बरोबरीचा आहे ǉा सह bfa fb disjoint b f a f b f 
छेदनिबंदू दुसरा एक ʉणजे ʉणजे एक एक तृतीयांश कोणȑाही दोन िवघटन संचांसाठी आिण ǉा आिण ǉा चे f a b a b f 

दंड आहेत आता आपण हे िवधान िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया आता आपण हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया की एक disjoint 
दोन ʉणजे एक आहे.
 ʉणून समजा की एक आहे, तर आपण जे माहीत आहे ȑापासून सुŜवात कŝ या आपʞाला मािहत आहे की चा छेदनिबंदू f f b 
चा मȯे ǉा सह छेदनिबंदू आहे, तर आपʞाला हे िसȠ करायचे आहे की इतर मागाŊने समािवʼ करणे ʉणजे आहे ǉा f f b f b 

सह छेदनिबंदू ǉा मȯे समािवʼ आहे ʉणून आपण अशा Ůकारे पुढे जाऊ या की हे ǉा सह छेदनिबंदूǉा चे f b f y b f f 
आहे जे लगेच सूिचत करते की ǉा चा आहे आिण ǉा चा आहे आता ǉा ǉा मालकीचे आहे असे सूिचत y a f y b f y a f 
करते की तेथे मȯे एक घटक अİˑȕात आहे  कॅिपटल असे की हे चे ˢŝप आहे ȑाचŮमाणे हे ǉा चे आहे a a y f y b f 
याचा अथŊ लगेच मȯे चे अİˑȕ आहे जसे की हे चे ŝप आहे आता आपʞाकडे ए मȯे एक घटक आहे  ʉणतो कीb b y b f a 

हे चे ŝप आहे आिण ȑाचŮमाणे आपʞाकडे मȯे घटक आहे जसे की हे चे ŝप आहे ʉणून आपʞाकडे y a f b b y b f y
ǉा बरोबरीचे काय आहे जे सारखे आहे तर आपʞाकडे काय आहे ǉा ǉा ǉा ǉा बरोबरीचे असʞाने एक fa fb f f b f f 
आहे 1 ǉा ʩाƥेनुसार 1 ǉा बरोबरीचे ʉणजे ǉा बरोबरीचे आहे जे छेदनिबंदूचे आहे हे असे आहे Ǜाची आमǉाfa fb b a b 
आधीǉा सवŊ उदाहरणांमȯे उणीव होती.
 उदाहरणाथŊ चौरसाǉा बरोबरीचा हा एक आहे Ǜाची उणीव होती ती एक उणीव होती Ǜामुळे आपण हे िसȠ कŝ शकत fx x 
नाही की आपण उलट असमानता िसȠ कŝ शकत नाही ʉणून जो आहे तो ǉा छेदनिबंदूǉा चा आहे आता आपण पाš y fx b f 
या  पुढील समतुʞ तीन सूिचत करते की समजा एका छेदनिबंदूचे ǉा ǉा बरोबरीचे आहे ǉा सह f b inte f b f 

आता आिण हे चे िडसऑƕन उपसंच असू Ȩा ʉणजे आपʞाकडे जे आहे ते Ůितǅेदन चे आहे ǉाrsection a b x b f b 
छेदनिबंदू ǉा ǉा बरोबरी आहे हे सवŊ आिण साठी धारण करते आता आपʞाला जे िदले आहे ते आहे  आिण हे f f a b a b x 
चे कोणतेही दोन िवभƅ उपसंच आहेत जे एक छेदनिबंदू आहे हे आहे आता आपण फंƕन पįरभािषत केले आहे ते फंƕन b mt x 
पासून įरƅ नसलेʞा सेट पयōत एक फंƕन आहे ʉणून िनयमानुसार आपण नेहमी जे िनवडतो ते आहे įरकाʄा संचाची Ůितमा y 
įरकामी आहे ʉणून हे िनयमानुसार आहे आिण ʉणून Ůितǅेदन चा जो चा होणार आहे तो फƅ एक įरकामा संच b f mt f 
असणार आहे परंतु आपʞा गृहीतानुसार चा छेदनिबंदू असेल चा सह छेदनिबंदू जो आपʞा गृहीतकाने होणार आहे तो b f f b b 
चा छेदनिबंदू आहे जो įरकामा आहे हे आपण दाखवले आहे की आिण हे दोन संच िवभƅ आहेत असे ʉटʞावर आता ितसरी fa fb 
समतुʞता िसȠ कŝया तीन ʉणजे दोन समजा की घेते समजा घेते  संच दोन संच मग f f s disjoin disjoint 
आपʞाला दाखवायचे आहे की एक एक आहे ʉणून एक ˢʙिवराम दोन संच मधील समजा दोन ǉा ǉा f x x x x x f f 
ǉा ǉा ǉा दोन ǉा बरोबरीचे असू Ȩा ʉणजे दाखवǻासाठी  हे एक आहे जे आपʞाला दाखवायचे आहे ते ʉणजे f f x f x 
एक दोन ǉा बरोबरीचे आहे आता समजा तुमǉाकडे हे दोन आहेत एक दोन ǉा ǉा बरोबर आहेत तर आपण याउलटx f x x f 
गृहीत धŝया की एक ǉा बरोबर नाही ʉणजे हे 1 नाही 1 बरोबर आपण गृहीत धरले आहे की नाही आता आपणx x 2 f f 1 1 
िवरोधाभास िनमाŊण कŝ या िवरोधाभास कसा िनमाŊण करायचा ते ʉणजे दोन घटक वेगळे घटक एक आिण दोन जे एक आिण x x x 

आहेत  दोन पण चा एक दोन ǉा ǉा बरोबरीचा ʉणजे एक दोन ǉा बरोबरीचा नाही जे लगेच ʉणते की हे दोन x f x x f x x 
िसंगल टेन सेट िसंगलटन एक आिण िसंगलटन दोन हे िडसजॉइंट आहेत पण मग आपले गृिहतक असे ʉणते की हे िडसॉइंट x x f 
सेट्स िडसॉइंटमȯे घेतात  सेट ʉणजे िसंगलटन वन चा िसंगलटन टू ǉा ǉा बरोबरीचा नाही ʉणजे संच x f x f thi  s x 

चा आहे हा दोन ǉा संच सारखा नाही जो आपण दाखवला आहे की एक चा असलेला संच आिण चा one f x f x f x 2 
िसंगलटन असलेला संच हे दोɎी एक नाहीत आिण सारखे आहेत.f 
 ताबडतोब असे सूिचत करते की एक चा दोन ǉा ǉा बरोबरीचा नाही जो एक िवरोधाभास आहे अशा Ůकारे हे एक x f x f f 
िकंवा एक इंजेİƃʬ फंƕन आहे आता शेवटी आपण रचनाǉा संदभाŊत एक एक फंƕनचे वैिश̽Ǩ देऊ आिण फंƕन वर 

वŝन Ȩा  नंतर एक एक असेल तर फƅ पासून पयōत फंƕन असेल तरच f b to fs b a 
सह बनलेला पिहला एक हा वर फƅ एक ओळख फंƕन असेल आिण दुसरा एक दोन असेल तर तुʉाला ऑनटू फंƕन f g a g 
पासून आवʴक आहे अशासाठी की सह बनलेले एक ओळख फंƕन ʉणून कायŊ करते वर आपʞाला हेच हवे होते g b f g a 

आता आपण हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया आपण पुढे अथŊ पाšया समजा की एक आहे तुमǉाकडे एक फंƕन आहे.f 
 आता आʉाला जे उȋादन करावे लागेल ते एक आहे पासून पयōत फंƕन आहेb a g 
 ȑामुळे चांगʞा Ůकारे पįरभािषत करा आपʞा एका टोकाला एक आकृती असू Ȩा समजा हा हा आहे तुमǉाकडे एक दोन ah x y 
तीन आिण चार आहेत आिण पुɎा तुʉी ȑाला एक दोन तीन चार ʉणू या.
 पाच तर तुमǉाकडे जे आहे ते एक दोन मȯे मॅप केले आहे दोन मȯे एक मॅप केले आहे तीन वर मॅप केले आहे पाच वर मॅप केले आहे 
आिण चार मॅप केले आहे तीन हे फंƕन आहे जे आपण आता पįरभािषत केले आहे ʉणून आपण हे उदाहरण आपले मॉडेल ʉणून ठेवू 
आिण नंतर पįरभािषत करǻाचा Ůयȉ कŝया  हा g 
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पासून मȯे काय होणार आहे चा आता तुʉी हे उदाहरण बिघतले तर मȯे एकाची नैसिगŊक िनवड फƅ दोन होणार b a g b g y 
आहे आिण ȑाचŮमाणे दोन साठी ती तीन साठी एक असेल  चार आहे आिण 5 साठी ते 3 आहे ʉणून आपण ȑाची ʩाƥा कŝया जर 

हे चे ŝप असेल तर आपण उदाहरणामȯे एक दोन तीन आिण पाच आिण हे घटक पािहले तर हे सवŊ पुढे जात आहेत.b a f y 
 या सवŊ फƅ ǉा घटकांǉा Ůितमा आहेत आिण ʉणूनच फƅ सोडलेʞा गोʼीसाठी याचा अथŊ आहे 4 हा आपʞाला चा घटक x x 
हवा आहे ʉणून आपण कोणताही घटक आिण नंतर चा कोणताही घटक िनिʮत कŝ आिण नंतर आपण ȑास अिनयंिũतपणे x 
पįरभािषत कŝया ʉणून आपण ते डॅश ʉणून पįरभािषत कŝया अɊथा ŵेणीमȯे नसलेला एक घटक िनिʮत कŝया ȑा घटकासाठी 
आपण एक अिनयंिũत घटक िनवडू या आिण नंतर ȑा ला या डॅशवर मॅप कŝयाb 
 ȑामुळे हा डॅश ही िनवड आपण करतो ती आपʞा ˢतः ǉा िनवडीवर अवलंबून असते
 ȑामुळे आता आपʞाला दोन गोʼी ख̴या िसȠ कŝन दाखवाʩा लागतील.

दोन वर आहे आिण दुसरे ʉणजे हे सह बनलेले आहे हे ओळखीचे कायŊ आहे हे िसȠ कŝया की सह बनलेला पिहला   g g f f g
हा येथे ǉा ʩाƥेनुसार आहे ची ʩाƥा पािहली तर ती ʉणते.b a g 
  खालील जेʬा जेʬा माझा नकाशाचा फॉमŊ असेल तेʬा आता माǟाकडे चा घटक आहे ʉणून हे वर जाईल जे अचूक b f a f e 
ओळख फंƕन आहे वर मूʞांकन केले गेले हे मला हेच हवे होते  ला भांडवल ǉा मालकीचे होऊ देणे चालू आहे ला a g AI AI 
एक घटक तयार करावा लागेल  कॅिपटल मȯे िकंवा कॅिपटल मȯे जसे की चा आहे पण जेʬा जेʬा माǟाकडे y b b b b g a a
चे असेल तेʬा ǉा ʩाƥेनुसार मȯे मॅप केले जाईल ʉणून मला िनवडू Ȩा मग ला चा ʉणून a in af g a b b a f b 
िनवडू Ȩा 

चा हा ǉा चा होणार आहे जो बरोबर आहे अशा Ůकारे वर आहे आता आपण उलट भाग िकंवा उलट भाग िसȠ b g a f g a f 
करǻाचा Ůयȉ कŝया 
समजा 

पासून पयōत वर फंƕन अİˑȕात आहे जे ने बनलेले आहे वर आयडŐिटटी फंƕन आहे जे मला दाखवायचे आहे की b a g f a f
एक आहे तर आपण ʩाƥा पडताळून पाहǻाचा Ůयȉ कŝया समजा की एकाचा दोन ǉा ǉा बरोबरीचा तुʉाला िदला आहे कीf f 

ǉा बरोबरीचा एक दोन हे दाखवायचे आहे की एक दोन ǉा बरोबरीचा आहे पण एकदा तुʉाला कळले की एकाचा दोन ǉा f a f f
ǉा बरोबरीचा ʉणजे दोन ǉा ǉा बरोबरीचा एकाचा बरोबर आहे.f g 
 
खालील संिमŵ वर िलिहǻासारखेच आहे जे एक दोन वर सह बनलेले आहे हे सूिचत करेल परंतु आपʞाला मािहत आहे कीg f e f 

ची रचना आहे आयडŐिटटी फंƕन जे आपʞाला लगेच सांगेल की 1 बरोबर 2 अशा Ůकारे एक आहे आता एक g f exac tly f 
समान Ůʲ उȥवतो की फंƕɌसाठी समान वैिश̽Ǩ आहे का खरं तर उȅर होय आहे ʉणून पासून पयōत जाऊ Ȩा वर f b fs 
आिण फƅ जर b 
पासून पयōत फंƕन अİˑȕात असेल तर सह बनलेले पिहले हे वरील आयडŐिटटी फंƕन असेल आिण दुसरे हे एक a g g f b g 
असेल तर तुमǉाकडे एक एक फंƕन असेल तर पासून संबंिधत फंƕन जाईल वर असणे आिण जर तुमǉाकडे पासून ते g f a b 
पयōत ऑनटू फंƕन असेल तर पासून पयōत संबंिधत फंƕन एक एक दंड असेल चला याचा पुरावा पाš या आपण पुɎा पाš याb a g 

ला समान आहे एका भागासाठी आकृती मी याला एक दोन तीन चार आिण पाच असे ʉणतो आिण आता दुसरीकडे माǟाकडे हे ah 
एक चांगले आहे माǟाकडे एक साधा संच आहे जेणेकŝन गोʼी ˙ʼ होतील की एक एक दोन मȯे मॅप केले आहे.
  दोन तीन मॅप केले आहे एक चार मॅप केले आहे दोन आिण पाच देखील दोन मȯे मॅप केले आहेत ही फंƕɌ आहे आिण int  o 
तुमǉाकडे जे आहे ते एक ऑन फंƕन आहे
 ȑामुळे फॉरवडŊ इİ̱ɘकेशन समजा वर असेल तर मला पासून पयōत फंƕन पįरभािषत करावे लागेल ʉणून Ůȑेकासाठी f b a 
Ůथम Ůȑेकासाठी खालील िनरीƗण करा मȯे मȯे मी संच ची ʩाƥा कŝ या की मȯे चा आहे इथे जर तुʉी b b a ab a f b 
एक घटक बिघतला तर याला एक आिण तीन असेल आिण दोन मȯे दोन चार आिण पाच असतील तर िनिʮत करा 

मȯे एक अिȪतीय ʉणून हे घटकावर अवलंबून आहे ʉणून मी हे देखील िलš दे की हे आहे जेणेकŝन ते असे ab a a b ab 
ʉणेल की हे संच मधून आहे ʉणजे माǟा कोडमधील Ůȑेक साठी मी एक घटक िनवडला आहे संच वŝन आता हे ˙ʼ ab b a 
झाले आहे की ते ची ʩाƥा ǉा ǉा बरोबरीने कशी करायची ही िनवड नेहमीच अİˑȇात असते अशी िनवड gg b a g ab b 
नेहमी अİˑȕात असते कारण वर आहे काय करावे लागेल ते ʉणजे आपʞाला एक िनवडावा लागेल  या Ůȑेक संचातील घटक g 2 

आहे ʉणून एकदा आपण हे पįरभािषत केले की आपʞाला काय करावे लागेल ते शो  जी पिहली गोʼ सह बनलेली आहे ती ab g b 
वरील ओळख आहे आिण दुसरी आहे एक एक आहे िवहीर एक एक कŝन पडताळू या Ůथम आपण बनलेला पाš या g f g 
कोणȑाही वर जो ǉा चा आहे पण b b g f gb 
अबब आहे  ˝ॉल हे सेट कॅिपटल कॅिपटल मधून आले आहे सेट कॅिपटल ǉा सवŊ घटकांचा समावेश आहे जे घटक ab ab ab a b 
मȯे मॅप केलेले आहेत आिण हे लहान चॉईस हे िनवडीपैंकी एक आहे आिण आʉी एक अिȪतीय बनवले आहे िनवड योƶ आहेa the 
आिण ȑा संचातून आिण ʉणून हे मला देणार आहे जी नेमकी ओळख आहे ȑावर दुसरे जे आʉाला हवे होते ते ʉणजे आʉाला हे b 
सȑािपत करावे लागेल की एक आहे एक समजा चे एक दोन ǉा ǉा बरोबरीचे आहे.g b g p g 
 

ǉा ǉा वर लागू कŝ या दोन ǉा ǉा ǉा बरोबरीने दोन वर बनवलेले एक बरोबर कंपोझेस b g f f b g f b f g b f g
दोन वर कंपोझेस हे ओळख कायŊ आहे ʉणून एक समान दोन  दोन अशा Ůकारे एक आहे एक ऑन अİˑȕात आहेb f g b b g 

असे समजा संभाषण भाग िसȠ कŝ 
एक फंƕन ते पासून असे की हे सह बनलेले आयडŐिटटी फंƕन आहे हे आपʞाला दाखवावे लागेल की मȯे e g b a f g b b

Pru
tor
@
IIT
K



देǻासाठी चालू आहे अशा मȯे घटक तयार करावा लागेल की चा असेल तर  सवŖȅम पयाŊय ʉणजे मला चा ʉणून g a a b b g 
िनवडू Ȩा मग आपʞाकडे जे आहे ते मला दाखवावे लागेल की चा आहेa f a b 

 ȑामुळे 
चा जो ǉा चा असेल जो ने बनलेला आहे वर पण हे सह बनलेले आयडŐिटटी फंƕन आहे जे अगदी a f b g f f g v f g b 

अशा Ůकारे चालू आहे ʉणून ही दोन वैिश̽ǨपूणŊ वैिश̽Ǩे आहेत जी आमǉाकडे होती एक ʉणजे ऑनटू फंƕनǉा संदभाŊत एक f 
फंƕनचे वैिश̽Ǩ आिण दुसरे वैिश̽Ǩ आहे  एक एक फंƕनǉा संदभाŊत एक ऑनटू फंƕन आिण यासह मी तुʉा सवाōचे आभार 
मानतो 
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