
 ബؖെുׯ؋റിتു׺ അവസാന ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുؗുإ, അതിനാൽ
അവസാനമായി ഞ׹ൾ ഇ്ؗ േപാകുؗു , മുൻ ْപഭാഷണ؋ിെല ഫംഗ്ഷനുകെളുׯറിتു׺ ചില 
കാരّ׹ൾ കൂടി കാേണ؇തു؇് ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ എ׹െന കവലകളിലും 
യൂണിയനുകളിലും അവ എ׹െന ْപവർ؋ിുؗുׯ, ഇ്ؗ പൂരക؋ിൽ ഫംഗ് ഷൻ എ׹െന 
ْപവർ؋ിുؗുׯ എ്ؗ നമു്ׯ എടുׯാം, ഇേؚാൾ നി׹ളിൽ നി്ؗ െസ്ئ മുതൽ ഒരു െസ്ئ വെര ഒരുx y 
ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ നി׹ൾ ന്െറ ഒരു ഉപഗണമാെണ׸ിൽ  ഇേؚാൾ ന്െറ ഒരു x x 
ഉപവിഭാഗം ഉേ؇ാ എؗതാണ് േചാദّം, ഇനിؚറയുؗവ ശരിയാേണാ എؗതാേണാ നമു്ׯ ലളിതമായ 
ഒ്ؗ േനാׯാം, അേؚാൾ നമു്ׯ ഏئവും കൂടുതൽ ആവശّമുتത് ഇതാണ് ൈമനസ് യുെട ഒരു എഫ്x a 
ആണ് ഇത് എഫ്എ٧്ع ൈമനസ് എഫ് എؗതിന് തുലّമാേണാ ഇനിؚറയുؗ സമതٔം ശരിയാേണാ ഇേؚാൾ 
നأൾ ഇത് മനشിലാׯാൻ ْശമിؗുׯതിന് മു്آ , നി׹ൾ മാ്ؚ എഫ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് നാലിൽ നി്ؗ 
ഒരു ഫംഗ്ഷൻ പരിഗണിؗുׯ ഒരു ഉദാഹരണം േനാׯാം, ൈമനസ് നാലിൽ നി്ؗ നാല് മുതൽ നാല് f 
വെരയുت ഇടേവള ചതുര؋ിന് തുലّമായ നൽകിയിت؂ു ഈ ഫംഗ്ഷൻ േനാׯാം .  ഓؚൺ 0 x fx 
അട4 ു׺. ഇേؚാൾ ഇവിെട നി׹ൾ ൈമനസ് ന്െറ പൂരകമാണ് ْശؑി׺ാൽ , അത് x a 
പൂജّ؋ിനടുേׯ്؋ ൈമനസ് നാലിന് അടു്؋ േപാകും , നി׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അ   ◌് fx 
പൂജّേ؋ാട് അടുുׯം.  യുെട പതിനാറ് കിണർ എؗത് തുറؗ പൂജّം മുതൽ പതിനാറിന് അടു്؋ a f 
വെര നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ മുഴുവൻ കാരّവും ഉ؇് , നി׹ൾ ൈമനസ് എഫ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, fx 
അത് കൃതّമായി സിംഗിൾടൺ പൂജّം മാْതമാണ്  പൂജّ؋ിന് അടു്؋ ര؇് മുതൽ പതിനാറ് വെര 
അടു്؋ വെര നأൾ ഇവിെട ْശؑി׺ത്, ൈമനസ് ഫീ ൈമനസ് എഫിൽ ശരിയായി fx x 
അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഇതാണ് ഈ ഉദാഹരണ؋ിലൂെട ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ നിരീײി׺ത് , ഇനിؚറയുؗ 
േചാദّം ഇത് എبായ്േؚാഴും ശരിയാേണാ എؗതാണ്  എبാ ഫംഗ് ഷനുകളും യുെട ൈമനസ് എയിൽ f x 
അട׹ിയിരിؗുׯ എഫ് എ٧്ع ൈമനസ് എഫ് എ , യിൽ നിؗുت ഏെതാരു ഫംഗ് ഷനും xy 
യഥാർ،؋ിൽ ഉ؋രം അെത എؗതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം  , ഇത് y 
എഫ് എക് സ് ൈമനസ് ഫീ ആെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, അത് എഫ് എക് സിന്േറതാണ് എؗാൽ y y 
െചുؗുإ  ഇേؚാൾ യുെട ൽ ഉൾെؚടുؗിب, നമുتുׯത് ന്െറ ൽ ആണ്  മൂലധനം ന്െറ ഒരുa f- x- f- y x 
മൂലക؋ിൽ കുറ؁ത് ഒരു എ׸ിലും ഉെ؇്ؗ ഉടനടി സൂചിؚിുؗുׯ ന് താെഴയുت ന്െറ x f- x 
ചിْതം,  അതായത് ഇേؚാൾ രൂപ؋ിലുتതാണ് , മറുവശ്؋, എؗത് യുെട ഭാഗമب, അത് y fx y f 
ഉടനടി സൂചിؚിؗുׯത് അതിൽ ഒؗുമിب ഒരു മൂലകം എؗതിൽ യുെട രൂപ؋ിലുتതാണ്, a y a 
അതിനാൽ ഈ ര؇് ْപُാٝവനകളും സൂചിؚിؗുׯത് ന്േറതാണ്, എؗാൽ മൂലധന؋ിന്േറതب x x- x 
എؗാണ്. ആരുെട ചിْതം ആണ് ന്െറ ന്െറ എഫ് ആണ്, a yfx x f 
അ׹െന ൈമനസ് ന്െറ ൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ ൈമനസ് പിഴ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് fx fa x f 
കാരّ׹ൾ േനാׯാം ഒരു കവലയിൽ ഉ؇ായിരുؗത് എؗ കവലയുെട ൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ  b f f f 

കൂടാെത ര؇ാമേ؋ത് ൈമനസ് എഫ് എؗതിൽ ൈമനസ് എؗതിൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ , b fx x a 
ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ അഭാവം എؓാണ്, അതിനാൽ ഈ സؕർഭ׹ളിൽ തുലّത നിലനിർؗു؋ത് ശരിയാണ്
അെ׸بിൽ നമു്ׯ കൂടുതൽ എؓാണ് േവ؇ത്, അതിനാൽ സമതٔം യഥാർ،؋ിൽ നിലനിർ؋ാം 
നമു്ׯ ഉദാഹരണം ഉ؇ായിരുؗു എؗതിന്െറ ഉദാഹരണം േനാൂׯ  ഞ׹ൾുׯ؇ായിരുؗത് e 
ൈമനസ് നാല് മുതൽ നാല് വെരയുت വെരയുت മാؚിംഗ് ആണ് ചതുര؋ിന് തുലّമായ r fx x fx 
നൽകിയത് ഇതാണ് ഞ׹ൾ്ׯ സമചതുര؋ിന് തുലّമായ ഉ؇ായിരുؗ ഫംഗ് ഷൻ, എؗാൽ ഈ x fx 
ഫംഗ് ഷൻ നി׹ൾ ْശؑി׺ാൽ ഇതിൽ എؓാണ് കുറവുتത്? ര؇്  , ൈമനസ് ന്െറ ന് തുലّമായ x f 
എഫ്എ٧്ع എؓാണ്, അതായത്, നമു്ׯ എؓാണ് ഉتത്, അതാണ് ഈ രീതിയിൽ െപരുമാറാ؋ ഒരു 
ഫംഗ്ഷൻ േനാׯാൻ നമു്ׯ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആരംഭിׯാം  െഡാെമയ ്നിെല  ചില 
മൂലക׹ളുെട ചിْതമായ േകാഡ് ൈമനിൽ നി׹ൾ ഒരു ഘടകം കെ؇ു؋േآാെഴبാം ഞ׹ൾ്ׯ 
ആവശّമുتത് ആ رിരമായ മൂലക؋ിന്െറ ഇേമജുت ഒേരെയാരു ഘടകം മാْതമാണ്.  അതിനാൽ 
നമു്ׯ അത് എഴുതാം , മുതൽ വെര ഒ്ؗ എ്ؗ പറയാം അെ׸بിൽ ഒ്ؗ അെ׸بിൽ x y fs fs 
കു؋ിവയ്്ؚ ന്െറ ര؇ിന്െറ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഉടൻ തെؗ ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ്, x f x f x x two 
തുടർ്ؗ അ؋രം ഒരു ഫംഗ്ഷൻ നأൾ ഒ്ؗ സ്െകയിൽ െചുؗുإ അെ׸بിൽ കു؋ിവയ്്ؚ മുൻഭാഗം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം െചإാം  ചതുര؋ിന് തുലّമായ എഫ്എ٧്ع ഉദാഹരണം,x 
എഫ് എؗത് ഒؗുമب, അത് നأൾ നിരീײി׺ത് ഒؗب, ഇേؚാൾ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം, നമു്ׯ 

കّൂബിന് തുലّമായ നൽകിയ മുതൽ വെരയുت ഒരു ഫംഗ്ഷൻ  േനാׯാം ഇതാണ്  ഒരു വൺ x fx r r 
വൺ ഫംഗ് ഷൻ നമു്ׯ ഇേؚാൾ കാണിׯാം, ചിലർ്ׯ ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയ്്ׯ ന്െറ ഒരു എഫ് x x f x 
ഒ്ؗ ര؇്, എഫ ്ന്െറ നിർവചനം ْപകാരം എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, ഇത് ഒരു കّൂബ് ര؇ിന് x x x 
തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുׯം  കّൂബ് ഇേؚാൾ ഇരുവശു؋ം കّൂബ് േവരുകൾ എടുുؗുׯ, ഞ׹ൾ്ׯ x 
ഒരു കّൂബ് ഉ؇് , അതിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ര؇് കّൂബിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഒരു x x 
കّൂബ് അതിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ നൽകും , അതുേപാെല തെؗ മേئ വശവും ഞ׹ൾ  x x 
ര؇് ഉ؇്, കാരണം ര؇് കّൂബിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ര؇് ആയതിനാൽ എؗത് ഒരാൾ ഇവിെട x x f 
േചാദിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ സٔാഭാവികമായ ഒരു േചാദّമാണ്, മുآെ؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഒؗുമിب , y 
ഉദാഹരണ؋ിന് നി׹ൾ്ׯ നാല് ഉ؇്, എؓുെകാ؇് ഒരാൾ്ׯ എടുׯാൻ കഴിയിب  നാലിന്െറ സ്കٔയർ
റൂ؂് , തുടർ്ؗ ഫംഗ്ഷൻ ഒؗാണ് എ്ؗ പറയുക, എؗാൽ നി׹ൾ എ׸ിൽ  നാലിന്െറ ta 
വർ״മൂലമാെണ׸ിൽ , നി׹ൾ്ׯ ര؇് േവരുകൾ ഉ؇് ഒ്ؗ ؛സ് ടു , മെئാ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ നാലിന്െറ ര؇് വർ״മൂല׹ളു؇്, അതിനാൽ ഫംഗ്ഷൻ ഒؗب , 
അ׹െനെയ׸ിൽ നമു്ׯ തുലّമായ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി പറയാം . 1 2 3 4 ഉം 5 ഉം നമു്ׯ െയ മൂ്ؗ x y 
നാല് അ؀് ആറ് ഏഴ് , എ؂് എ്ؗ നിർവചിׯാം, നമു്ׯ മുതൽ വെരയുت ഈ ഫംഗ്ഷൻ േനാׯാം, x y 
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ഇത് ന് തുലّമായ ആയി നിർവചിׯാം കൂടാെത ഒ്ؗ ײമിׯണം ؛സ് ടു നമു്ׯ ഉتത് x fx x 
ശരിയാണ്  ؛സ് ടു ആണ് ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് , അ؀് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് ഏഴ് , എ؂് x 
എؗി׹െനയുت ഒരു ചിْതെ؋ ْപതിനിധീകരിׯാൻ ْശമിׯാം.  അ؀് നാലായി മാ്ؚ െചയ് തത് 
ആറിേലുׯം ഒടുവിൽ അ؀ിെന ഏഴിേലുׯം മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ , ഇവിെട  േْശണിയിെല 3 4 5 6
ഓേരാ ഘടക؋ിനും ഒരു അദٔിതീയ ْപീ ഇേമജ് ലഭി׺ിരിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ ْശؑിׯാം, അതിനാൽ 
മൂؗിന്െറ മുൻകൂ؂ി തإാറാׯിയത് കൃതّം ഒؗുതെؗയാണ്.  നൽകുؗ ന്െറ മെئാരു മൂലകമب  r x 
ഈ എഫിൽ നി്ؗ മൂؗിേല്ׯ എؗതും അതുേപാെല നാലിന് ര؇ിന് ഒേരെയാരു ْപീ ഇേമജും അ؀ിന് 
മൂ്ؗ എؗത് ആറ് നാല് എؗതിന് ഒേരെയാരു ْപീെമᅃٛ ്ആണ്, ഏഴ് അ؀ിന് ഒേരെയാരു ْപീ ഇേമജ് ആണ്,
അതിനാൽ ഇതിൽ ഒؗാണ് ഇ؋ര؋ിലുت ഉദാഹരണ׹ളിൽ, സാഹചരّം ചിْതപരമായി f 
വിവരിׯാൻ എളുؚമുت സാഹചരّ؋ിൽ , നി׹ൾ ഒരു ഡയْഗം വരയ്ؗുׯത് എبായ്േؚാഴും 
നبതാണ്, കാരണം ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഒؗാേണാ എ്ؗ മനشിലാׯാൻ ഡയْഗേമാ ഇ؋ര؋ിലുت 
ചിْതപരമായ ْപാതിനിധّേമാ നെأ സഹായിുؗുׯ അെ׸بിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ആശയം കൂടി 
േനാׯാം മുതൽ വെരയുت ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഓൺ അെ׸بിൽ സർജക്ئീവ് ആെണ്ؗ പറയെؚടുؗു ,x y 

ന്െറ േകാ െഡാെമയൻ് ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാകുേآാൾ ന്െറ പരിധി്ׯ തുലّമാണ്. f f f 
അ؋ര؋ിലുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നؗായി അെ׸بിൽ സർജക്ئീവ് ആെണ്ؗ പറയുക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
േനാׯാം, സ് കٔയറിനു തുലّമായ നൽകിയ ൈമനസ് നാല് മുതൽ നാല് വെര വെരയുت അേത  x fx r 
ഫംഗ് ഷൻ നമു്ׯ േനാׯാം, േചാദّം ആണ്, ഇേؚാൾ ْപവർ؋ന؋ിേല്ׯ  നി׹ൾ ഇത് f 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ സഹകരിുׯക ഈ േകസിൽ ന്െറ ْപധാനം 0 മുതൽ 16 വെര ആയിരിുׯം, f 
അതിനാൽ ഞാൻ 0 മുതൽ 16 വെര അبാ؋ ഒരു ഘടകം തിരെ؁ടുുׯകേയാ അെ׸بിൽ െനഗئീവ് 
ആയ ഏെത׸ിലും ഘടകം തിരെ؁ടുുׯകേയാ അെ׸بിൽ 16 േനׯാൾ വലുതായ ഏെത׸ിലും 
യഥാർ، സംഖّ തിരെ؁ടുുׯകേയാ െചᅃٝാൽ  ൈമനസ് നാല് മുതൽ നാല് വെര ഒരു നിലവിലിب, x 
അതായത് എനി്ׯ ആ യഥാർ، സംഖّ ശരിയാׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ െയׯാൾ fx y 
കുറവാെണ׸ിൽ അത് പൂജّേׯ؋ാൾ അെ׸بിൽ േനׯാൾ വലുത് എ്ؗ എഴുതാൻ ഞാൻ y y 16 
അനുവദിുׯം. ൈമനസ് നാല് മുതൽ നാല് വെര ഒؗും നിലവിലിب, അതായത് ന് തുലّമാണ്, x fx y 
കാരണം യുെട ഞ׹ളുെട തിരെ؁ടു്ؚ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ പതിനാറിൽ കൂടുതേലാ y y y 
ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇب, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം.  ഇത് പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ f r 
വെരയുت ഇടേവളകളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ അനؓത വെര പൂജّം േകാമ 
അനؓതയിേല്ׯ എഫ്എ٧്ع നൽകിയത് ഒؗിന് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇെതാരു ഓൺേടാ x 
ഫംഗ് ഷൻ ആകെ؂, പൂജّം േകാമ അനؓതയുേടതാണ് അതിനാൽ ഇതാണ് ഞ׹ളുെട േകാ y 
െഡാെമയ് ൻ  അതിനാൽ േകാ െഡാെമയ ്നിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഒരു ഘടകം തിരെ؁ടുׯാം സീേറാ y 
േകാമ ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ ഒരു മൂലകം നിർأിׯണം, അതായത് ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ x fx y 
ഇത് തിരെ؁ടുു؋കഴി؁ാൽ  , ഈ അനؓമായ ഇടേവളയിൽ തുറؗ പൂജّം ഓؚൺ ഇൻഫിനിئിയിൽ

നിലവിലു؇് എؗതാണ് ഞ׹ളുെട അവകാശവാദം, അതായത് ന് തുലّമായ ഇേؚാൾ ഈ x y fx y 
എ׹െന നിർأിׯാം ഈ ഇേؚാൾ ന് തുലّമായ എ്ؗ കരുതുക, അതായത് ന്െറ ഒ്ؗ എന്െറ x y fx x y
ആകും എؗാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ഈ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് യുെട 1 ന് y x y 
തുലّമാെണ്ؗ ഉടൻ സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ തിരെ؁ടുുׯക 1 ൈബ ആയി അെ׸بിൽ െയ x y x 

 യ് ്ׯ തുലّമായി തിരെ؁ടുുׯക, െയ  ൈബ ആയി തിരെ؁ടുുׯക, തുടർ്ؗ അത് 1 x 1 y fx 1 
ൈബ ആണ്, എؗാൽ നുأെട േചായ് സ് ന്െറ  ൈബ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഓേരാؗായി യ് ്ׯ x x 1 y y 
1 ആണ്, അതിനാൽ ഇത്  ആണ് ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ 0 േകാമ ഇൻഫിനിئി മുതൽ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ f 

 േകാമ ഇൻഫിനിئി വെരയുت ഫംഗ് ഷൻ  ൈബ ന് തുലّമായ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു ഓൺേടാ 0 1 x 
ഫംഗ് ഷനാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗു  ഫംഗ് ഷനുകളുെട േകാേآാസിഷൻ നി׹ൾ്ׯ മുതൽ x y 
വെരയുت ര؇് ഫംഗ്ഷനുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക  മുതൽ വെരയുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ, ൽ നി്ؗ y z f- y 
വെരയും ൽ നി്ؗ വെരയും ര؇് ഫംഗ് ഷനുകൾ നൽകിയാൽ ന്െറയും ന്െറയും ഘടന ന്െറ g- z f- g- f-
കൂെട നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ. ഈ ഫംഗ് ഷന്െറ ഉം അതിന്െറ േകാഡ് ഉം ആയിരിുׯം x z 
നൽകുؗത് , ൽ ന്െറ ന് തുലّമായ ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് െചയ ്തത് ഇേؚാൾ f- x- g- f g 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട ഘടനയ് تുׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം.  മുതൽ വെര ചതുര؋ിന് r r x 
തുലّമായ നൽകുകയും മുതൽ വെരയുت മെئാരു ഫംഗ് ഷൻ കّൂബിന് തുലّമായ fx r r x gx 
നൽകുകയും ച    ുؗുإ  കّൂബിന്െറ നൽകുؗ അത് കّൂബ് മുഴുവനായും x f gx, x 
ചതുരാകൃതിയിലായിരിുׯം , അത് കൃതّമായി പവർ ആറ്  ആണ് സമചതുര സമചതുരം പവർ x x x 
ആറ് ആണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ ْശؑിׯാം എؗത് യുെട കംേപാസ് t  hat f g 
െചᅃٝിരിؗുׯത് െകാ؇് കംേപാസ് െചᅃٝ ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ മുതൽ വെര f   g r r 
എഫ്എ٧്ع നൽകിയ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം ന് തുലّമായ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം, x x r 
മുതൽ വെര നൽകിയത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْശമിׯാം എഫ ്കേآാസ് r gx x 
െചയ് ത എഫ ്കംപّൂ؂ുെചإാൻ , ജിയിൽ എഫ ്എഫ് കേآാസ് െചയ ്ത ജിയും എക് സിൽ എഫ് എഫ് 
കേآാസ് െചയ ്ത ജിയും ജിയുെട എഫ് ആയിരിുׯം , അത് എക് സ് സ് കٔയറിന്െറ എഫ് ആണ്, അത് 
എക് സ് സ് കٔയറിന്െറ ൈസൻ ആകാൻ േപാകുؗു ഇേؚാൾ ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് f frtx g 
െചയ് തിരിؗുׯത് ന്െറ ആയിരിുׯം, അത് ന് തുലّമാണ് ഇത് ന് fx g g of sin x x sine square x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േകസിൽ നിരീײി׺ത് ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് െചᅃٝ എؗത് f g f 
കേآാസ് ന് തുലّമب എؗതാണ് അതിനാൽ കേآാസിഷൻ കണׯാؗുׯതിന് നأൾ രചിؗുׯ g 
ْകമം വളെര ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ േകാേآാസിഷൻ ക؂്ൂّأ െചإിب , ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ നി്ؗ 
നأൾ നിരീײി׺ത് , എഫ് ഉപേയാഗി്׺ രചി׺ എഫ്, ജി ഉപേയാഗി്׺ രചി׺തിന് തുലّമായിരിׯിب, 

Pru
tor
@
IIT
K



നമു്ׯ ഒ്ؗ കൂടി േനാׯാം  ഉദാഹരണം 1 2 3 4 , 5 എؗിവയ്്ׯ തുലّമായ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം 
േനാׯാം ആയി 0 1 4 9 10 16 20 25 ഉം 30 ഉം ആയി 0 1 2 3 4 5 6 7 എ؂് ഒآത് ഒൻപത് പ്؋ പതിെനാ്ؗ b c 
പْؓ؇് പْؓ؇് പതിമൂ്ؗ പതിؗാലു മുതൽ പതിന؀് വെര ഇേؚാൾ ഫംഗ്ഷൻ യുെട നൽകുؗ f a f 

മുതൽ വെര േനാׯാം. ഒരു സമചതുര؋ിന് തുലّവും യുെട നൽകുؗ മുതൽ വെരയും a b b g b c b 
യുെട വർ״മൂലമായി യുെട വർ״മൂലമായാൽ ഒരു പൂർ؉ ചതുരമാകുേآാെഴبാം അത് യുെട റൂ؂് b b b 
ആയി നിർവചിുׯക, അبാ؋പײം അെ׸بിൽ 2 െകാ؇് എ്ؗ നിർവചിുׯക .  െപർെഫക്്ئ b b 
സ്കٔയർ ഒരു െപർെഫക്്ئ സ്കٔയർ ആെണ׸ിൽ അതിെന റൂ؂് ആയി നിർവചിുׯക, അത് ഒരു b 
െപർെഫക്്ئ സ്കٔയർ അെ׸بിൽ, അതിെന  െകാ؇് നിർവചിുׯക .  എؗ ഫംഗ് ഷൻ മുതൽ 2 f a c 
വെരയുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എؗ നിലയിൽ, എؗതിന്െറ എؗതിന്െറ എؗ സംഖّയിൽ ന്െറ g g g f- g 
എؗ സംഖّയിൽ െകാ؇് കംേപാസ് െചയ് തതായി എഴുതാം  , എؗാൽ ഒരു ചതുരം എേؚാഴും ഒരു f 
തിക؁ ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ഇത്  എനി്ׯ ഒരു കിണറിന്െറ വർ״മൂലّം നൽകാൻ േപാകുؗു, 
സ്കٔയർ റൂ؂് തിരെ؁ടുؗുׯത് േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് മാْതമാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ എؓാണ്  

എؗത് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അത് എؗ ഫംഗ് ഷൻ ൽ െകാ؇് will have g a- f 
കംേപാസ് െചയ് തത് ആണ് , നി׹ൾ എؗ ഫംഗ് ഷൻ േനാׯിയാൽ, അത് വളെര സ׸ീർ؉മായ ഒരു a g 
ഫംഗ് ഷൻ േപാെലയാണ് കാണെؚടുؗത്, അത് ഒരു മൂലّം എടുുؗുׯ അെ׸بിൽ അതാണ്  ഇത് 
നി׹െള ചില േപായിന്റുകളിൽ യുെട സ്കٔയർ റൂ؂് എടുുؗുׯ, അത് മ്ئ ചില േപായിന്റുകളിൽ 2 b 
െകാ؇് എടുുؗുׯ, ഇത് വളെര സ׸ീർ؉മായ ْപവർ؋നമാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ േകാേآാസിഷൻ b 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ അത് വളെര ലളിതമായിരിുׯം, ചിലേؚാൾ  േകാേآാസിഷൻ കാരّ׹ൾ 
കൂടുതൽ വّװമാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ എؓാണ് േവ؇െത്ؗ വّװമാׯാൻ ْശമിׯാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ആരംഭി׺ത് ഒരു കവലയുെട ഇനിؚറയുؗ യിൽ നിؗാണ് f b 
എؗ കവലയുെട യിൽ അട׹ിയിരിؗുׯത് , അതാണ് ഞ׹ൾ ആ ഉദാഹരണ׹ളിൽ നി്ؗ f 
ക؇തിൽ നി്ؗ ആരംഭി׺ത്. എഫ് ഒؗب എؗതാേണാ ഇേؚാൾ േചാദّം, എؗത് ഒؗാെണ്ؗ f 
കരുതുക എؗത് ശരിയാേണാ, ഒരു കവല യുെട എؗത് യുെട ഒരു കവല യുെട ന് തുലّമാണ്,b f b f f 
വാُവٝ؋ിൽ ഇനിؚറയുؗ ْപُാٝവനകൾ നുأെട ْപُാٝവനകൾ്ׯ തുലّമാണ് ഒ്ؗ , എؗ fir  st b 
കവലയുെട എؗത് ഇന്റർെസക് ഷൻ ര؇ാമേ؋ത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ , മൂؗാമേ؋ത് faf fa fbe fs 
ഏെത׸ിലും ര؇് വّതിരിװ ഗണ׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്, എؗിവ അവّװമാണ് , ആദّേ؋ത് bfa , fb 

കവലയുെട ആണ്, യുെട ആണ് ന്െറ െസׯന്റ് ഒ്ؗ െകാ؇ുت കവല എഫ് ആണ് f f a f f b 
ഏെത׸ിലും ര؇് ഡിേസായിന്റ് െസുئകൾ്ׯ മൂؗിെലാ്ؗ ഒ്ؗ, ന്െറ ന്െറ എؗിവയുെട a a, f b bf 
വّതّസ് തമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ْപُാٝവന െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, ഇത് ഒ്ؗ ര؇് സൂചിؚിുؗുׯ 
ഒ്ؗ അതിനാൽ ഒؗാെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗ കാരّ׹ളിൽ നി്ؗ f 
ആരംഭിׯാം എؗ കവല യുെട യുെട ഉت ഒരു കവലയുെട ൽ ഇത് അട׹ിയിരിുؗുׯ, b b f f f 
അതിനാൽ നأൾ െതളിയിേׯ؇ത് ആണ് മെئാരു വഴി ഉൾെؚടു؋ൽ യുെട ഉت ഒരു f b f 
കവലയുെട എؗ കവല എؗ കവലയിൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ രീതിയിൽ f b 
മുേؗാ؂് േപാകാം എؗത് യുെട ഉت ഒരു കവലയുെട ന്െറ ഭാഗമാണ്, അത് എؗത് യുെട y f f f y a f 
യുേടതാെണؗും യുെട യുേടതാെണؗും സൂചിؚിുؗുׯ.  ഇേؚാൾ യുെട ൽ െപടുؗു, ഒരു y b f y a f-
ഇൻ എؗ മൂലകം ഉെ؇്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  മൂലധനം സമാനമായി യുെട രൂപമാണ് , അത് a y y f b 
യുെട യുെട യുേടതാണ്, അത് ഉടനടി സൂചിؚിؗുׯത് മൂലധനം യിൽ നിലവിലു؇്, അതായത് f b b b y
എؗത് യുെട രൂപമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഉتത്, നമു്ׯ ഒരു എؗ മൂലകം ഉ؇് എؗതാണ്  b f in a 
പറയുؗു, യുെട രൂപ؋ിലാെണؗും അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ യിൽ എؗ y a f b b 
മൂലകമുെ؇ؗും അതായത് യുെട രൂപ؋ിലുتതാണ്, അതിനാൽ ന് തുലّമായ y f y fa 
എؓാണുتത് , അത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؓാണ് ഉتത് യുെട യുെട ന് fb f f f 
തുലّമായതിനാൽ എؗത് 1 1 എؗതിന്െറ നിർവചനം അനുസരി്׺ ആണ് ഒ്ؗ എؗതിനാൽ f fa f fb 
ന് തുലّമായ എؗത് ഒരു തുലّമായ െയ സൂചിؚിുؗുׯ, അത് ഒരു കവലയുേടതാണ് ഇതാണ് b b b 
നമു്ׯ മു്آ ഉ؇ായിരുؗ എبാ ഉദാഹരണ׹ളിലും ഇبാ؋ത്. ഉദാഹരണ؋ിന്, സമചതുര؋ിന് x 
തുലّമായ എഫ് എ٧്ع ഇതാണ് ഇبാ؋ത്, ഒؗിന് ഇبായിരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ റിേവٌ٧് അസമതٔം 
െതളിയിׯാൻ കഴി؁ിب, അതിനാൽ ആയ ഒരു കവല യുെട യുെടതാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ fx y b f 
േനാׯാം  അടു؋ തുലّത ഒ്ؗ മൂ്ؗ അർ،മാؗുׯത് ഒരു ഇന്റർെസײന്െറ ന്െറ ന് f f 
തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക യുെട ഉت ഇേؚാൾ എؗിവ ന്െറ വّതിരിװമായ b f rsection a, b x 
ഉപഗണ׹ളായിരിׯെ؂, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ഒരു കവലയുെട ആണ്, യുെട ഒരു കവല b f b f 
ന്െറ ന് തുലّമാണ് , ഇത് എبാ ഉപഗണ׹ൾുׯം ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯത് ഇതാണ്  f a, b a, b 
എؗിവ ന്െറ ഏെത׸ിലും ര؇് വിഭജന ഉപഗണ׹ളാണ്, അത് ഒരു കവല ആണ്, ഇേؚാൾ നأൾ x b 
ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നിർവചി׺ രീതിയിൽ ആണ്, ഇത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ നിർവചി׺ിരിؗുׯ രീതിയിൽ mt x- 
ൽ നി്ؗ ശൂനّമبാ؋ െസ്ئ യിേലتുׯ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ കൺെവൻഷൻ ْപകാരം y-
നأൾ എേؚാഴും തിരെ؁ടുؗുׯത് അതാണ് ഒരു ശൂനّമായ െസئിന്െറ ചിْതം ശൂനّമാണ്, അതിനാൽ
ഇത് കൺെവൻഷൻ ْപകാരമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ആകാൻ േപാകുؗ ഒരു കവല യുെട ഒരു mt f b f 
ശൂനّമായ െസ്ئ മാْതമായിരിുׯം, എؗാൽ ഒരു കവലയുെട എؗ നുأെട അനുമാനം b f 
ആയിരിുׯം. യുെട ഉت ഒരു കവല നുأെട അനുമാനമനുസരി്׺ ശൂനّമാണ് എؗ കവലയുെട b f b f 
ആണ്, അതാണ് നأൾ കാണിു׺ തؗത്, ഉം ഉം ഈ ര؇് െസുئകളും വّതّസ് തമാെണ്ؗ പറ؁ു,fa fb 
ഇനി നമു്ׯ മൂؗാമെ؋ തുലّത െതളിയിׯാം മൂ്ؗ അർ،മാؗുׯത് ര؇് എഫ് എടുുؗുׯ എ്ؗ 
കരുതുക ര؇് വിഭജന ഗണ׹ൾ സ׽ീകരിുؗുׯ, അേؚാൾ നأൾ കാണിേׯ؇ത് s disjoin f 
ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ േകാമ ര؇് ഗണ؋ിൽ െപടെ؂  നമു്ׯ കാണിേׯ؇ത് ഒؗാണ്, ഒ്ؗ x x x x 
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ര؇ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ ര؇് എഫ് ഒؗിന്െറ ര؇ിന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക , x x 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ന് തുലّമെ്ؗب നമു്ׯ അനുമാനിׯാം. അത് എഫ് അ1 1 ب ശരിയാണ്, എഫ് 1 x x 2 
അ1 1 ب അب, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഒരു ൈവരുّؑം ഉ؇ാുׯം, നമുتുׯത് എ׹െന ഒരു ൈവരുّؑം 
ഉ؇ാׯാം , ര؇് മൂലക׹ൾ ഒ്ؗ, ര؇് എؗി׹െന ര؇് വّതُّ ٝഘടക׹ൾ ര؇് എؗാൽ ന്െറ x x f 

ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമب , ഈ ര؇് സിംഗിൾ പ്؋ െസുئകൾ x x x x 
സിംഗിൾ؂ൺ ഒ്ؗ , സിംഗിൾ؂ൺ ര؇് എؗിവ വിേയാജിؚാെണ്ؗ ഉടനടി പറയുؗു, എؗാൽ x x 
അേؚാൾ ഞ׹ളുെട അനുമാനം പറയുؗു, എഫ് വിേയാജി്ؚ ഗണ׹െള വിഭജിؗുׯതിന് എടുുؗുׯ 
സിംഗിൾടൺ ഒؗിന്െറ എؗത് സിംഗിൾടൺ ര؇ിന്െറ ന് തുലّമെ്ؗب സൂചിؚിؗുׯ x f x f 
െസുئകൾ, അതായത് െസ്ئ കൃതّമായി ഒؗിന്െറ ആണ്, ഇത് ര؇ിന്െറ എഫ് െസئിന് thi  s x f x 
സമാനമب, ഞ׹ൾ കാണി׺ത് , ഒؗിന്െറ അടؗു׹ െസുئം ന്െറ സിംഗിൾടൺ അടؗു׹ x f x2 f 
ഗണവും ഇവ ര؇ും ഒؗب ഒؗിന്െറ ര؇ിന്െറ ന് തുലّമെ്ؗب ഉടനടി സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് x f x f 
ഒരു ൈവരുّؑമാണ്, അതിനാൽ ഒേؗാ അെ׸بിൽ ഒരു ഇൻജക് ئീവ് ഫംഗ് ഷേനാ ആണ്, ഇേؚാൾ f 
നമു്ׯ ഒؗിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ സٔഭാവരൂപീകരണം നൽകാം . പിെؗ ഒ്ؗ , എؗതിൽ b to b fs b 
നി്ؗ എؗ ഫംഗ് ഷൻ നിലവിലുെ؇׸ിൽ , ഉപേയാഗി്׺ ആദّം ഒരു എؗത് ഒരു ഐഡന്റിئി g f g 
ഫംഗ് ഷൻ മാْതമായിരിുׯം , ര؇ാമെ؋ എؗത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ്. എؗതിന്, ഉപേയാഗി്׺ g g b f 
രചിׯെؚ؂ എؗത് ഒരു ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനായി ْപവർ؋ിׯണം , ഇതാണ് ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ g 
ആْഗഹി׺ത് , ഇത് െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, നമു്ׯ മുേؗാت؂ു സൂചന േനാׯാം, എؗത് f 
നി׹ളുേടതായ ഒؗാണ് എ്ؗ കരുതുക . ഇേؚാൾ നأൾ ഉത്പാദിؚിേׯ؇ ഒؗാണ് മുതൽ b a 
വെരയുت ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ നؗായി നിർവചിുׯക നമു്ׯ ഒര؋്ئ ഒരു ഡയْഗം ah 
വരാം, ഇത് ഇതാണ് നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ , നാല് ഉ؇് , വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് x y 
എ്ؗ വിളിׯാം. അ؀് അതിനാൽ നി׹ളുെട പׯലുتത് ഒ്ؗ ര؇ായി മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ, 
ഒؗിേല്ׯ മാ്ؚ െചയ് ത് അ؀ിേല്ׯ മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ, നാല് മൂؗിേല്ׯ മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ 
ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഫംഗ് ഷൻ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഉദാഹരണം നുأെട 
മാതൃകയായി നിലനിർ؋ാം , തുടർ്ؗ നിർവചിׯാൻ ْശമിׯാം  ഈ ഇേؚാൾ ൽ നി്ؗ േല്ׯ g b- a- g 
ആകും, ഇേؚാൾ ന്െറ താെഴയുت ആയിരിുׯം, നി׹ൾ ഈ ഉദാഹരണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, b- g 

ൽ ഒരാളുെട സٔാഭാവിക േചായ് സ് െവറും ര؇് ആയിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ ര؇ിന് അത് മൂؗിന്y-
ഒ്ؗ ആയിരിുׯം  നാല് ആണ് , 5 ന് ഇത് 3 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിെന എؗത് യുെട a if b a f 
രൂപമാെണ്ؗ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ, അ؀്, എؗീ മൂലക׹ൾ y 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമുتുׯ ഉദാഹരണ؋ിൽ ഇവെയبാം േപാകുؗു. ഇവെയبാം ന്െറ x 
മൂലക׹ളുെട ചിْത׹ൾ മാْതമാണ് , അതിനാൽ അവേശഷിؗുׯ ഒേരെയാരു കാരّ؋ിന് ഇത് 
അർ،വ؋ാണ് 4 ആണ് നമു്ׯ ആവശّമുتത് ന്െറ ഒരു മൂലകമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ x 
ഏെത׸ിലും ഘടകവും പിؗീട് ന്െറ ഏെത׸ിലും ഘടകവും ശരിയാׯാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ അതിെന x 
ഏകപײീയമായി നിർവചിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അതിെന ഒരു ഡാഷായി നിർവചിׯാം അെ׸بിൽ
പരിധിയിൽ ഇبാ؋ ഒരു ഘടകം ശരിയാׯാം. ആ ഘടക؋ിന് േവ؇ി നമു്ׯ ഒരു ഏകപײീയമായ 
ഒരു ഘടകം തിരെ؁ടുׯാം, എؗി؂് ആ ബി ഈ ഡാഷിേല്ׯ മാ്ؚ െചإാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ഡാഷ് 
എؗത് നأൾ തിരെ؁ടുؗുׯ തിരെ؁ടുؚാണ്, അത് ഒരാളുെട സٔؓം തിരെ؁ടുؚിെന 
ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് കാരّ׹ൾ ശരിയാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇തു؇്.  

എؗത് ര؇ിലാണ്, മെئാ്ؗ എؗത് ഉപേയാഗി്׺ രചി׺ ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ്  , യുെട g g f g 
നിർവചനം േനാׯിയാൽ, യുെട നിർവചനം അനുസരി്׺, യിൽ യിൽ ഉപേയാഗി്׺ നിർأി׺ g f b f 
ആദّെ؋ എؗത് െതളിയിׯാം.  ഇനിؚറയുؗവ എന്െറ ബി ഒരു മാؚിന്െറ എഫ് g 
രൂപ؋ിലാകുേآാെഴبാം ഇേؚാൾ എനി്ׯ യുെട ഒരു ഘടകം ഉ؇് അതിനാൽ ഇത് േല്ׯ േപാകും, ◌്a e 
ഒ   ◌ു മൂലّനിർ؉യ؋ിെല ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ്, ഇ   ◌ാണ് ര   ◌്ടാമേ؋ത് തുടർ׺യായി എനി്ׯ വ
  ؇ത്  ഒരു മൂലധനം ന്െറ ഭാഗമാകാൻ എؗതിന് ഒരു മൂലകം ഉത്പാദിؚിേׯ؇ി വരും  AI- g b 
കّാപിئലിൽ അെ׸بിൽ മൂലധന؋ിൽ യുെട ആണ്, എؗാൽ എനി്ׯ y b b g a a in af 
ഉتേؚാെഴبാം യുെട നിർവചനം ْപകാരം േല്ׯ മാ്ؚ െചുإം , അതിനാൽ ഞാൻ g a b 
തിരെ؁ടുׯെ؂, അതിനാൽ ന്െറ ആയി തിരെ؁ടുׯെ؂ യുെട എؗത് യുെട b a f b b g a f 
യുെട ആയിരിുׯം, അത് കൃതّം എഫ് ആണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ വിപരീത ഭാഗം അെ׸بിൽ വിപരീത g 
ഭാഗം െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം,  മുതൽ യിൽ നി്ؗ രചി׺ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ വെര ഉെ؇്ؗ കരുതുക. b g g 
ഒരു ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ് ഞാൻ കാണിേׯ؇ത്, എഫ് ഒؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ നിർവചനം 
പരിേശാധിׯാൻ ْശമിׯാം, ര؇ിന്െറ എഫ് എؗതിന് തുലّമാണ് എഫ ്എؗതിന് തുലّമായ എഫ് 
നി׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് .  ഒരു ര؇് നമു്ׯ കാണിേׯ؇ത് ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ 
ഒؗിന്െറ എഫ് ര؇ിന്െറ എഫ് ന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ അറി؁ുകഴി؁ാൽ, അത് ര؇ിന്െറ ജി 
എഫ് ഒؗിന്െറ ജി എഫ് ന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ. ഇനിؚറയുؗ േകാേآാസി്ئ ഒؗിൽ g f 
എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ്, ര؇ിൽ ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് െചയ ്തതിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ e f g 
നമു്ׯ അറിയാവുؗത് കേآാസ് െചയ ്ത എؗത് കൃതّമായതാണ് ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷൻ, ഒരു  ന് g f 2
തുലّമായ 1, 
അ׹െന എؗത് ഇേؚാൾ സമാനമായ ഒരു േചാദّം ഉയർؗുവരുؗു, ഫംഗ് ഷനുകൾ്ׯ സമാനമായ f 
സٔഭാവം ഉേ؇ാ , വാُവٝ؋ിൽ ഉ؋രം അെത എؗതിനാൽ എؗതിൽ നി്ؗ േല്ׯ f b 
അനുവദിുׯക ൽ നി്ؗ  എؗ ഫംഗ് ഷൻ നിലവിലുെ؇׸ിൽ മാْതം, ഉപേയാഗി്׺ ആദّം fs on if- f g 
ഘടിؚി׺ത് െല ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ് , ര؇ാമെ؋ ഒ്ؗ ആണ്, b- g 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ വൺ വൺ ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ ൽ നിؗുت അനുബؖ ഫംഗ് ഷൻ േപാകുؗു g-
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നി׹ൾ്ׯ മുതൽ വെര ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ , മുതൽ വെരയുت അനുബؖ a b onto b a 
ഫംഗ് ഷൻ ഒؗായിരിുׯം, നമു്ׯ ഇതിന്െറ െതളിവ് േനാׯാം, നമു്ׯ വീ؇ും േനാׯാം സമാനമായ ah 
ഒ്ؗ ഒരു ഭാഗ؋ിനുت ഡയْഗം ഞാൻ ഇതിെന ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല്, അ؀് എ്ؗ വിളിׯെ؂, മറുവശ്؋ 
ഇത് എനി്ׯ നؗായി നൽകെ؂, എനി്ׯ ഒരു ലളിതമായ െസ്ئ നൽകെ؂, 
അ׹െന കാരّ׹ൾ വّװമാകും ഒ്ؗ മാ്ؚ െചᅃٝ ്ഒ്ؗ ര؇ിേല്ׯ മാ്ؚ െചുؗുإ  ര؇് മൂ്ؗ മാ്ؚ 
െചയ് തിരിുؗുׯ ഒ്ؗ േഫാർ മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ  ര؇്, അ؀് എؗിവയും ര؇ായി മാ്ؚ o 
െചയ് തിരിുؗുׯ, ഇതാണ് ഫംഗ് ഷനുകൾ, നി׹ളുെട പׯലുتത് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആണ്, അതിനാൽ 
േഫാർേവഡ് ഇം؛ിക് ഷൻ എؗതിേല്ׯ ആെണ്ؗ കരുതുക, എനി്ׯ മുതൽ വെരയുت ഒരു f b a 
ഫംഗ്ഷൻ നിർവചിേׯ؇ിവരും, അതിനാൽ ഓേരാؗിനും ആദّം ഇനിؚറയുؗവ നിരീײിുׯക. g 

ൽ, ഒരു െസ്ئ എؗത് ഒരു െസ്ئ എ്ؗ നിർവചിׯാം.   െല ഒരു അദٔിതീയമായ b- ab ab a ab- a , 
അതിനാൽ ഇത് എؗ ഘടകെ؋ ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ആെണ്ؗ ഞാൻ എഴുതെ؂, b ab 
അതിനാൽ ഇത് െസئിൽ നിؗുتതാെണ്ؗ പറയുؗു, അതായത് എന്െറ േകാഡിെല ഓേരാ നും ab b-
ഞാൻ ഒരു ഘടകം തിരെ؁ടുു؋. എؗ െസئിൽ നി്ؗ ഇേؚാൾ എؗത് യിൽ നി്ؗ യുെട a gg b a g g
യുെട േല്ׯ എ׹െന നിർവചിׯാെമ്ؗ വّװമാണ് ഈ േചായ് സ് എبായ് േؚാഴും നിലവിലു؇് ab 
അ؋ര؋ിലുت ഒരു േചായ് സ് എبായ് േؚാഴും നിലനിൽുؗുׯ, കാരണം -ൽ ഉتതിനാൽ നأൾ g 2
ഒ്ؗ തിരെ؁ടുׯണം എؗതാണ്.  ഈ ഓേരാ െസുئകളിൽ നിؗുമുت ഘടകം അതിനാൽ ഇത് ab 
നിർവചിു׺കഴി؁ാൽ നأൾ െചേإ؇ത് ആ േഷായാണ് ഉപേയാഗി്׺ രചി׺ ആദّെ؋ കാരّം g f 

െല ഐഡന്റിئിയാണ് , ര؇ാമേ؋ത് ആണ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ നؗായി പരിേശാധിׯാം ആദّം നമു്ׯ b- g f 
കേآാസ് െചയ ്ത എ്ؗ േനാׯാം, അത് ന്െറ യുെട ആെണ׸ിലും അബാബ് ആണ് സ്േമാൾ g b g f gb 
എബി ഇത് െസ്ئ കّാപിئലിൽ നിؗാണ് വരുؗത് കّാപിئൽ എؗത് െസ്ئ കّാപിئലിന്െറ എبാ ab ab 
ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت, അവ എؗ ഘടക؋ിേല്ׯ മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ , ഈ െചറിയ എؗb a 
േചായ് സ് ഇത് േചായ് സുകളിെലാؗാണ്, ഞ׹ൾ ഒരു അദٔിതീയമാണ് ഉ؇ാׯിയിരിؗുׯത് 
ശരിയായതും ആ െസئിൽ നി്ؗ തിരെ؁ടുؗുׯതും ആയതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ തരാൻ േപാകുؗു, b 
അതായത് ര؇ാമേ؋ത് ഞ׹ൾ ആْഗഹി׺ത് , ഒ്ؗ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പരിേശാധിേׯ؇തു؇് , g b 
യുെട ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ ന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക. ന്െറ യുെട ൽ ْപേയാഗിׯാം, അത് g p g b- g f- f 

ന്െറ ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അത് ൽ കേآാസ് െചയ ്തത്, ൽ ൽ കേآാസ് െചയ ്തതിന് b- g- f- f- g b- f- g 
തുലّമാണ്, ന് ൽ കേآാസ് െചുؗുإ. ര؇് f- b- g 
അ׹െന എؗത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ഒരു ഓൺ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, സംഭാഷണ ഭാഗം െതളിയിׯാം ഒരു g e 
ഫംഗ് ഷൻ എؗതിൽ നി്ؗ എؗതിേലتുׯ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് g f g f 
െചയ് തിരിؗുׯ ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ് , എؗത് ൽ െന അനുവദിؗുׯതാെണ്ؗ നമു്ׯ g bi- b-
കാണിേׯ؇ി വരും , ന്െറ ആണ് .  ഏئവും നب േചായ് സ് എെؗ യുെട ആയി a b b g 
തിരെ؁ടുׯെ؂, അേؚാൾ നമു്ׯ ഉتത്, ഞാൻ ന്െറ ആെണ്ؗ കാണിേׯ؇ി വരും, അതിനാൽ a b 

ന്െറ ന്െറ യുെട ആകാൻ േപാകുകയാണ്, അത് യുെട ആണ്. എؗാൽ എؗത് f f g f g f at v f g 
ഉപേയാഗി്׺ കേآാസ് െചᅃٝ ഐഡന്റിئി ഫംഗ് ഷനാണ് , അത് കൃതّമായി ആയതിനാൽ ഓണാണ്, b f 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؇ായിരുؗ ര؇് സٔഭാവസവിേശഷതകൾ ഇവയാണ് ഒ്ؗ ഓൺേടാ ഫംഗ് ഷന്െറ 
അടിرാന؋ിൽ ഒؗിന്െറ സവിേശഷത , മെئാ്ؗ സٔഭാവരൂപീകരണം വൺ വൺ ഫംഗ് ഷന്െറ 
അടിرാന؋ിൽ ഒരു ഓൺടു ഫംഗ് ഷൻ, ഇത് നിർ؋െ؂, നി׹ൾെبׯാവർുׯം നؕി 
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