
 Ѿাগত ছাϏেদর সѕেকκর চূড়াо বক্তৃতায় Ѿাগত জানাই
 তাই পিরেশেষ আমরা আজেক চেলিছ আমােদর ফাংশন সѕেকκ আরও িকছΦ  Νজিনস έদখেত হেব আেগর বক্তৃতায় আমরা 
িকছΦ  িকছΦ  তথҝ έদেখিছলাম যা িকছΦ  িনিদκѭ তথҝ িহসােব পিরিচত έযমন ίবিশѭҝვিলর মেতা  ফাংশেনর ίবিশѭҝვিল কীভােব 
তারা έছদ এবং ইউিনয়নვিলেত কীভােব আচরণ কের আজ আসুন আমরা পিরপূরেকর উপর ফাংশনΜট কীভােব আচরণ 
কের তা িনেয় έনওয়া যাক এখন ধ჈ন আপনার কােছ έসট έথেক έসট পয κо একΜট ফাংশন আেছx y 
 তাই যিদ এর একΜট উপেসট আপিন যিদ এর একΜট সাবেসট আেছ এখন ϕѨ হল িনেচর ধারণΜট িক সতҝ হেলা আসুন x x 
আমরা একΜট সাধারণ িদেক তাকাই
 তাই সবেচেয় έবিশ ΝজিনসΜট হল আমরা যা έচেয়িছলাম তা হল িবেয়াগ এর একΜট এΜট িক িবেয়াগ এর x a f fx fa 
মতই িনেচর সমতাΜটেক সতҝ ধের রােখ এখন আমরা এΜট έবাঝার έচѭা করার আেগ আমােদর একΜট উদাহরণ έদখার έচѭা 
ক჈ন আপিন মানিচϏ বা একΜট ফাংশন িবেয়াগ চার έথেক বҝবধান িবেয়াগ চার έথেক চার έথেক еারা ϕদЫ f f r fx 
সমান বগ κেϠেϏর এই ফাংশনΜট έদখুন এখন একΜট িনব κাচন ক჈ন  έখালা 0 বс 4 িহসােব।x 
 এখন এখােন আপিন যিদ িবেয়াগ এর পিরপূরক লϠҝ কেরন তেব এΜট শূেনҝর কাছাকািছ έথেক িবেয়াগ চােরর x a in x 
কাছাকািছ হেব এবং আপিন যিদ έদেখন তেব এΜট শূনҝ έথেক শূেনҝর কাছাকািছ।fx 
  έষাল ভাল এর έখালা শূনҝ έথেক έষালΜটর কাছাকািছ আপনার কােছ এখন পুেরা Νজিনস আেছ যিদ আপিন f a- fx 
িবেয়াগ তাকান তেব এΜট Μঠক িসেДলটন শূনҝ অনҝিদেক যিদ έকউ িবেয়াগ এর গণনা করার έচѭা কের তেব fa x a f 
এΜট হেত চেলেছ শূেনҝর কাছাকািছ দুই έথেক έষাল-এর কাছাকািছ আমরা এখােন যা লϠҝ কেরিছ তা হল িবেয়াগ fx fea 
সΜঠকভােব িবেয়াগ এর এ রেয়েছ যা আমরা এই উদাহরেণর মাধҝেম লϠҝ কেরিছ এখন িনєিলিখত ϕѨΜট হল এΜটx a f- 
িক সব κদা সতҝ?  সমѷ ফাংশন f
 তাই এই িবেয়াগ এর মেধҝ রেয়েছ এর িবেয়াগ έথেক έযেকান ফাংশন এর জনҝ ϕকৃতপেϠ fx fa f x a f xy f 
উЫরΜট হҝা ঁ
 তাই আসুন ϕমাণ করার έচѭা কির এΜট এর অоগ κত যা έবাঝায় এর অоগ κত িকᅀ কের y fx minus fe y fx y a 
এর এর অоগ κত নয় এখন আমােদর কােছ এর এর আেছ  এর নীেচ এর িচϏ যা অিবলেї έবাঝায় έয f x f y f x 
মূলধন এর একΜট উপাদােন কমপেϠ একΜট রেয়েছ έযমন এখন আকােরর, অনҝিদেক এর এর x x y fx y a f 
অоগ κত নয় যা অিবলেї έবাঝায় έয এখােন έকােনা অΝѷЯ έনই একΜট উপাদান έক এমনভােব কҝাপ ক჈ন έয এর a y a 
আকােরর f
 তাই এই দΜুট িববিৃতΜট έবাঝায় έয এর অоগ κত িকᅀ মূলধেনর অоগ κত নয় এবং আমােদর যা আেছ আমরা মূলধন x x x 

এর একΜট উপাদান ίতির কেরিছ যা একΜট নয় যার ইেমজ এর x a yfx 
এর িবেয়াগ একΜট এইভােব িবেয়াগ এর এর মেধҝ রেয়েছ িবেয়াগ একΜট জিরমানা এখন আসুন আমরা f x fx fa f x 

দΜুট Νজিনস έদিখ έয আমােদর একΜট έছদ িব এর িক িছল এর একΜট έছদ এর এর মেধҝ রেয়েছ  এবং িеতীয় f f f f b 
একΜট িবেয়াগ এর মেধҝ রেয়েছ িবেয়াগ এর এর মেধҝ কী έয একΜট ফাংশেনর অভাব রেয়েছ যােত এই fx fa x a f 
έϠেϏ সমতা ধের রাখা যায় বা আমােদর έত আরও কী দরকার যােত সমতা আসেল ধের রােখ আমরা উদাহরণ িছল έয f-
উদাহরণ তাকান  έয আমােদর কােছ িছল িবেয়াগ έথেক চার έথেক চার পয κо পয κо মҝািপং e r 

সমান έѴায়ার еারা ϕদЫ এই ফাংশনΜট িছল আমােদর সমান বগ κেϠেϏর সমান িকᅀ এেত িক έয অভাব fx x fx x 
রেয়েছ যিদ আপিন এই ফাংশনΜট লϠҝ কেরন দুই সমান এর িবেয়াগ দুই সমান চারΜট আসেল িক έয আমােদর কােছ f fx 
এর সমান িবেয়াগ এΜটই আমােদর কােছf x 
 তাই আসুন এমন একΜট ফাংশন έদখার έচѭা কির যা এইভােব আচরণ কের না
 তাই আসুন ზ჈ কির  সংϡার সােথ আমরা একΜট ফাংশনেক এমনভােব έদখিছ έয যখনই আপিন έকাড মাইেন এমন 
একΜট উপাদান খুেঁজ পান যা έডােমেনর έকােনা উপাদােনর একΜট িচϏ তখন আমােদর যা ϕেয়াজন তা হল έসই এক এবং 
একমাϏ উপাদান যার িচϏΜট έসই িѸর উপাদান।
  সুতরাং আসুন আমরা এΜট িলিখ
 তাই έথেক έথেক পয κо আমরা বিল έয বা যিদ এর এক সমান দুই এর f x y fs one one injective f x x f 
অিবলেї একেক দুই এর সমান έবাঝায় তাহেল আমরা একΜট ফাংশনΜটেক এক িহসােব έѴল কির বা ইনেজকশন x x 
আমােদর একΜট উদাহরণ করা যাক যিদ আমরা পূব κবতλΜট έদিখ  উদাহরণ সমান বগ κেϠϏ তারপর έকানΜট নয় s fx x f 
έযΜট আমরা যা পয κেবϠণ কেরিছ তা এক έথেক এক নয় এখন আরও একΜট উদাহরণ έদখা যাক আসুন έথেক পয κо r r 
একΜট ফাংশন έদিখ যা িকউেবর সমান еারা ϕদЫ এখন এΜট  একΜট ওয়ান ওয়ান ফাংশন এখন έদখাই έয হল x fx f 
একΜট এর একΜট হল এক এর এর এর িকছΦ  এক এবং দুই এর জনҝ এর সংϡা еারা িক έবাঝায় এΜট x f x f f x x f 
έবাঝােব έয এক ঘনেϠϏ দুই এর সমান িকউব এখন দুই পােশ িকউব ჈ট িনΝИ আমােদর কােছ এক িকউব আেছ x x x 
তার িকউব ჈ট 

দুই িকউেবর িকউব ჈ট এখন ওয়ান িকউব এর িকউব ჈ট আপনােক এক έদেব এবং একইভােব আমরা অনҝ িদেকx x x 
দুই আেছ কারণ দুই ঘনেকর ঘনমূল দুই x x x 

 তাই হল একΜট Ѿাভািবক ϕѨ যা একজন এখােন Νজϡাসা করেত চান পূব κবতλ উদাহরেণ έকােনাΜট έনই একΜট বগ κমূল f y 
ধ჈ন উদাহরণѾ჉প আপনার চারΜট আেছ έকন একΜট িনেত পারেবন না  চারΜটর বগ κমূল এবং তারপর বলুন έয ফাংশনΜট 
একΜট িকᅀ যিদ আপিন চােরর বগ κমূল তাহেল আপনার দΜুট মূল আেছ একΜট έযাগ দুই এবং অনҝΜট িবেয়াগ দুইta  ke 
 তাই আপনার চারΜটর দΜুট বগ κমূল আেছ এবং
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 তাই ফাংশনΜট এক নয় έসেϠেϏ 
এর সমান আরও একΜট উদাহরণ έদওয়া যাক 1 2 3 4 এবং 5 এবং আসুন έবেছ έনওয়া যাক িতন চার পাচঁ ছয় সাত x y 

এবং আট এখন সংϡািয়ত করা যাক এই ফাংশনΜট έথেক έথেক পয κо সংϡািয়ত করা যাক সমান ъাস f x y fx x 
ওয়ান দুঃিখত ъাস টΦ  Μঠক আমােদর কােছ যা আেছ  ъাস দুই এখন আসুন আমরা এΜটেক একΜট সিচϏ পдিতেত x x 
উপѸাপন করার έচѭা কির এক দুই িতন চার এবং পাচঁ িতন চার পাচঁ ছয় সাত সাত এবং আট আপনার কােছ এখন এই 
Νজিনসვিল আেছ যিদ আপিন লϠҝ কেরন έয একΜট ফাংশনΜট িতনΜটেত মҝাপ করা হেয়েছ দুΜট চারΜট িতনΜটেত মҝাপ করা 
হেয়েছ পাচঁΜটেত মҝাপ করা হয় চারΜট ছেয় মҝাপ করা হয় এবং অবেশেষ পাচঁΜট সাতΜটেত মҝাপ করা হয় Μঠক এখােন আপিন
লϠҝ করেত পােরন έয 3 4 5 6 έরেПর ϕিতΜট উপাদােনর একΜট অননҝ িϕ-ইেমজ রেয়েছ
 তাই িতনΜটর িϕেমড Μঠক এক এবং έসখােন  এর অনҝ έকান উপাদান έনই যা έদয় এই এর έথেক έথেক িতন x r f ise 
এবং একইভােব চারΜটর জনҝ দুΜট হল একমাϏ িϕ ইেমজ এবং পাচঁΜটর জনҝ িতনΜট হল একমাϏ ϕাক ইেমজ ছয়Μটর জনҝ 
চারΜট একমাϏ িϕেমড এবং সাতΜটর জনҝ পাচঁΜট একমাϏ ϕাক িচϏ
 তাই এইভােব হল একΜট f 
এই ধরেনর উদাহরেণর έϠেϏ έযখােন পিরিѸিত িচΝϏতভােব বণ κনা করা সহজ, এΜট সব κদা ভাল έয আপিন একΜট ডায়াςাম 
আকঁেবন কারণ িচϏ বা এই ধরেনর সিচϏ উপѸাপনা আমােদর বুঝেত সাহাযҝ কের έয একΜট ফাংশন এক িকনা।
  বা না এখন আসুন আমরা আরও একΜট ধারণা έদিখ έথেক পয κо একΜট ফাংশন έক x y f 
অন বা বলা হয় যিদ এর এর έরেПর সমান হয় যখনই এর έডােমন এর surjective f co domin f f co f 
έরেПর সমান হয়  বলুন έয এই ধরেনর একΜট ফাংশন বা এখন আসুন έদখা যাক একই onto surjective well 
ফাংশনΜট έদখা যাক έযΜটেত আমােদর িছল িবেয়াগ চার έথেক চার পয κо পয κо িদেয় έদওয়া হেয়েছ বগ κেϠেϏরf r fx x 
সমান ϕѨΜট হল এবং ফাংশন এখন  আপিন এই এক তাকান যিদ সহ করেবন এই έϠেϏ এর ϕধানΜট 0 έথেক 16 f f 
পয κо হেত চেলেছ এভােব যিদ আিম এমন একΜট উপাদান বাছাই কির যা 0 έথেক 16-এর মেধҝ নয় বা যিদ আিম এমন 
έকােনা উপাদান έবেছ িনই যা ঋণাЮক হয় বা যিদ আিম 16-এর έচেয় বড় έকােনা বাѷব সংখҝা িনব κাচন কির তাহেল িবেয়াগ 
চার έথেক চার পয κо একΜট έনই έয আমােক έসই আসল সংখҝাΜট সΜঠকভােব িদেত যােИx fx 
 তাই 
যিদ এর έথেক কম হয় তাহেল আিম এΜটেক শূনҝ έথেক কম বা এর έচেয় বড় িহসােব িলিখ তাহেল আমরা লϠҝy y y 16 
কেরিছ έয έসখােন আেছ িবেয়াগ চার έথেক চােরর মেধҝ έকােনা িবদҝমান έনই έযমন এর সমান কারণ আমােদর x fx y 
পছেрর এমন έয শূেনҝর কম বা έষালΜটর έচেয় বড়y y y 
 তাই এখনই έনই আমােদর আরও একΜট উদাহরণ έদখা যাক বҝবধান শূনҝ এক έথেক έথেক এই একΜট আমােদর f r f 
এΜটেক শূনҝ এক έথেক অসীম έথেক শূনҝ কমা অসীম িহসােব έদওয়া যাক еারা এেকর সমান এখন এΜট একΜট fx x x 
অনটΦ  ফাংশন যাক শূনҝ কমা ইনিফিনΜটর অоগ κতy 
 তাই এΜট আমােদর সহ έডােমইন  সুতরাং এখন আমরা έকা έডােমইন έথেক একΜট উপাদান িনব κাচন কির  শূনҝ কমা y 
অসীম έথেক একΜট উপাদান ίতির করেত হেব έযমন হল x fx y
 তাই একবার আমরা এΜট έবেছ έনওয়ার পের আমােদর দািব হল এই অসীম বҝবধােন έখালা শূনҝ ওেপন ইনিফিনΜটেত x 
আেছ έযমন এর সমান এখন িকভােব এই উৎপт করা যায় এই িকভােব উৎপт করা যায় এখন ধ჈ন এর fx y y x y 
সমান এর মােন হল еারা এক আমার হেত চেলেছ িকᅀ আমােদর যা έদওয়া হেয়েছ তা হল এই যােত অিবলেї fx x y y 
έবাঝা যায় έয еারা এর সমানx 1 y 
 তাই έবেছ িনন 1 еারা বা এর সমান 1 еারা চয়ন ক჈ন еারা িহসােব চয়ন ক჈ন তারপর যা 1 еারাx y x y x 1 y fx 

তেব আমােদর এর পছр 1 еারা x x y
 তাই এΜট এক еারা যাy 
 তাই হেত চেলেছ এইভােব আমরা έদিখেয়িছ έয έখালা বҝবধান 0 কমা অসীম έথেক έখালা বҝবধান 0 কমা অসীম έথেক 1 f 
বাই এর সমান ফাংশন 0 কমা অসীম একΜট অনটΦ  ফাংশন এখন আসুন ফাংশেনর আরও একΜট ვ჈Яপূণ κ ধারণা έদিখ যা x 
বলা হয়  ফাংশেনর সংিমϜণ ধ჈ন আপনার কােছ έথেক পয κо দুΜট ফাংশন আেছ x y 
এবং একΜট ফাংশন έথেক পয κоg y z 
 তাই έথেক έথেক এবং έথেক έথেক পয κо দুΜট ফাংশন έদওয়া হেয়েছ িদেয় গΜঠত এবং িনেদκিশত f x y g y z f f g 

এর সংিমϜণেক িনє჉প সংϡািয়ত করা হেয়েছg 
 তাই Ѷҝাнাডκ έরােটশন কেѕাΝজট বҝবহার করেব এΜট έডােমন  এই ফাংশনΜটর হেব এবং আমার έকাডΜট হেব g f x z 

еারা কেѕাজ করা এ এর সমান এর সমান এখন ফাংশনვিলর গঠেনর জনҝ িকছΦ  উদাহরণ έদখা যাক g f- x fx 
এখােন έথেক ফাংশনΜট έদখা যাক।

έথেক έদওয়া еারা এর সমান বগ κেϠϏ এবং অনҝ একΜট ফাংশন έথেক έদওয়া হেয়েছ еারা  r r fx x x g r r gx 
িকউেবর সমান, আসুন আমরা গণনা করার έচѭা কির িদেয় গΜঠত এবং এর সােথ গΜঠত িদেয় এ যাx f g g g xf g x 

সংϡা অনুসাের এর যা ঘনেϠেϏর еারা έদওয়া হয় যা ঘনেϠেϏর f gx x f x 
পুেরা বগ κেϠϏ হেত চেলেছ যা Μঠক শΝЅ ছয় অনҝিদেক আপিন যিদ έদেখন এ িদেয় গΜঠত যা এর যা x f x g fx g x 
এর সমান।g 
  বগ κ সমান বগ κেϠϏ পুেরা ঘনেϠϏ যা শΝЅ ছয় আপিন এই έϠেϏ লϠҝ করেত পােরন িদেয় গΜঠত x x t  hat f g 
এর সমান িদেয় িদেয় গΜঠত এখন আসুন আমরা আরও একΜট উদাহরণ έদিখ আপনার কােছ έথেক পয κо έদওয়াg f r r 
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еারা এর সমান এবং έথেক পয κо έদওয়া সমান বগ κেϠϏ এখন আমরা έচѭা কির।fx sin x g r gx x 
 এফ কেѕাজ করার জনҝ এবং িদেয় এফ-এফ কেѕাজ করেল g g 

হেব এর এর হেব এর বগ κেϠেϏর যা বগ κেϠেϏর সাইন হেব অনҝিদেক চলুন িদেয় কেѕাজ g x- g- f x- f x f x g 
করার έচѭা কির।

এখন িদেয় গΜঠত এর হেত চেলেছ যা এর এর সমান যা সাইন বগ κ এর সমান f frtx g fx g sin x g x 
 তাই আমরা এই έϠেϏ যা লϠҝ কেরিছ তা হল িদেয় গΜঠত কেѕাজ এর সমান নয়f g f g 
 তাই  সুতরাং কেѕাΝজশন গণনা করার জনҝ আমরা έয οেম রচনা কির তা খুবই ვ჈Яপূণ κ
 তাই রচনাΜট কমুҝট নাও হেত পাের যা এই উদাহরণ έথেক আমরা লϠҝ কেরিছ έয িদেয় গΜঠত এবং িদেয় গΜঠত f g g f 
এর সমান নাও হেত পাের আসুন আমরা আরও একΜট έদখার έচѭা কির।
 উদাহরণ আসুন 1 2 3 4 এবং 5 এর সমান একΜট সাধারণ উদাহরণ έদিখ িহসােব 0 1 4 9 10 16 20 25 এবং 30 এবং b c 
িহসােব 0 1 2 3 4 5 6 7 আট নয় দশ এগােরা বােরা έতেরা έচৗг έথেক পেনেরা পয κо এখন আসুন এর еারা έদওয়া a f a 
έথেক পয κо ফাংশনΜট έদিখ।b 
 
একΜট বগ κেϠেϏর সমান এবং έথেক পয κо еারা এর বগ κমূল িহসােব έদওয়া হয় যিদ একΜট িনখুতঁ বগ κ হয় b c g b b b 
যখনই এΜট একΜট িনখুতঁ বগ κ হয় এΜটেক এর মূল িহসােব সংϡািয়ত ক჈ন অনҝথায় এর 2 еারা সংϡািয়ত ক჈ন যিদ b b 

না হয়  িনখুতঁ বগ κ যিদ এΜট একΜট িনখুতঁ বগ κ হয় তেব এΜটেক মূল িহসােব সংϡািয়ত ক჈ন যিদ এΜট একΜট িনখুতঁ বগ κ b a 
না হয় তেব এΜটেক 2 еারা িহসােব সংϡািয়ত b 
ক჈ন।

একΜট ফাংশন িহসােব έথেক έথেক এখন এর এখন চলুন এΜটেক িহসােব িলিখ এর সােথ এর  f a c g g f f 
এর সমান যা একΜট বগ κেϠেϏর িহসােব έদওয়া হয় তেব একΜট বগ κ সব κদা একΜট িনখুতঁ িনখুতঁ বগ κ এবংg g 

 তাই এΜট আমােক একΜট ভাল বগ κমূল িদেত যােИ বগ κমূল পছр ზধুমাϏ ধনাЮক বগ κমূল ডান এবং
 তাই আপিন িক  হল একΜট বগ κেϠেϏর বগ κমূল যা Μঠক একΜট হেত চেলেছ এইভােব িদেয় গΜঠত একΜট will have f 
Μঠক যিদ আপিন ফাংশনΜট έদেখন তেব এΜট একΜট έবশ জΜটল ফাংশেনর মেতা έদখায় যা একΜট মান িনেИ বা έসΜট a g 
হল  যা আপনােক িকছΦ  পেয়েл এর বগ κমূল িনেИ এবং এΜট অনҝ έকােনা পেয়েл 2 еারা িনেয় যােИ অনҝ িকছΦ  b b 
পেয়েлর έসট এΜট έবশ জΜটল ফাংশন িকᅀ আপিন যিদ রচনাΜট έদেখন তেব এΜট কখনও কখনও খুব সহজ হেত চেলেছ 
রচনাΜট Νজিনসვিলেক অেনক έবিশ Ѻѭ কের έতােল এখন আসুন আমরা যা έচেয়িছলাম তা িচিҀত করার έচѭা কির
 তাই আমরা আসেল একΜট έছদ িব-এর িনєিলিখত িদেয় ზ჈ কেরিছ একΜট έছদ িব এর এর মেধҝ রেয়েছ έযখােন f f 
আমরা έসই উদাহরণვিল έথেক যা έদেখিছ তা িদেয় ზ჈ কেরিছ  έয এক নয় এখন ϕѨ হল έয ধ჈ন έয একΜট হল f f 
এটা িক সতҝ έয একΜট έছদ িব এর এবং এর έছদ এর এর সমান ϕকৃতপেϠ িনєিলিখত িববিৃতვিল সমতΦ লҝ f b f f 
আমােদর িববিৃতვিল কী? এক হল έয একΜট έছদ িব-এর হল έছেদর সমান িеতীয় একΜট একΜট st faf fa fbe fs 
এক এবং তৃতীয় একΜট έযেকান দুΜট িবΝИт έসেটর জনҝ এবং এবং হল ϕথমΜট একΜট έছদ িব a bfa fb disjoint 
এর হল এর এর সমান এর এর সােথ έছদ িеতীয় এক হল হল এক এক তৃতীয়াংশ έয έকােনা দΜুটর জনҝ f a f b- f- f 
একΜট িবΝИт έসট এবং এর এবং এর এর সংেযাগ িবΝИт জিরমানা এখন আসুন এই িববিৃতΜট ϕমাণ করার a bf a b f 
έচѭা করা যাক এখন আমরা এΜট ϕমাণ করার έচѭা কির έয একΜট দΜুট έবাঝায় এক।

 তাই ধ჈ন έয একΜট হলf 
 তাই আসুন আমরা যা জািন তা িদেয় ზ჈ করা যাক আমরা জািন έয একΜট 
έছদΜটর এΜট এর এর সােথ একΜট έছদΜটর এর মেধҝ রেয়েছf b f f 
 তাই আমােদর যা ϕমাণ করেত হেব তা হল অনҝ উপােয় অоভΦ κΝЅ যা এর এর সােথ একΜট έছদ একΜট এর f b f b f 
এর মেধҝ রেয়েছ
 তাই আসুন আমরা এইভােব এিগেয় যাই এর এর সােথ একΜট έছদ এর অоগ κত যা অিবলেї έবাঝায় έয এর y f f y a f
এর অоগ κত এবং এর এর অоগ κত এখন একΜট এর এর অоগ κত έবাঝায় έসখােন একΜট উপাদান রেয়েছ  y b f y f 
কҝািপটাল এমন έয হল ফেম κর অন჉ুপভােব এর এর অоগ κত যা অিবলেї έবাঝায় έয মূলধন έত a y f f y b f b b 
আেছ έযমন হল এর ফম κ এখন আমােদর কােছ যা আেছ তা হল আমােদর একΜট উপাদান আেছ  বেল έয হলy b f a y 

এর ফম κ এবং একইভােব আমােদর এ একΜট উপাদান আেছ έয হল এর ফম κa f b y b f 
 তাই আমােদর কােছ এর সমান আেছ যা এর সমানy fa fb 
 তাই আমােদর যা আেছ তা হল এর এর এর সমান έযেহতΦ  হল এক এর সংϡা অনুসাের 1 1 সমান এর b f f f fa fb 
অথ κ 
হল এর সমান যা একΜট έছদ িবেИেদর অоগ κত এΜট এমন একΜট যা আমােদর আেগ έয সমѷ উদাহরণ িছল তার b a b 
অভাব িছল উদাহরণѾ჉প, বগ κেϠেϏর সমান এΜট একΜট যার অভাব িছল একΜটর অভাব িছল যােত আমরা ϕমাণ x fx 
করেত পাির না έয আমরা িবপরীত অসমতা ϕমাণ করেত পািরিন
 তাই যা y fx 
একΜট έছদ এর এর অоগ κত এখন আসুন έদিখ  পরবতλ সমতΦ লҝ একΜট িতনΜট έবাঝায় ধ჈ন έয একΜট έছদΜটর b f f 
একΜট এর এর সমান এর এর সােথ এখন এবং এর িডসেজл সাবেসট হেত িদনinte f b f rsection a b x 
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 তাই আমােদর কােছ যা আেছ তা হল একΜট έছদ িব এর এর এর সমান এর একΜট έছদ এর সমান এই এবং f f b f a b
এখন আমােদর যা έদওয়া হেয়েছ তা হল  এবং হল এর έযেকান দুΜট িডসজেয়л সাবেসট যা একΜট ইлারেসকশন a b x b
এখন έযভােব আমরা একΜট ফাংশনেক সংϡািয়ত কেরিছ এΜট একΜট ফাংশন একΜট অ-খািল έসট έথেক একΜট mt x 
অ-খািল έসট পয κоy 
 তাই িনয়ম অনুসাের আমরা সব κদা যা έবেছ িনই তা হল একΜট খািল έসেটর িচϏΜট খািল
 তাই এΜট িনয়ম অনুসাের এবং
 তাই একΜট έছদ িব এর যা এর হেত চেলেছ তা έকবল একΜট খািল έসট হেত চেলেছ তেব আমােদর অনুমান еারা f mt f 
একΜট έছদ িব এর হেত চেলেছ এর এর সােথ একΜট έছদ যা আমােদর অনুমান অনুসাের হেত চেলেছ একΜট έছদ িবf b f 
এর যা খািল যা আমরা έদিখেয়িছ έয এবং এই দুΜট έসট f fa fb 
িবΝИт হেয়েছ এই দΜুট বেল এখন তৃতীয় সমতা ϕমাণ করা যাক িতন έবাঝায় দুই ধ჈ন έয চ ধ჈ন ধ჈ন έয চ ধ჈ন  s 

έসট দΜুট έসট তারপর আমােদর যা έদখােত হেব তা হল একΜট একΜটdisjoin disjoint f 
 তাই এক কমা দΜুট έসট এর অоগ κত ধ჈ন দুইΜটর এর এর এর সমানx x x x x f f f 
 তাই έদখােনার জনҝ  একΜট হল যা আমােদর έদখােত হেব তা হল এক দুই এর সমান এখন ধ჈ন আপনার কােছ f x x 
এই দুΜট এর এক দুই এর এর সমানf x x f 
 তাই আসুন এর িবপরীেত ধের িনই έয এক এর সমান নয় έযΜট হল 1 1 নয় Μঠক আমরা যা ধের িনেয়িছ তা হল x x 2 f f
1 1 নয় এখন আমরা একΜট еϵ ίতির করব কীভােব একΜট еϵ ίতির করব 
আমােদর যা আেছ তা হল দΜুট উপাদান পৃথক উপাদান এক এবং দΜুট যা এক এবং দুই িকᅀ এর এক x x x x  x f x 
সমান দুই এর সমানx 
 তাই এক দুই এর সমান নয় έয অিবলেї বেল έয এই দΜুট একক দশ έসট িসেДলটন এক এবং িসেДলটন দΜুট x x x x 
িবΝИт িকᅀ আমােদর অনুমান বেল έয িডসজেয়л έসটვিলেক িবΝИт করেত έনয় έসট যা έবাঝায় έয িসেДলটন f x 
এক এর িসেДলটন দুই এর এর সমান নয় যার অথ κ িথ  έসটΜট এক এর Μঠক এΜট দুই এর έসট এর f x f s x f x f 
মত নয় যা আমরা έদিখেয়িছ έয এক এর সїিলত έসট এবং এর িসДলটন ধারণকারী έসট এই দΜুট এক নয় x f x2 f 
এবং একই  অিবলেї έবাঝায় έয এক এর দুই এর এর সমান নয় যা একΜট еϵ এইভােব একΜট এক বা একΜট x f x f f 
ইনেজিЄভ ফাংশন এখন পিরেশেষ আসুন আমরা রচনার পিরেϕিϠেত একΜট এক ফাংশেনর একΜট ίবিশѭҝ িদই এবং 
ফাংশনΜটর উপর িদেয় যাক έথেক έথেক একΜট যিদ একΜট ზধুমাϏ যিদ έথেক পয κо একΜট ফাংশন a f  b fs b a 
িবদҝমান থােক যােত িদেয় গΜঠত ϕথম একΜট ზধুমাϏ একΜট έত একΜট আইেডিлΜট ফাংশন হেত চেলেছ এবং িеতীয় f g 

হল একΜট দΜুট আপনার একΜট অনটΦ  ফাংশন έথেক έথেক এমন έয িদেয় গΜঠত একΜট আইেডিлΜট ফাংশন g g b f g 
িহসােব কাজ করেব যা আমরা έচেয়িছলাম এখন আসুন আমরা এΜট ϕমাণ করার έচѭা কির আসুন আমরা সামেনর িনদশ κনΜট
έদিখ, ধ჈ন έয একΜট আপনার কােছ রেয়েছ আপনােক একΜট ফাংশন έদওয়া হেয়েছ এক এখন আমরা িক উত্পাদন f 
করেত হেব একΜট ফাংশন έথেক έথেক g b a
 তাই ভালভােব সংϡািয়ত ক჈ন আমােদর এক ϕােо একΜট ডায়াςাম আেছ ধরা যাক এΜট হল এΜট হল আপনার ah x y 
কােছ একΜট দΜুট িতন এবং চার এবং আবার আপিন এΜটেক এক দুই িতন চার িহসােব কল করেত পােরন পাচঁΜট
 তাই আপনার কােছ যা আেছ তা হল একΜটেক দΜুটেত মҝাপ করা হয় দুইΜট একΜটেত িতনΜট মҝাপ করা হয় পাচঁΜটেত মҝাপ 
করা হয় এবং চারΜট িতনΜটেত মҝাপ করা হয় এই ফাংশনΜট আমরা এখন সংϡািয়ত কেরিছ
 তাই আসুন আমরা এই উদাহরণΜটেক আমােদর মেডল িহসােব রািখ এবং তারপর সংϡািয়ত করার έচѭা কির  এই িক g 
হেত চেলেছ έথেক έত b a g  
হেব  চারΜট এবং 5 এর জনҝ এΜট 3
 তাই আসুন আমরা এΜটেক সংϡািয়ত কির যিদ একΜট আকােরর হয়b f 
 তাই আপিন যিদ উদাহরেণ এক দুই িতন এবং পাচঁ এবং উপাদানვিল έদেখন έয আমােদর Μঠক έসখােনই এইვিল চলেছ y 
এვিল সবই এর উপাদানვিলর িচϏ এবংx 
 তাই এΜট έকবলমাϏ একΜট Νজিনেসর জনҝই έবাঝা যায় যা বাদ έদওয়া হয় 4 হল এর একΜট উপাদানx 
 তাই আসুন আমরা έযেকােনা উপাদান এবং তারপর এর έযেকােনা উপাদানেক Μঠক কির এবং তারপের আমরা এΜটেক x 
িনিব κচাের সংϡািয়ত কির
 তাই আসুন এΜটেক ডҝাশ িহসােব সংϡািয়ত কির অনҝথায় আমােদর একΜট উপাদান Μঠক কির যা পিরসীমার মেধҝ έনই έসই 
উপাদানΜটর জনҝ আসুন আমরা একΜট িনিব κচাের একΜট উপাদান িনব κাচন কির এবং তারপের এΜটেক একΜট ডҝােশর সােথ 
মҝাপ কির যােত এই একΜট ডҝাশΜট আমরা έয পছрΜট ίতির কির এΜট িনেজর পছেрর উপর িনভκর কের
 তাই এখন আমােদর দΜুট Νজিনসেক সতҝ ϕমাণ কের έযেত হেব একΜট হল  দুইΜটর উপর এবং অনҝΜট হল έয িদেয় g f 
গΜঠত হল আইেডিлΜট ফাংশনΜট ভালভােব ϕমাণ করা যাক এর সােথ গΜঠত ϕথম Μট এ এর সংϡা অনুসাের g f- g a b g
এর এর সংϡা যিদ আমরা এর সংϡা έদিখ তাহেল এΜট বেল  িনєিলিখতΜট যখনই আমার একΜট মানিচেϏর f g b f 
আকােরর হয় তখনই আমার কােছ এর a 
একΜট উপাদান থােকf 
 তাই এΜট έত যােব যা একΜট মূলҝায়েনর উপর Μঠক পিরচয় ফাংশনΜট এΜটই আিম চাইিছলাম িеতীয়Μট οমাগত এΜট e- g 
একΜট মূলধন একΜট উপাদান উত্পাদন করেত হেব িদেত έদওয়া হয় έত বা কҝািপটােল έযমন এর ai b y b b b g a 
হয় িকᅀ যখনই আমার কােছ এর থােক এর সংϡা অনুসাের έত মҝাপ করা হেবa a in af g a 
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 তাই আমােক έবেছ িনেত িদনb 
 তাই এর িহসােব έবেছ িনন b f b 

এর হেব এর এর যা Μঠক এইভােব এখন চলুন আমরা িবপরীত অংশ বা িবপরীত অংশ ϕমাণ করার έচѭাb g a f g a f 

কির ধ჈ন 
έথেক পয κо একΜট ফাংশন আেছ যা িদেয় গΜঠত হেয়েছ একΜট আইেডিлΜট ফাংশন হল যা আমােক έদখােত হেব b a f 

έয হল একΜটf 
 তাই আসুন আমরা সংϡাΜট যাচাই করার έচѭা কির ধ჈ন একΜট একΜটর একΜট দΜুটর এর সমান আপনােক έদওয়া f f 
হেয়েছ একΜটর এর সমান  একΜট দΜুট আমােদর যা έদখােত হেব তা হল একΜট একΜট দΜুটর সমান িকᅀ একবার আপিন f 
জানেবন έয একΜট একΜটর একΜট দΜুটর এর সমান যা έবাঝােব έয একΜটর এর সমান একΜট দΜুটর এর সমান f f f g f 
িনেচর কেѕাΝজট έলখার সমান এক সমান িদেয় িদেয় দুই এ কেѕাজ করা যা έবাঝােব িকᅀ আমরা যা জািনg f g f e 
তা হল কেѕাΝজট কেѕাজড পিরচয় ফাংশন যা অিবলেї আমােদর বলেব έয একΜট 1 সমান একΜট 2 g f exac tly 
এইভােব এখন একΜট অন჉ুপ ϕѨ উЬািপত হয় έয ফাংশন সљুেখর জনҝ একΜট অন჉ুপ ίবিশѭҝ আেছ িক আসেল উЫরf 
হল হҝা ঁ
 তাই έথেক έথেক έত চলুন এর উপর যিদ এবং ზধুমাϏ যিদ έথেক পয κо একΜট ফাংশন থােক έযখােন f a b fs b a g
িদেয় গΜঠত ϕথম একΜট হল এর আইেডিлΜট ফাংশন এবং িеতীয় হল একΜটf b- g 
 তাই যিদ আপনার একΜট ওয়ান ওয়ান ফাংশন থােক তাহেল έথেক সংিѫѭ ফাংশনΜট যােИ হেত হেব এবং যিদ g onto 
আপনার একΜট অনটΦ  ফাংশন থােক έথেক έথেক তাহেল অনু჉প ফাংশন έথেক έথেক হেত চেলেছ এক f a b g b a 
এক জিরমানা আসুন আমরা এর ϕমাণ έদিখ আসুন আমরা আবার έদিখ একΜট অন჉ুপ আেছ এক অংেশর ডায়াςােম ah 
আিম এΜটেক একΜট দুই িতন চার এবং পাচঁ িহসােব কল কির এবং এখন অনҝ িদেক আমার কােছ এΜট একΜট ভাল আেছ 
আমােক একΜট সাধারণ έসট িদেত িদন যােত Νজিনসვিল পিরѬার হেয় যায় έয একΜটেক এক দΜুটেত মҝাপ করা হেয়েছ  দুই 
িতন এক চার মҝাপ করা হয় মҝাপ করা হয়  দুই এবং পাচঁΜটও দΜুটেত মҝাপ করা হেয়েছ এΜট হল ফাংশন এবং int o 
আপনার কােছ যা আেছ তা হল একΜট অনটΦ  ফাংশন
 তাই ফেরায়াডκ ইমিъেকশন ধ჈ন এর উপর আেছ একΜট ফাংশন έথেক έথেক পয κо সংϡািয়ত করেত হেবf i g b a 
 তাই ϕিতΜটর জনҝ ϕথেম এই িনєিলিখতΜট পয κেবϠণ ক჈ন আিম একΜট έসট έক সংϡািয়ত কির έযვিল b in b ab a
έত έযমন হল এখােন যিদ আপিন একΜট উপাদােনর িদেক তাকান তাহেল এই একΜটর এক এবং িতনΜট এবং একΜট f b 
দΜুটেত দΜুট চার এবং পাচঁ থাকেব
 তাই Μঠক ক჈ন 

এর মেধҝ একΜট অননҝ ab- a
 তাই এΜট উপাদান এর উপর িনভκর কেরa b 
 তাই আমােক এটাও িলখেত িদন έয এΜট যােত এΜট বেল έয এΜট έসট έথেক এেসেছ যার মােন আমার έকােড ϕিতΜটab ab 

এর জনҝ আিম একΜট উপাদান έবেছ িনেয়িছ έসট έথেক এখন এটা পিরѬার έয িকভােব έথেক έথেক έক b a gg b a b 
এর সমান িহসােব এর সমান এই পছрΜট সব κদা িবদҝমান থােক এই পছрΜট সব κদা িবদҝমান থােক কারণ এ থােক ab- g 2 
যা করেত হেব তা হল আমােদর একΜট বাছাই করেত হেব  এই ϕিতΜট έসট έথেক উপাদানab 
 তাই একবার আমরা এΜটেক সংϡািয়ত করেল আমােদর যা করেত হেব তা হল έশা  έয ϕথম ΝজিনসΜট িদেয় গΜঠত হয় তাg 
হল এর পিরচয় এবং িеতীয়Μট হল হল একΜট একΜট ভাল কের এেক এেক যাচাই করা যাক ϕথেম চলুন চলুন রিচত b- g f 

έদিখ έয έকােনা এর যা এর িকᅀ হল আবাব  έছাট এΜট έসট কҝািপটাল έথেক আেস কҝািপটাল g b- f b f gb ab ab 
έসট কҝািপটাল এর সমѷ উপাদান িনেয় গΜঠত যা এিলেমেл মҝাপ করা হয় এবং এই έছাট দҝ চেয়সΜট হল ab a b a 

পছেрর মেধҝ একΜট পছেрর একΜট এবং আমরা একΜট অননҝ ίতির কেরিছ পছр সΜঠক এবং έসই έসট έথেক এবং
 তাই এΜট আমােক έদেব যা Μঠক έসই পিরচয় έয িеতীয়Μট আমরা যা έচেয়িছলাম তা হল আমােদর যাচাই করেত হেব έয b g
এক এক ধ჈ন এর সমান দুই এর সমান b p 

এর এর এর উপর ϕেয়াগ করা যাক দুই এর এর এর সমান যার অথ κ হেব কেѕাজ করা έত b g f f b g f f g b 
এক সমান কেѕাজ কের দুই এ িকᅀ কেѕাজ হল পিরচয় ফাংশনf g b f g 
 তাই এক এর সমান  দুই এইভােব হল এক একΜট কনভাস κ অংশ ϕমাণ করা যাক, ধ჈ন একΜট অন আেছ  একΜট b g e 
ফাংশন έথেক έথেক এমন έয হল িদেয় গΜঠত আইেডিлΜট ফাংশন আমােদর έদখােত হেব έয έত έলট করার g b f g b 
জনҝ চালু আেছ একΜট এিলেমл ίতির করেত হেব যােত এর হয় g a f b
 তাই  সেব κাЫম পছр হল আমােক এর িহসােব έবেছ έনওয়া যাক তারপর আমােদর কােছ যা আেছ তা হল আমােক b g a 
έদখােত হেব έয এর হলa b 
 তাই এর যা এর এর হেত চেলেছ যা িদেয় গΜঠত এ িকᅀ হল Νজ িদেয় গΜঠত আইেডিлΜট ফাংশনa f b g f f g v f 
যা Μঠক এভােব চালু আেছb f 
 তাই এই দΜুট কҝােরЄারাইেজশন যা আমােদর িছল একΜট হল একΜট অনটΦ  ফাংশেনর পিরেϕিϠেত একΜট ফাংশেনর 
কҝােরЄারাইেজশন এবং অনҝΜট হল কҝােরЄারাইেজশন  একΜট অনটΦ  ফাংশেনর পিরেϕিϠেত একΜট একΜট ফাংশন এবং 
এর সােথ আিম আপনােক সকলেক ধনҝবাদ জানাই 
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