
 గత తరగ޳࢑ ࡹޒङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచం࠭࠲ ,ݟ ఇߩओ  ࠭࠲ ,࠭ࢡ۫ ߘల ࠙వన߄సంబం ࡹޒఈ తరగ ݡ
ۨవࡍ తరగࡹޒ సࠪనతछ  సంబంధం అࡱߧ ߖవబڜ ݦతफ తరగޒ సంబం߄లߘ అధङ యనం ۯయߕޔࠓऒ ࠭, 
छࡌన తࣄۯ फࡍߪ ࠭࠲ త ߖ ߖߖ޳ ࠭࠲రछ ۨంۧ࠭ ࠱ࣄऴܽࡶࡍ ڡషߤ అߖ ޻రछ చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, 
కएࡅ ߤషࡶࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ రछߖ  చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ݋࣊ ߖࡶ ڴࢁڣ అ࠼ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ߝ a r a
వछߖఉండ ڵ࡯సంబంధం క ޜߖ޳ ݟంߘ ంݟ  , ఆ జంట ఆర न࡛ .࠭ޑࠋۮ ߖఅసࠪనమ ޙ࠼అ ࠪڒ న జతࣄۯ 

అۮ ړ ޴ߝం޴న޴ అం݄ వङ b r b a r   ࠾ࡍమ  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴ఉం   ݞږ ࡹ ࠪڒ క జతࡔޒ x y 
మధङ  వङ ङޑ సం ࣄࠐ సంఖङ  అߝ షరޜޔ ऴߘ ࣒ڒంߖ ݋࣊ ࠪڒ ݟ సओ షदంڴ ऴߖߖ޳ ,࠭ࣃ࢐ a x y , r 
మ޳ۯ ࡍࣃࡗभ ం, ఒక ࡓ ࠪڒంߘݞޙ ݡ ۫࣋ంڕ޶ ఈ ߖ మࢁऱ అߖ ऴࣃ࢐भ ం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  r r 
సంఖङ ࣄࠐ ऒߕࣆ ݞޙ ఒకܽ ࠪڒ ఒకܽ ڴࠈ ݡంࡓ ఒకܽ ڕࠬ బܽदڒ   ޶ంచߧߖఒకܽ క ࠪڒ బܽद ఒకڒ 
మ࠾ࡍ ఒక ࡓ ݞޙ ݡ࠮ ࠪڒంݡ ఒక ڒ ݡ࠮ ݞޙ ڷࡱߕ ࠪڒబܽद అ޴ ఒకܽڴ కࣆߧߖफంࠪڒ  ޴ ఐ޶ 
కߧߖంచ޶ ఎం޶కం݄ ڷࡱߕ ݞޙ ఇߩओ ఒకܽ ఇకए ࠪڒ ݡంࡓ ݡ డ ఉం޴ ఎం޶కం݄ ݞޙ ఒకܽ ࡓంݡ 
ऒߕࣆ ݞޙ ݡంࡓ ࠪڒ ఇకए ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ ఒకܽ ݞޙ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ  డ ࡓ ݞޙంࡓ ݡంࠪڒ ݡ ఐ޶
 ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ఒకܽ ݞޙ ݡంࡓ ࠪڒ ݡ࠮ ݡంࡓ ݞޙ ఒకܽ ࠪڒ ݡ࠮ ఒకܽ ࡍప޶త ݡ࠮  ݞޙ
ఆ߯ ࠪڒ ݡ࠮ ఐࡓ ݞޙ ޶ంݡ ఇߩओ  ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݞޙ ఒకܽ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ڷࡱߕ మనం ݡ
 ݞޙ ఒకܽ ࠼ఉంܼ ࡱࠪڒ ޶ఐ ڕఆ߯ మన ޶ఐ ࠪڒ ڷࡱߕ ݡ࠮ ࠪڒ  ڷࡱߕ ݡంࡓ ݞޙ ݡంࡓ
కएࡅ फ࣋࡯ࢣࡍప ߘ మనం ఈ ఇ࢑ ڷࡱߕ ࡱࠪڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡱࠪڒ ޶ఐ ڷࡱߕ  r th r 
.ࡱڒల࠮

ఇ޴ గమߖంచదగ ठ ఒక ࢑షయం సओ షदంڴ ఉం޴,  en 
జత ఉనऒ ࠪڒ ओߩ డ࡮ऱ  ఒకࡏ గమߖంచవ۪ऐ , అߩओ వङ ݡ  b b ڕహరణ޳ఉ ޴ఉంܿం ݞږ ࠪڒ క జతࡔޒ
ఒక ࡓ ࠪڒంݡ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡓ ڴంࠪڒ ݡ ఒకܽ అ࢑ ޻ధంڴ మࢁऱ త޶పࡍ ఒక ڷࡱߕ ࠪڒ ఉߕऒ  ࠼
మ࠾ࡍ ఒక ڷࡱߕ ࠪڒ అࠪڒ ڷࡱߕ ڼ࡮ ఒకܽ ࡓంݞږ ݢ అ࢑ ޻ధంڴ ఒక ࡓ ࠪڒంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ 
 ࠪڒ ڷࡱߕ ݡంࡓ ࡱࠪڒ ޶ఐ ޶ఐ ࡱࠪڒ ݡంࡓ ݡంࡓ ࡱࠪڒ ݡ࠮ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ ఒకܽ ࠪڒ
ఐࠀ ޶ అࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ .
 r r ߖఅ ߤషࡶࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝబܽद అڒ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ߤషࡶࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝఅ ޴బܽद ఇڒ ڷࡱߕ ࠪڒ  
మనం మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం 2 3 4 5 మړ 6 ࠾ࡍ సࠪనం అం݄ షరޜޔ ऴߘ ࣒ڒంݟ ఆ ࠪڒ r a mn m 

సڴࡍठ ࣋ڵ࠙ ߖफ మన వదभ ఉనऒ  జతలߗऒ ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆ܊࢑భ ߖ అం݄ ࠪڒ  n m ݋࣊ మనం ݡ n m n m 
సओ ߖ షदంڴ ऴࣃ࢐भ ం 1 ࠙గࣃछ మङ ం 1 ڒబܽद ࠬ వదभ ఇࣆڵ࠙ 1 1 1 ޴फంڒ ޴బܽद ࢐సफړߖ࢐ అߖऒ  సంఖङ r ࡱ

ఉంܼڒ ࠼బܽद మనڕ ఉంܿం޴  ఒకܽ జత ۯయబݟం޴  అߗऒ  ఒకܽ ڷࡱߕ ఒకܽ ఐ޶ ఒకܽ ఆࡏ ఇߩओ  ݡ
పకए ݡంࡓ ऒߕޔࢂࢗ ߝ యࡓ , ࡏࢡ۫ ࡏࠬ ߖంݡ ఒకܽ ࢑భ܊ంచࡓ ߗڒ ޶ࡶంࡓ ݡంࣆڵ࠙ ݡफంߗڒ ,޴ అ޴ 
 ݡ࠮ फ࣋ڵ࠙ ߖࡍఆ ߗڒ ޶ంచ܊࢑భ ߖ޶ఐ ޴అ ޴फంࣆڵ࠙ ߖڷࡱߕ ޴అ ߗڒ ޶ంచ܊࢑భ ߘݡ࠮
࢑భ܊ంచ޶  ఒకܽ ࡓ ޳ࡶంߗڒ ݡ అݡ࠮ ޴ ࠙గ࠭޳ࡶ ڷࡱߕ ࡱ ఐ࢑ ߖ޶భ܊ంచ޶ࡶ, బڴࡱ޶ ఆߖࡏ 
࢑భࣆ܊फం޴ మڝ ڷࡱߕ ࠾ࡍసం మనڕ ఒక ڷࡱߕ ࠪڒ ڷࡱߕ ࠪऴత࠲ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ 
 ठڴࡍస ڕࠬ  ఇ࢑ ࡱࠪڒ ࡏఆ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠪڒ ޶ఆࣣ ఐ ݟంచంࠫࣾ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ڕࠬ
ఉనऒ  ࢑షࡱ࠻ ఇ࢑ ఇߩओ ऒߕఉ ݡంࡓ ࠪڒ ఒకܽ ڕࠬ ݡ యߖ గమߖంచంڒ ,ݟబܽद ࠬࡏ గమߖంۧ࡯झ న 
࢑షయం ఏࠫటం݄ ఒకܽ ࡓ ࠪڒంۮ ړ ݡం޴న࢑ అޙ࠼ వङ  r r ޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ ఒకܽ ࠪڒ ݡంࡓ క జతࡔޒ
అ࢑ ޻ధంڕࠬ ڴ ఇ޴ ఉం޴ జత ࡓంࠪڒ ݡ ఆࡏ ఇ޴ ఒక అޙ࠼ వङ r r ࢓ࡶ ࡹ ݡంࡓ ࠪڒ ࡏక జత ఆࡔޒ
ओߩఇ ࠼ޑࠋۮ ߖదڒ షदవ సంబంధం࣏ ޳ࡶ ޶ڒ షद సంబంధంࣆ ޴ߝఅ ࡱ࠻࢑ష ݡంࡓ బܽद ఈڒ  r ݡ
మనం మࡖక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం సࠪనం వరࡓ  ڕంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ మڒ ࠾ࡍङ  e x x ߖ ࡽటߧ
ఎం۪ڕంܼߖ޵ ,ߘ పవ࡛ ࣊ࡹ ݋ ఇ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡶࡍ ߯ ޴షࡅ ߤకए  అߖऒ  ఉపసࠫޔల x r 
సࠫߖޒ ఈ  ऴړం࢑ ޴ధంࡓ ڴంݡ ఉపసࠫࡱޔ ఒక ࠪڒ మࡓ ࠾ࡍంݡ జత ఒకܽ  ࠪڒ 

a r ړ ఉం݄ ࡹݡంࡓ సం ఒకܽڝ ࠾ࡍమ ࡱޔఉపసࠫ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ,޴ఉంܿం ࡹ ޴ఇ ݡంࡓ a1 a2 a1 a2
సంబం߅ంۨనదࠪڒ  ޳ࡶ ߖ  జత ࡹ ఉం݄ అۮ ߖపओ వ۪ऐ యవ۪ऐۯ ࡏబܽद ఒకڒ  a1 ߤట ࡽڵంࣄ  a2 a2 a r 
a ߖఅ ޴ఉం ݞږ ޴ఇ ࡹޓऴ ࠪڒ ݡంࡓ ޒఇతర ఉపసࠫ ࠾ࡍమ ݟంచంߖగమ ߖ࢐ܽ ޴ంړ ߖఉంద ࡹ ݀
మࡖకܽ గమߖంచవ۪ऐ  ࠪڒ ݡంࡓ ߤట ࡽڵంࣄ జత ޴ఇ ,޴ఉం ࡹݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ ݀ ߤట ࡽڵంࣄ ,
.޴फంࣆۨࣇ ߘలڒల࠮ ݡంࡓ ߤట ࡽڵంࣄ
పओۮ ݡ࠮ ࡱࠪڒ ݡంࡓ   ంݟ ఈ జంట ఒక హڕए r r ߩ࢙ࡗమ ߗڒ ޴ంݟయబۯ ݋࣊ ࡹ ڕࠬ 
 ࡱ ݋ం࠱࡯ఎ ݡంࡓ ړޓऴ ࠪڒ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ޶ڒ జంߖ ޴ߝఉండద ޓऴ ࠪڒ ݡంࡓ ࡹ݀ ߤట ࡽڵంࣄ
ఉండࣄ ,ڴంࡽڵ టښ ݀ ߤవలం ࠪऴత࠲ వۨऐ ం޴  ఒక ࠮లకం అం݄ ޴  వङ ࠪڒ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ క జతࡔޒ
ओߩబܽद ఇڒ ޶ڒ బܽद ࣏షदవంڒ ޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ ޴ఇ ݡంࡓ ߤట ࡽڵంࣄ झߜڒ ࡍప޶త ݡ भࡿࢗ ړ दߵ ం ఇంڜకr r 
࢑షߖ࠻ऒ రछߖ  ۨంచߖవछ ంڴ ݋࣊ ߖࡶ ࢁڣ ݟ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ߝ a r 

వछߖఉండ ڴసంబంధం ޻కߖ޳ ݟంߘ ంࠪڒ ࡹ ݟ అߝ జత ۮ ړం޴న޴ అޙ࠼ a r a r 
झړऱ߾ࡍ ࢟ అߖ అంܼ࠭, మనڕ ۨవࡍ ఉ޳హరణ ఉం޴, ۨవࡍ ఉ޳హరణ మన ࣊݋ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ r a 

కएࡅ  ݋࣊ పవ࡛ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ  ऴ࣒ڒ పవ࡛ ࣊ࡅ ݋కए  పవ࡛ ࣊ࡹ ݋ ఒక ࡓ ࠪڒంݡ x a a 
జతߖ ߖ ࠭࠲ ڴࡱరछ ۨంۧ࠭, ఒకܽ ࡓంࡹݡ ఉంܿం޴ అߝ షరޜޔ మనڕ r
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 బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝࡹߖ޳ ݋࣊ ޒఏࠫటం݄ ऴప ޴నࣄ࡯ޘ
ఉనऒ ࡹ ۯంۨࣇ ߖనద޴ంۮ ړ జత ࠪڒ టऱۮ ړ ࠪڒ ,ޙ࠼ం޴నڒ ޴బܽद b b r a b b b r r 

झړऱ߾ࡍ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ ࢟ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖ޳ఒక ࡹహరణల޳న ఉࣄۯ మనం ݡ ం ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ 
ऒߖఅ ࠪ ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ  ఆ ఒక ऴࡹ ࣒ڒ ఇߩओ  ఈ r x comm ay a x y ޜޔషర ۯంڵ࠙ ߖ ݡ
ఉ޳హరణ࠭࠲ ࡹ అం݄ ఏࠫ݇ సओ షदంڴ ऴ޴ڜ ࠭ࣃ࢐भ ࢲࠫߖల ऴړతం ఒకࡏ ఎలऱߩओ  rڴݡంࡓ ߖߖ޳ఒక ݢ
࢑భࣆ܊फం޴ ఎలऱߩओ ओߩఎలऱ ݡ࠮ ݡంࡓ ݢ छࣃగ࠙ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݢ ࠪङ  ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࡱ
ۨవڴࡍ ఐ࢑ ޶భ܊ంచబݟం޴  ఐ޶ అం݄ ఈ జత ఈ ࠴తफం ࢑షయం అం݄ ఈ ࣊࠴ ݋తफం ࡹ ఉం޴, ఇ޴ r r 
झړऱ߾ࡍ ࢟ అࣆۨࣇ ߖफం޴, మనం మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం, ߖ޵ऒ  ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఎం۪ڕం޳ం , 
ఆ߯ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ r 
అߖऒ అం݄ ࣋ए ࡱࠪڒ  छ  n n r ߖఒకܽ అ ࠪڒ ࢑షయం ఏࠫటం݄ , జత ఒక దܽ࠴ సࠪనం అం݄ ړ ࡛
ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ  ఎం޶కం݄ ఒకܽ ښవలం ఒకࡅ ߖ޳కए  వర ठߗڒ ࠲ జత ࡓంࡓ ࡱࠪڒ ݡంړ ݡ r 
झړऱ߾ࡍ ࡹహరణ޳ఉ ޻అ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅం݄ అ ࢓ڒ న࢑޴ంۮ  r rߖఅ ޴న޴ంۮ ړ 4 ࠪڒ ఈ జంట 2 , ޶ڒ ࢟
ంచవ۪ऐߖగమ ݞږ వङ ߗڒ   r r ߖదڒ షदంࣆ ݞږ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ 2 ࠪڒ క జత 4ࡔޒ
ओߩఇ ޴ంޔࠋۮ भ޳࡯޴మనం క ݡ ం  త޶పߖ ࡍరछ చనంڴ ݋࣊ ߖࡶ ڴࢁڣ ࡹ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ e a r 
అ޴ߝ 

వछߖఉండ ڴసంబంధం ޻కߖ޳ ݟంߘ ంۨࣇ  ߖܽ࢒ ,ݟంࠪڒ ۯ మࠪڒ ࠾ࡍ జతړ ࡱ a b b c r 
ओߩన޴ంۮ झߖऴܼ ޴ߝఉం݄ అ ڵ࡯క ߖ࢐ܽ ޴ంړఈ ऴ ݡ ܽ࢟ అ࠭ޑࠋۮ ߖ.r 
 c r b b c ࠪڒ ࠾ࡍమ ࠪڒ జతల ݡంࡓ ڕమన ,࡯ంۧۨࣇ ߖఉంద ݞږ ࡹ జత ࠪڒ ࣄ࡯క ݡంࡓ  
ओߩన࠼అ ࠾ࡍమ ࠪڒ ࡮࢐ڒ  లకం b b࠮ ండవࡓ ߖࡹదܽ జత࠴ లకం࠮ దܽ࠴ ߖࡹండవ జతࡓ ݡ
వࡵ ఉంܿందߖ గమߖంۧ࡯.
ओߩఅ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ࡹ జత ࣄ ࠪڒ ޴అ ,޴ఉం ࡹ ࣄ ࠪڒ  झߖంܽ సంబంధం ऴܼ࡮అ ݡ r ߤషࡶࡍ ࢟ܽ r
అߖ అంܼ࠭, ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ भ޳۫ ߘహరణల޳ఉ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ హరణ ఒకܽ޳దܽ ఉ࠴  ం.
ऒߗఅ ޴ߝఆ߯ అ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮   r n m a n m ޴ఇ ޜޔషర ۯం܊࢑భ ߖ ޴ߝఅ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ࠪڒ 
ఇߩओ సओ ࡱ࠻࢑ష బܽदڒ ం޳ం ߭ం۪ۮంڜ ߖ ݋࣊ ంۧ࠭ ఆࣣߖగమ ߖ࢐ܽ ޴ంړమనం ఈ ऴ ݡ షदంڴ 
కࣃߧߖफ  r d ޴ࠫߖఎ ࠪڒ ڷࡱߕ  ࣆܾߠ ݋࣊ ߖఅ ߤ࠻ ఒక ޴ఇ 4 ࠪڒ ం 2޳ంڕబܽद మనం ߭ం۪ڒ ࠼
ఇࡹ ޴ ఉంࡓ ,޴ంࠪڒ ݡ ఎࡹ ݞږ ޴ࠫߖ ఉంܿం࢐ ,޴సफړߖ࢐ మ࢑ ߖ ࠾ࡍభ܊ంۨనߩओ డ࡮ऱ  r i r n m m 
ఈ ࡓంݡ ࣋द࠱ ݋ంࡱ ݋ క࢑ ߖ ࣄ࡯భࣆ܊फంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ऴܼߖझ ܽ࢟ అߖ ఇߩओ  n k r ߖߖ޳కࡖమనం మ ݡ
भ޳۫ ం  ఉ޳హరణښ ࠭࠲ ړవలం ߖڜऒ  x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ తం ఒకړల ऴࢲࠫߖ 
అࡅ ޴ߝకए  పవ࡛ ࣊݋ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఆ జతలߗऒ  ఒక ࡓ ࠪڒంݡ అࡅ ޴ߝకए  ऴࡅ ࣒ڒకए  a r a a p 

p.ݡంࡓ ࡹ
 ఒక ࡓంࡹܽݟ ఇ߾ࡍ ޴ऱړझ ࢟ అߗڒ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ ఇࣆ ޴షदంࡶ ڴదߖ మనం ۫࠭ࣃ, ఇ޴ ऴܼߖझ  ޳ڒ ࢟ܽ
भ޳۫ࡍస ߖఅ ޳ڒ ޳ࡶ  a r ޴న޴ంۮ ړ ݡంࡓ ࠪڒ బܽद ఒకڒ ࠭
మࡓ ࠾ࡍంࠪڒ ݡ ऴޓ ఇߩओ a r a1 a2 ڕࠪ ߖఉంద ࡹ ޴ఇ ,޴న޴ంۮ ړ ݡంࡓ ࠪڒ ఒకܽ ޴దܽ࠴ ݡ
a2 a3 r a2 a3 ڕబܽद మనڒ ,޴ంޔࠋۮ ڕࠪ ߖఉంద ࡹ ޴ఇ ,޴న޴ంۮ ڕ ࠪڒ ޴ండవࡓ , ޴ంޔࠋۮ
ఒకܽ ࡓంݡ మ࠾ࡍ మࡖక ࡓ ڕࠬ ࡹޒۯంݡ ఉߕऒ  ࠼ఉంܼ ࣄ࡯క ࡱయంऴతణߖ ݡంࡓ ఈ ,ࡹంܽݟ࠮  ࠼

అం݄ ݟ࠮ంܽࡹ ఒకܽ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴, అ޴ మనڕ జత ఒకܽ ۮ ړ ݡ࠮ ࠪڒం޴నڒ ࢑బܽद er r r 
అ޴ߝ ऴܼߖझ ܽ࢟, మనం ߖڜऒ నऒڕࣆޓ తంړల ऴࢲࠫߖ   మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం.
మధङ ࠾ࡍమ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ڕࠪ    వङ ङޑ సం ࣄࠐ సంఖङ  అߝ r n m 
షరޜޔ అߗऒ ओߩఇ ࠲ऴతࠪ ࠪڒ  ఇకए ݡ డ జత ࠪڒ మࠪڒ ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక అߖ n m n m r m k r 
అڕߘం޳ం.
 ఇߩओ పओۮ ంۨ ఏࠫࡍڷ ࠾ࡍమనం మ ݡ గలం ఇ޻ ऴపశऒ ओߩబܽद ఇڒ  ఉనऒ ڕమన ݡ ऒߖڜ   n k 
ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం , ఈ ఉ޳హరణ޳۫ ߖߖ޵ ࡹभ ం మనڕ ఒకܽ ࠪڒ ఉం޴ ఇߖ ޴జం ఇ޻ మనం 
నऒڕࡏڝ ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ࡹ ࠪڒ జత ޴ߝఅ ࠪڒ ࡹ ࠾ࡍమ ࠪڒ ࡹ  ޴ r ݡ n n r m k n k r
మనం ڕࡏڝనऒ మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍకం݄ ఒకܽ మ޶ఎం ޻ఇ ޴  వङ ङޑ సం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ 
మధङ  వङ ङޑ సం ݞږ ఉంߗڒ  ޴ ఒకܽ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  వङ ङޑ సం ࡓంڒ ݡబܽद ఇۮ ړ ޴ం޴న޴ e r 
झߖऴܼ ޴ߝబܽद అڒ ޶ڒ ओߩఇ ޶ڒ ࢟ܽ పओۮ మనం ݡ  దట r࠴ మనం ߖ ࡽܽ݅ ࢑షయం న߄ऴప ࡃࠓ
एࡖ߮ నऒ ऱܿߝڴ ऴప߄న ࢑షయం޳۫ ڴभ ం.
  ఈړछ వߤࡵझ సంబంధం ఉనऒ ޜߖ޳ ݟంߘ ݋࣊ ߖڒ ࢁڣ ంۨ ఒకࡍڷ ߖ޳ ݦలవబߧ ߖఅ ߤషࡶࡍ   అ޴ߝ a r 

झړऱ߾ࡍ సࠪనతछ ߖߖ޳ ఉం݄ ڴఅసࠪనం ڕ ࢟  సంబంధం అంܼࡏ  మ࠾ࡍ ۨవరڕ rs 
झړऱ߾ࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ࢟ మ࠾ࡍ ऴܼߖझ ܽ࢟ అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  మనڕ ऴܼߖझ ܽ࢟ ఉంܿం޴, అߩओ  మనం r rs ݡ

అ࡮ంܽࡶࡍ ޴షߤ అ޴ߝ ఈړछ వߤࡵझ ऒߖڜ ߤషࡶࡍ   ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
   
झړऱ߾ࡍ ऱࢁబܽद మڒ ޶ڒ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝఅ ړߖ܉ߖ ࢟ థ࡛ न ऴܼߖझ ܽ࢟ ఇ࢑ మనం గమߖంۨన ࢑షࡱ࠻ r r r 
సࠪనతछ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝఅ ޴దܽ࠴ బܽदڒ  సంబంధం ޶ڒ , ఈ త޶పࡍ r r 
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ఉ޳హరణࡿࢗ ړभ ం, మనڕ ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఆ߯ అࡅ ޴ߝకए  అߖऒ  x a 
ఉపసࠫޔల ࡅకए  పవ࡛ ࣊ڴ ݋ ఉంݟ , ఆ߯ ߘ ࠭࠲ జతڴࡱ ఒక ߖ ڴࠪڒరछ ۨంۧ࠭.r 
ఇకए ޜޔషర ߝఅ ߦ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ   డ ఒకܽ ࡓంࡹݡ ఉంܿం޴ అߝ షరޜޔ మనం ۫࣋޴ pa 
ఏࠫటం݄, అ࠱ࣄ ޴ߝऴܽڡ ࣊కం߾ࡍ ޶ڒ ࡽࢗ ݭऱړझ ࢟ అޙ࠼ అ޴ߝ ऴܼߖझ r r r r ޴దܽ࠴ బܽदڒ ޶ڒ ࢟ܽ
అ޴ߝ ऴܼߖझ ܽ࢟ సࡕనڒ ޴బܽद ఈ ࢑ ݡ࠮షࡱ࠻ కࣄ࡯ ఉంܼ࠼.
ऒߕޔࠋۮ ݢంࡓ ఈ ޴ండవࡓ ࠾ࡍదܽ ఒకܽ మ࠴    న సంబంధం r࠳సࠪన ޴దܽ࠴ ݟంచంࠫࣾ ,࠼
ओߧۮ ߖదڒ ం޴, 
ओߩఇ ߗڒ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, సࠪన࠳న సంబంధం ఉనऒ  సంబంధం ఉం޳, అߘ࢓ మࡖక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం, z
फࣃۨࣇ ߖ ం  అߖऒ पࡌߪ  ంڒల సࠫڒ ޒబܽद ߖ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ ۨంచంڒ ݟబܽद ߯ సంబంߖ߄ऒ  ఈ r z r 
ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ ۨంచంڒ ݟబܽद అݡࠪ ޴ߝङ  n m n m r ߖనద޴ంۮ ړ ࠪڒ జత ޙ࠳సࠪన ړ9 ࡹ
ओߦۮ ࠭, అޜ ړ ޴ సࠪన࠳న ݞޙ ఏࠫܽ? ࠳న࣒ ఉంࠫޛ ޴घ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ޴  ఈ వङ ङޑ సం ఇߩओ m ݡ n m 
ऒߖ߄ఈ సంబం ,࡯ݞంచబڵ࠙  మనం ߖరछ ۨంۨన޴ ఈړछ వߤࡵझ भ޳۫ ߖఅ ߤషࡶࡍ  ం, ఇߩओ  ࡏࠬ ݡ
۫డవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఇ޴ ࣏షदవంڴ ఉం޴ అڕߘం޳ం ۮ ړ ࠪڒం޴న޴ n m r 
అం݄ ఏࠫܽ  అݡࠪ ޴ߝङ घࠫޛ ࡹ घࠫޛ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݞޙ సࠪనం, అం݄ ړ޴  n m n m ޜ޴
 అం݄ ޴ంޔݡంచబڵ࠙
पࡌߪ ంకం ఉం޴ అం݄ ࠳న࣒ ࡏࣃऱ ࠫޛघ బܽद మన దగڒ ޴ఉంܿం ޴ ठర ఉనऒ  న࣒ k n m k n m࠳ ޴
సࠪనం ࡏࣃऱ ࠫޛघ भ޳ऴ࢐ ߖఅ ޴ ం ࠳న࣒ అࡏࣃ ޴ߝऱ ࠫޛघ  ऱ k n m k m n kࡏࣃ న࣒࠳ న࣒࠳ అం݄ ޴
घࠫޛ న࣒ ఈ వङ࠳ అం݄ ޴ ङޑ సం m n 
घࠫޛ ङݡࠪ అం݄ అం݄ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴ घࠫޛ ࡹ  m n mࠪڒ జత ڕసࠪనం అం݄ ఏࠫܽ  మన ړ޴

ఉంڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఇߩओ झړऱ߾ࡍ ޴ండవࡓ బܽदڒ ޴ఉం ڴ ڡऴܽ࠱ࣄ ݡ भ޳ۯ ࠀࡍࢗ ߖఅ ޳ڒ ޳ࡶ ࢟ ం n r r 
ऱ n zࡏࣃ  ߘऴ࢐యగల ݞږ ߖఅ 0 ߘߝ ߖߖ޳ ,ݟంచంߖగమ ߖన࣒ అ࠳ ߖఅ ޳ڒ ޳ం޴ంۮ ړ బܽदڒ n n 0 
ङݡࠪ ޴బܽद అڒ 9 घࠫޛ ࡹ  n n ړ޴
సࠪనమࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ జత ࡹ ࠪڒ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴, అ߾ࡍ ޴ऱړझ ࢟ ఇߩओ మనం n n r ݡ r r 
ऴܼߖझ मࡌߖ ߖఅ ޳ڒ ޴న޴ంۮ ࠪڒ ࠾ࡍమ ࠪڒ ޳ࡶ ޳ڒ ࢟ܽ भ޳ࡍ ం.n r m r 
ङݡࠪ ޴ߝన࣒ అ࠳ ޴ఇ ,޴న޴ంۮ ڕ లధనం࠮ ࠪڒ జత ࠪڒ బܽदڒ ࡽటߧڒ    r n n m r n m n m ࡹ
घࠫޛ  న࣒ n m࠳ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ޴
घࠫޛ पࡌߪ ࡹ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖందޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴ ంకం ఉందࣆۨࣇ ߖफంࡌߪ ࡹ ޴प ంకం k z z k 
ఉం޴ అం݄ ࠳న࣒ అࡏࣃ ޴ߝऱ ࠫޛघ ऒߖހఈ సࠬకర ޴  ఒకܽ޳ࡱߧ ڴभ ం , మߩ࢙ࡗ మన వదभ ఉనऒ  n m k ޴
ఏࠫటం݄ , ࠪڒ అߝ జత ڒङ పओۮ ޴ఇ ,޴ఉం ࡹ ࡽటߧ m r r ޴ߝఅ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖݞ m r 
ङݡࠪ घࠫޛ ࡹ घࠫޛ ߘݞޙ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ޴ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ޴  అۮ ߖపओ  m r ړߖݞ
సࠪనం, ఇ޴ ఒక ࡌߪप ంకం ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴ అం݄ ࠳న࣒ అࡓ ݞޙ ߝ ऱܿ ࠫޛघ  pnz m r p ڴࠈ ޴
ఉంܿం޴ ఇߩओ నऒڕࡏڝ ࠭࠲  ఏࠫܽ ޴అ ݡ घࠫޛ న࣒࠳ ݞޙ న࣒࠳ వ  జత ޴  e n r n rڴసࠪనం ړ޴
ఉం޳ࡶ ޳ అࠫޛ ޴घ నऒڕࡏڝ మనం ޳ࡶ ޳ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴ ऒߖހసࠬకర ࡍవۨ ޳క ޻అ ޴  ڴݡంࡓ 
भ޳ࡱߧ ం మన దగ ठర ఉనऒ घࠫޛ ऱࡏࣃ  ޴న࣒ ఏ࠳  ऒߖڜ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޴  ऱ n m k m r sࡏࣃ 
घࠫޛ घࠫޛ ऱࡏࣃ ޴ ओߩఇ ࡱ࠻࢑ష ݡంࡓ ఈ ړߖ܉ߖ సࠪనం ړ޴ ऒߕఉ ߝڴࠈ ڕమన ݡ  p ݡంࡓ ఈ ࠼
࢑ష࠻లޜ ఇߩओ एړࡵ ߖ న࣒࠳ ݡ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, n r
ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం  ప ऱ࣒ n m ࡹ ݋ڙࠈऴ ښఒ ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ దܽ࠴ న࣒ సࠪనం అం݄࠳  m r 
ఉంచړߖݞ మࡓ ࠾ࡍండవ మ࠮ ࠾ࡍడవ ߖ࢐ܽ ఇతర ऴࡹ ݋ڙࠈ ఉంచښ ߘߝ ړߖݞవలం ߘ m 
కߕޔߩࡱऒ ऒߕफࣆ࢘ࣄޓ ࠾ࡍమ ߘ .ߘ

అం݄ ࡏࣃऱ ࠫޛघ అం݄  ప ޴ ऱ࣒ घࠫޛ ऱࡏࣃ  ओߩఇ ޴ पࡌߪ ఒక ݡ ంకం మݞږ ࠾ࡍ ఒక  r p k p k p 
पࡌߪ ంకం ڒబܽद  ప ऱ࣒  ఒక ࡌߪप ంకం ڒబܽद  ప ऱ࣒  అࡌߪ ޴ߝप ంకం ڒబܽद ࠳న࣒ అߖ pk p k p n r 
గమߖంచంݟ   ప ऱ࣒ घࠫޛ ऱࡏࣃ  సࠪనం అం݄  ప ړ޴ ऱ࣒  మࡌߪ ࠾ࡍप ంకం ࣆۨࣇ ޜߖ޳फం޴  k p k b re 
అం݄ ࠳న࣒ ޳छ  n r ࡌ
ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ9 ߖందޔݡంచబڵ࠙  అం݄ అݡࠪ ޴ߝङ  n r ڴసࠪనం ړ9 ࡹ
ఉంܿం޴, ఇ޴ జత ࠮ ࠪڒలధనం ۮ ړం޴నదࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అࣆ ޴ߝషद ߾ࡍऱړझ ࢟ n r r r 
మ࠾ࡍ ऴܼߖझ .ంۧ࠭ߧ۫ ߖఅ ߤషࡶࡍ ࢟ܽ
సࠪనతछ ޴ߝబܽद అڒ   సంబంధం మ࠾ࡍ ఇߩओ भ޳ۯ హరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ ం, ఈ ఉ޳హరణ ܉ङ  r ړޒࠫ
సంబం߅ంۨన޴ 
ऒߖబܽद అڒ द࡮ݥ  ల సࠪࣔరం ڒబܽद ࡮ݥद  అࡓ ޳ࡶ ޴ߝం࠱ݧ ݡనलనࡹ ࡽ ऴࠜޒజం అ࠼న ࡓంݡ అߝ r 
షరޜޔ 
జం ࠬ వదभ ఉనऒࠜޒऴ ߩ࢙ݟڕ ओߩజం ఇࠜޒఒక ऴ ࡹݡంࡓ ޴ द࡮ݥ ఆ ݡ లߖऒ ంܽڔ సࠪన࠳న ߯ r rr
సంబంߖ߄ऒ రछߖ  भ޳ۨ ం 
ఒకܽ ࡮ݥद  ఒకܽ ࡮ݥद  ڕ
సࠪన࠳న షర࡮ݥ ޜޔद  ఒకܽ ࡮ݥ ࠪڒद ऐ࡯߱ ߖంܽݟంࡓ   ۫డంݟ.
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  ࠪ ऴߦథࠫక తరగ࠴ ࡱޔదܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࣏షदవంڴ ఎంڕ޶ ఉంܿం޴, మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ r 
ఏࠫటం݄ , ࡮ݥद  ఒకܽ అޙ࠼ ऴట࠻ం࡮ݥ ࡽڵद  ఒకܽ ࡮ݥद ళࢗ ړݡంࡓ  ऱړߖݞ సࠪనంڴ ఉం݄, ࡮ݥद  ړݠ ݡంࡓ 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.

ఒకܽ ڒబܽद ࢐సफړߖ࢐ ఈ ࡓంݢ సࠪన࠳నڒ ࢑బܽद ऴపޒ ऴࠜޒజం ࣆషदంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޻  lta 
࢑ధంڴ ऴపޒ ऴࠜޒజం తనڴߘޑ ڕ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ߾ࡍऱړझ ࢟ అం݄ ఇߩओ  ఒక r ޴డవ࠮ ݡ
ऴܼߖझ द࡮ݥ ࢑ܾܽ  ఒకܽ ࡮ݥ ࠪڒद द࡮ݥ ࠾ࡍమ ݡంࡓ   ం.r޳ంڕߘఅ ߖనద޴ంۮ ړంܽݟంࡓ 
द࡮ݥ ࠪڒ    ऴޓ ఈ జత ݞږ ఒక అߖ మనం ۫ߧంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄ ࡮ݥद द࡮ݥ 1   బܽदr rڒ ޴న޴ంۮ ړ 3 
द࡮ݥ द࡮ݥ ࠪڒ 1  द࡮ݥ అం݄ ޴న޴ంۮ ړ 2   1 అ࡮ݥ ޴ߝद द࡮ݥ ڴ࢑ధం ޻అ , ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ݀   r 
द࡮ݥ ࠪڒ  ݡంࡓ द࡮ݥ ޴న޴ంۮ ړ ݡ࠮  द࡮ݥ ޴ߝఅ ݡంࡓ   ऴړޓ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, r 
మనڕ ఈ ࡓంݢ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ ऒߖ޳దܽ࠴ ߘߝ ࣄ࡯క ݢంࡓ బܽद ఈڒ ޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ޴ఇ ݡ  
ఒకܽࣃࡱߧ ڴफ ऒߕఉ ࣄ࡯క ݢంࡓ ఈ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ߘ द࡮ݥ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ  మڒ ࠼  ఒకܽ ࡮ݥद  ऴړޓ
పङࡐࣃ మࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ޵నర बం జంట ࡮ݥद  వ࡮ݥ ࠪڒ ߤद  ऴۮ ړ ޓం޴నڒ ޴బܽद అ޴ߝ ఇߩओ  r r ݡ
సࠪన࠳న సంబంధం అߖ అర बం ړ࠿ ऱݟయߤ ߮ऱࡅ ߤకए ङ܉  ړ࠿ ࡽనलన࠱ݧ ݀ ޳ࡶ ޒࠫ ऱݟయ܉ ߤङ  ޒࠫ
ऐۯవ ݟంߘ  మࡐࣃ ࡗపङ  ఉ޳హరణۯ ߘయంݟ 
द࡮ݥ ,  అࡓ ޴ߝం࠱ݧ ݡనलనࡽ ऴࠜޒజం ࡏࠬ ޳ࡶ కڵ࡯ ఉనऒ द࡮ݥ బܽद ఆڒ జంࠜޒఒక ऴ ࡹݡంࡓ ࡹߖ޳  r 
फޑ࠴ ऒߖ  ఒ࢑ ښధంۯ ݋࣊ ڴయంݟ.
ओߩఇ ߤࠀ ࡽڵం࠻ऴట ࡽనलన࠱ݧ ݀  द࡮ݥ ݡ द࡮ݥ 1   ݀ ऴట࠻ం࡮ݥ ࡽڵद  ఒకܽ అߝ షర࡮ݥ ޜޔद  ࠪڒ 1 
द࡮ݥ द࡮ݥ తफం࠴ 2  द࡮ݥ ࠪڒ 1   2 అߖ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ   
.
సࠪనతछ ޴ߝఅ ,࠵ࣃۯ మనం ఏࠫ ړహరణ޳పܽ ఉߘ࠭   సంబంధం అࣆߧ۫ ߖफం޴, అ޳ࡶ ࢓܌ࡏ ޻ r 
 ޒపదम ޻అ ࡵహరణ వ޳పܽ ఉߘ࠭ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭
ఇߩओ भ޳ۯ హరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ ం, అܿవంܽ షరݟږ ޜޔన అߖऒ ంܽړ సࠪన࠳న ऴࣄए भ޳ۯ ߖ दߵ ం a 
అ޴ߝ ఒక పࠫࡍత ࣊݋, ఈ ऴࣄए ऒߖఅ ޴ߝद అߵ  ࠲ऴతࠪ ࡱ ݋࣊ తࠫࡍవలం పښ అ࢑ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ݋࣊ 
एࣄబܽद ऴڒ ߵ द ߯ రछߖ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ߖ  ۨంచంڒ ,ݟబܽद జత ߯ࡌ ړంࠪڒ ݟ aa r aa a b 
అ࠮ ߖࡹ ޴ߝలڒల సంఖङ  అۮ ړ ޙ࠼ం޴న࠮ ޴లڒల సంఖङ म޳࣌ ݋࣊ బܽदڒ సࠪనం ڕ ంޒక AI r s 
ऒߖఆ అ ࡹపంࡐ  జతలڕ సࠪనం ࠪڒ ऴࣄए एࣄऴ ࣒ڒఒక ऴ ࡹ दߵ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ दߵ  ఇߩओ  r b a , a ݡ

ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ఈ ఒక సࠪనతछ ޜޔషర ߝసࠪనం అ ڕ  సంబంధం అ࠭࠲ ߖ ధృ࢒కࣃࡍफ ࠭, b r 
ङڒ ࠉ ࠪڒ బܽदڒ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴దܽ࠴ వछߖఉండ ڴ޴న޴ంۮ ړ ࡽటߧ ంݟ అం݄ ߖరछ చనం ऴపڒరం ఇ޴ r r a 
కएࡅ ల సంఖङڒల࠮  కएࡅ  ల సంఖङڒల࠮  పओۮ ߖసࠪనం అ ڕ  కएb bࡅ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞ
ల సంఖङڒల࠮ కएࡅ  ల సంఖङڒల࠮  పओۮ ߖసࠪనం అ ڕ  ea b aߝఅ ࠪڒ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞ
జత ఒక అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంڒ ޴బܽद ఇߩओ भ޳۫ సంڝ ߖ޳ ండవࡓ ߖఉంద ڴషदంࣆ ݡ ం ऴܼߖझ ܽ࢟ r r r 
झߖऴܼ ړߖݞంచࡍక࢒ధృ ߖఅ ޳ڒ వछߖఉండ ڴ ݋࣊ తࠫࡍబܽद పڒ ,ݟంచంࡍక࢒ధృ ߖఅ ޳ڒ ࢟ܽ ంݟ, r a 
ఇۨऐ ߘ ݋࣊ తࠫࡍబܽद పڒ నߩओ కएࡅ ݡ ల సంఖङڒల࠮  కएࡅ  ల సంఖङڒల࠮   a a ߖసࠪనం అ ڕ
మనࣆࡱޘ ڕ , ఇ޴ జత ࠪڒ అࣆۨࣇ ߖफం޴  ఒక అం޶వలన  అ߾ࡍ ޴ߝऱړझ ࢟ మ࠾ࡍ ۨవڴࡍ a r r 
ओߩఇ ޴న޴ంۮ ړ జత ࠪڒ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړ ࠉ ࠪڒ జత ޴డవ࠮  r b c r b r ړ జత ࠪڒ ݡ
 ,޴న޴ంۮ
ఇ࠮ ߖࡹ ޴లڒల సంఖङ झ݋ం࠱࡯ఎ ߖࡹ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕ  అ࢑ ޻ధంڴ మనڕ జత ࠪڒ a b b 

కएࡅ ޴ఇ ,޴ఉం ࡹ ల సంఖङڒల࠮  కएࡅ  ల సంఖङڒల࠮   c r b c ߖܽ࢒ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕ
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡍڷ ڴݡ फంచంڒ ݟబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం޳ ݡछ ల సంఖङڒల࠮ ڕమన ࡌ  ఉంܿం޴.

కएࡅ ల సంఖङڒల࠮  झߖऴܼ ࣄ࡯క ݢంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ڕ ܽ࢟ అࣃۨࣇ ߖफ  c r  ࠼
झړऱ߾ࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝబܽद అڒ ࢟ మ࠾ࡍ ऴܼߖझ ङ܉ బܽदڒ న సంబంధం࠳సࠪన ޴ߝబܽद అڒ ࢟ܽ  r r ޒࠫ
भ޳۫ ऱࢁమ ߘహరణ޳క ఉࡖమనం మ ݟంߘ ం ܉ङ  సࠪనం  r ڕ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ సమతలం ݟంߘ ޒࠫ
పంకऐ ڴరణం߄ࣃ ࡛ न ߮ऱߤ అࡱߧ ߖవబ࢑ࠪ ݦనం ݀ ߘంߖ࡮࠮ ݟऒ ऒߕफࣆڵలޛ ߘߝ  ఈ పంకऐ ,ߘ ࡛ न r 
 ߮ ऱޜ ߤ పంకऐ ࡛ అ࠼న ߮ऱߖ ߤ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ߖ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ भ޳ۨ ం ړ సࠪనంڴ జత ఒక r r i x y 
అ࠭ޑࠋۮ ߖ  ఒకܽ ࡓ  ߘߝంࡓ ݡంړݡ సంబం߅ంۨన޳ࡶ ࢑ జత ఒకܽ ఒక ࠪڒ ఒకܽ x y x x y x 
ऒߕࣆ ࡹ అం݄ ࣒ڒऴ ޴ఇ ,޴ంۨన߅సంబం ړ݀ ࠪڒ ݡంࡓ ए࣋ ߖڒ  नࠈం࡮ ࡛࡮  ఉనऒ టऱޙ࠼ ఒక y a  r x 
नࠈం࡮ ఒకܽ  ࠪڒ ओߩఇ ݡంࡓ ࠪڒ ݡంࡓ సࠪనం ڕల࡮ڒ  ఈ సࠪనతछ ݡ  సంబంధమߖ y x y r 
ధృ࢒క޳ࡍभ ం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ ఒకܽ ఒక ࠪڒ ఒక ࡓ ࠪڒంࡓ ࠪڒ ݡం࠮ ݡలధనం ۮ ړం޴నڴ࢑ x y x y r
ఉండߖవछ ంݟ, ఇ޴ 
ऒߕࣆ ࢐సफవ సంఖङ  ޴फంࣆۨࣇ ߖ࢐సफ࢑కత ఉంద ߖڒ   అం݄ ఒక ࠪڒ ఒకܽ ࡮ంࠈन  x y x ࠪڒ ݡంࡓ ऱࡏࣃ 

ओߩఇ ݡంࡓ नࠈం࡮ ݡ नࠈం࡮ ࡗ܋ ߤߕ   ఇనछ ࡍ दࡽࠋ అం݄ ࡮ంࠈन छ޳  అర ޴ߝఅ  ࡌ बవంతంڴ ఉంܿం޴ y 1
छ޳ బܽद 1ڒ नࠈం࡮ ࡌ .x 1 y 1 x 2 y 2 ࠪڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ࠪڒ ऱࡏࣃ 
नࠈం࡮ ݡంࡓ ࠪڒ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ  పओۮ ߖసࠪనం అ ړఒకܽ ࠪڒ ऱ ఒకࡏࣃ   x y x y ޴సࠪనం, ఇ ړߖݞ
ఈ జత ࡓంࡓ ࠪڒ ݡంࠪڒ ݡ ఒక ࠪڒ ఒకܽ అࣆۨࣇ ߖफంڒ  ޴బܽद ࣏షदవం ఇߩओ  ఈ x y x y r r r ݡ
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झړऱ߾ࡍ भ޳۫ࡍస ߖఅ ޳ࡶ ޳ڒ ࢟ ం  ڒబܽद ఒక ࠪڒ వߤ ఇߩओ  x yߕ޼టం݄, ఏࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ
ఒక ࠪڒ ఒకܽ ఒక ࠪڒ ఒకܽ ఒక ࡓ ऱܿ ఒక ࠪڒ వړ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒకܽ ߖڒ ࡗ܋ ࣋ए  x y x y x y ࡛࡮

కߘక ఇࣆۨࣇ ޴फం޴  ఈ జత ఒక ࠪڒ ఒక ࠪڒ ఒక ࠪڒ ఒకܽ ఇ޴ ఒక ڒబܽद ߾ࡍऱړझ ࢟ x y x y r r 
ఇߩओ झߖఈ ऴܼ ڕవరۨ ݡ  r [ తంڶసం] ޴फంࣆޒమߘఅ ړߖݞంచࡍక࢒ధృ ߖఅ ޳ڒ ޴డవ࠮ ޳ࡶ ޳ڒ ࢟ܽ
జతలߘ ఒక ࠪڒ ఒక ࡓ ࠪڒంࡓ ࠪڒ ݡంۮ ړ ݡం޴న࢑ మ࠾ࡍ జతల ࡓంࠪڒ ݡ x y x y  r x y 
ओߩఇ ݡ࠮ ࠪڒ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ  x y r x y x y ࠪڒ ݡంࡓ ࠪڒ ఒక ࠪڒ జత ఒక న࢑޴ంۮ ڕ ݡ
ऒߕࣆ అం݄ ޴న޴ంۮ ړ ޴ఇ ݡంࡓ ࢐సफవ సంఖङ ߖࡶ ࡱ  ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴  జత ఒక ࠪڒ ఒకܽ r x y 
नࠈం࡮ ओߩఇ ݡంࡓ ࠪڒ ݡంࡓ ऱࡏࣃ  फࣃࡱߧ ڴఒకܽ ݡ  x y ޻అ ߘ
࢑ధంڴ జతల ࡓంࡓ ࠪڒ ݡంݡ࠮ ࠪڒ ݡ࠮ ࠪڒ ݡ ఇࡹ ޴ ఉం޴ అం݄ ߖڒ ࡗ܋ ࡹ x y x y r r 
࣋ए  ऒx y x yߖހఈ సࠬకర ݡ࠮ ࠪڒ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ܼࠊ ݡంࡓ ࠪڒ ݡంࡓ ޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ܼࠊ ࡛࡮

అࣃࡱߧ ߖफ ओߩఇ  ߘ నऒڕࡏڝ మనం ޴ࡃࠓయۯ ߘߝ ݡ  tw o ߖంܽݟంࡓ ࡹߖ޳ఒక ړߖݞంద߰ ޴
ऴపޑङ ࠪऒ యం ޳ۯभ ం, 
ङޑऴప ߖంܽݟంࡓ ࠪऒ యం޳ۯ ڴभ ం ఒకܽ మనڕ ఒకܽ ࠪڒ ఒకܽ వࣆफం޴, ఇ࡮ ޴ంࠈन  n x y x ݡంࡓ ऱࡏࣃ 
ङޑऴప ړݡంࡓ ߘߝ ޙ࠼అ ݡంࡓ ࠪڒ ࠪऒ యం ࣄۯనߩओ नࠈం࡮ ߘߝ ݡంࡓ ࠪڒ  ݡ नࠈం࡮   ऱ y x yࡏࣃ 
नࠈం࡮ ߗڒ ߘޑ޶ం߰ ߖ3 ࠪڒ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ܼࠊ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంߕࣆ ݢऒ ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ   x y ࡱ
नࠈం࡮ బܽद ఈڒ ࢐సफవ సంఖङ ࡗ܋ ߤߕ ܼࠊ   అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ జత ఒక ࠪڒ ఒక ࠪڒ అߖ x y x 
झߖబܽद ऴܼڒ ޴ఉం ࡹ ޴ఇ ޓऴ ࠪڒ ݡ࠮  ޴फంࣆۨࣇ झړऱ߾ࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ޴ߝబܽद అڒ ࢟ܽ ࢟ మ࠾ࡍ y r r r 
ऴܼߖझ ܽ࢟ అߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ ڒబܽद ఒక సࠪన࠳న సంబంధం ڒబܽद త޶పࡍ తరగړߖ޵ ࠭࠲ ࡹޒ r 
फࣃۯ ࢓܌ࡏ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సࠪనతछ  తరగޔల ࡅకए  మߖڜࡍऒ  లࣾހలࣃۯ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ  అߩओ  ݡ
ఫంࣾߤ అߧ ߖలవబݦ ࠙వనߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ ऴపయޒऒ ధనङ ޴फంࣆ  ࡱ޳࢐
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