
 शेवटǉा वगाŊतील िवȨाȚाōचे ˢागत करा आʉी संबंधांची संकʙना पािहली आता या वगाŊत आʉी शेवटǉा वगाŊत समतुʞ संबंध ʉणून
ओळखʞा जाणा̴ या नातेसंबंधांǉा नवीन वगाŊचा अɷास करणार आहोत जेʬा आʉी समाɑ केले तेʬा आʉी एक ʉणून ओळखली 
जाणारी संकʙना पįरभािषत केली.
 समिमतीय संबंध आपण ȑाच ʩाƥेने सुŜवात कŝ या समिमतीय नातेसंबंधाǉा ʩाƥेपासून सुŜवात कŝया 

हा įरƅ नसलेला संच असू Ȩा आिण हा a r 
पासून ˢतः चा संबंध असू Ȩा आपण असे ʉणतो की a 

जोडी जर ऑडŊर केलेली जोडी असेल तर ˢʙिवराम असेल  ǉा मालकीचा आहे असे सूिचत करते की िवŜȠ जोडी b r b 
ˢʙिवराम देखील मȯे आहे आपण ȑाच उदाहरणाचे देखील पुनरावलोकन कŝ या Ǜाचे आपण शेवटचे वगŊ कŝ या ȑाच a r 
उदाहरणाकडे आपण एक दोन तीन चार आिण पाच होता ते सवŊ आहे  आिण मधील फरक ही िवषम संƥा आहे या अटीसह r x y 
Ţॉस पासून ˢʙिवराम आʉी संच ˙ʼपणे िलिहला आहे आपण ते पुɎा एकदा कŝया आपण हा पुɎा िलš या a x y r r r 
एक ˢʙिवराम दोन फरक पाहǻासाठी एक आिण दोन मधली एक आहे जी िवषम संƥा आहे
 ȑामुळे तुमǉाकडे एक दोन तसेच एक ˢʙिवराम आहे एक फरक शूɊ आहे ʉणून एक ˢʙिवराम एक िदसत नाही आिण एक 
ˢʙिवराम तीन फरक दोन एक ˢʙिवराम चार फरक तीन आहे ʉणून तो एक िदसतो  ˢʙिवराम पाच िदसत नाही कारण फरक 
चार आहे आता दोन ˢʙिवराम एक तो येथे आहे कारण फरक एक दोन ˢʙिवराम दोन फरक शूɊ दोन ˢʙिवराम तीन फरक एक 
दोन ˢʙिवराम चार येथे फरक दोन दोन ˢʙिवराम पाच फरक आहे  तीन पुढील एक तीन ˢʙिवराम एक फरक दोन तीन 
ˢʙिवराम दोन फरक एक तीन ˢʙिवराम चार आिण नंतर तीन ˢʙिवराम पाच फरक दोन आता आपण चार चार ˢʙिवराम वर 
जाऊया एक फरक तीन चार ˢʙिवराम दोन फरक दोन चार  ˢʙिवराम तीन चार ˢʙिवराम पाच आिण नंतर आपʞाकडे पाच 
ˢʙिवराम असेल एक फरक चार पाच ˢʙिवराम दोन आिण पाच ˢʙिवराम चार हे चे घटक आहेत जर आपण हा बघू.r r th 

हे ˙ʼ आहे की खालीलपैकी एक गोʼ लƗात घेतली जाऊ शकते ती ʉणजे जेʬा जेʬा जोडी ˢʙिवराम असतो तेʬा   en b a 
िवŜȠ जोडी ˢʙिवराम देखील असतो उदाहरणाथŊ एक ˢʙिवराम दोन असतो आिण ȑाचŮमाणे दोन ˢʙिवराम एक असतो.b a 
 ȑाचŮमाणे पुɎा पुढील एक एक ˢʙिवराम चार आहे आिण तुमǉा लƗात येईल की एक ˢʙिवराम चार आिण चार ˢʙिवराम एक 
आहे ȑाचŮमाणे एक ˢʙिवराम दोन आिण दोन ˢʙिवराम एक दोन ˢʙिवराम तीन तीन ˢʙिवराम दोन दोन ˢʙिवराम पाच 
पाच ˢʙिवराम दोन चार ˢʙिवराम पाच फाई  ˢʙिवराम चार ʉणजे हे ʉणते की हे समिमतीय संबंध आहे ʉणून हे r r 
समिमतीय संबंध आहे ʉणून आपण आणखी एक उदाहरण पाš या एक समान 2 3 4 5 आिण 6 हे सवŊ ˢʙिवराम आहे r mn m 
Ǜाǉा अटीसह Ţॉस पासून आहे की भागाकार बरोबर आहे आपʞाकडे ȑा सवŊ जोǰा आहेत ˢʙिवराम अशा a n m n m n 
भागतो आता आपण संच ˙ʼपणे िलš या आता 1 भागाकार 1 ʉणून तुमǉाकडे हे 1 1 1 भागाकार सवŊ संƥा आहेतm r 
 ȑामुळे आपʞाकडे असेल  एक सह जोडलेले आहे  सवŊ एक चार एक पाच एक सहा आता दोन ǉा पुढे जात आहे तुʉी पाहाल की दोन
एकाला भागत नाही तर दोन दोन भागतात पण ते तीन भागत नाही पण चार भागते ते पाच भागत नाही पण सहाला तीनǉा पुढे भाग जात 
नाही  एक िकंवा दोन परंतु ते ˢतः ला तीन भागाकार िवभािजत करते चार िकंवा पाच न भागता उलट सहा भाग घेतात आिण नंतर चार 
साठी आपʞाकडे फƅ एक चार ˢʙिवराम चार आहे आिण ȑाचŮमाणे तुमǉाकडे चार ˢʙिवराम पाच आहेत आिण माफ करा 
पाच ˢʙिवराम पाच आिण सहा ˢʙिवराम सहा हे आहेत  तुमǉाकडे बरोबर असलेʞा गोʼी हे घटक आहेत आता लƗात आले आहे 
की तुमǉाकडे एक ˢʙिवराम दोन आहे तर तुʉाला हे लƗात ƽावे लागेल की एक ˢʙिवराम दोन चे आहेत पण िवŜȠ जोडी r 
दोन ˢʙिवराम एक ǉा मालकीचे नाही ȑाचŮमाणे तुमǉाकडे हे आहे जोडी दोन ˢʙिवराम सहा हा एक आहे परंतु िवŜȠ r r 
जोडी सहा ˢʙिवराम दोन मȯे नाही ʉणून या दोन गोʼी ʉणतात की समिमतीय संबंध नाही िकंवा समिमतीय संबंध नाही आता r r 
आपण आणखी एक उदाहरण कŝ या समान कŝया वर  दोन तीन चार पाच आिण मी कॅिपटल िनवडू या चा पॉवर सेट e x x a 
ʉणून हा समावेश आहे ʉणून हा सवŊ उपसंचांचा संच आहे  वर संबंध पįरभािषत करा खालीलŮमाणे दोन उपसंच एक ˢʙिवरामx r 
दोन जोडी एक  ˢʙिवराम दोन हे मȯे आहे जर ǉा आिण ǉा कोणȑाही दोन उपसंचांसाठी दोन मȯे a r a a1 a2 a 
समािवʼ असेल तर आपण ʉणतो की शी संबंिधत आहे िकंवा ˢʙिवराम हा आहे जर मȯे समािवʼ a1 a2 a1 a2 r a2 a1 
असेल तर कोणी कŝ शकेल  खालील लƗात ƽा की िसंगलटन टू हे मȯे समािवʼ आहे आिण इतकेच नाही की इतर उपसंच दोन a 
ˢʙिवराम तीन मȯे देखील समािवʼ आहे हे आणखी एका मȯे समािवʼ आहे हे लƗात ƽा की िसंगलटन दोन दोन ˢʙिवराम तीन 
मȯे समािवʼ आहे याचा अथŊ असा होतो की जोडी िसंगलटन दोन ˢʙिवराम िसंगलटन दोन घटक  दोन ˢʙिवराम तीन ही जोडी r 
आहे ʉणा, तुमǉाकडे मȯे सेट आहे पण दुसरीकडे हे खरे नाही r 
की दोन ˢʙिवराम तीन िसंगलटन टू मȯे नसतात कारण दोन ˢʙिवराम तीनला दोन घटक िमळाले आहेत तर िसंगलटन दोनला फƅ
 एक घटक Ǜाचा अथŊ असा की  िवŜȠ जोडी दोन ˢʙिवराम तीन ˢʙिवराम िसंगलटन दोन हे ǉा मालकीचे नाही ʉणून r r 
समिमतीय नाही आता कŝया पुढील संकʙनेवर जाऊया आणखी एक गोʼ पįरभािषत कŝया įरकामा नसलेला संच असू Ȩा आिण a r
चा 

पासून ˢतः चा संबंध असू Ȩा आपण ʉणतो की  ˢʙिवराम हा जोडी सवŊ साठी चा असेल तर हे įरɢेİƛʬ आहे, a a r a r r 
आपण शेवटचे उदाहरण पाš या की आपʞाजवळ शेवटचे उदाहरण आहे ʉणजे आपला संच आहे एक दोन तीन चार पाच आिण a x 
हा पॉवर सेट आहे  आʉी ची ʩाƥा a r 

ǉा Ţॉस पॉवर सेटǉा पॉवर सेटमȯे एक ˢʙिवराम दोन पॉवर सेट ʉणून केली आहे या अटीसह की एक दोन मȯे समािवʼ आहे a 
हे आपʞाला मािहत आहे की Ůȑेक संच ˢतः मȯे समािवʼ आहे आिण ʉणून जर मȯे समािवʼ असेल तर याचा अथŊ असा होईल b 
की जोडी ˢʙिवराम ǉा मालकीचे आहे ʉणून ते काय ʉणते ˢʙिवराम चे आहे ʉणून b b r b b r r 
įरɢेİƛʬ आहे आता आपण पुɎा केलेʞा उदाहरणांपैकी एकाकडे परत जाऊ 
या.
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 एक दोन तीन चार पाच ʉणून आिण आमचा ते सवŊ कॉम आहे एका Ţॉस मȯे आता ला भागेल अशा İ̾थतीसह या r x a x y 
उदाहरणात आʉी ˙ʼपणे िलिहले आहे जे काही िमिनटे मागे आहे हे लƗात येते की एक नेहमी एक भाग करतो दोन नेहमी भागतो r 
दोन तीन नेहमी तीन िवभािजत करतो चार चार भाग करतो आिण ȑाचŮमाणे शेवटी पाच भाग जातो  पाच ʉणजे ही सवŊ जोडी ही संपूणŊ 
गोʼ या सवŊ घटकांचा हा संच मȯे समािवʼ आहे याचा अथŊ आर įरɢेİƛʬ आहे  असे समजू या आपण आणखी एक उदाहरण पाš r 
या एक एक दोन तीन चार िनवडू या आिण नंतर ʉणूया की ǉा बरोबरीचे आहे ते सवŊ ˢʙिवराम जसे की चौरसाǉा r n m m n 
बरोबरीची पिहली गोʼ ʉणजे तुमǉा लƗात येईल की जोडी एक ˢʙिवराम एक हा आहे कारण एक हा फƅ एकाचा वगŊ आहे परंतुr 
दोन ˢʙिवराम दोन हे ǉा मालकीचे नाहीत याचा अथŊ असा आहे की ȑाच उदाहरणात ŮितिƗɑ नाही हे देखील लƗात येते की r r 
जोडी 2 ˢʙिवराम 4 ǉा मालकीची आहे परंतु िवŜȠची जोडी 4 ˢʙिवराम 2 ǉा मालकीची नाहीr r 
 ȑामुळे हे असेही ʉणते की समिमत नाही आता आपण हलवू या  पुढील ʩाƥेसाठी हा įरƅ नसलेला संच असू Ȩा आिण r e a r 
हा मधील ˢतः चा संबंध असू Ȩा, a 
आʉी असे ʉणतो की हा संŢामक आहे जर खालील धारण केले तर ˢʙिवराम आिण ˢʙिवराम ǉा मालकीचा r b b c r 
असेल जे हे सूिचत करते  दोन िमळून असा अथŊ लावला पािहजे की जोडी ˢʙिवराम देखील मȯे आहे आʉाला ˢʙिवराम a c r 

आिण ˢʙिवराम ǉा दोन जोǰा हʩा आहेत लƗात ƽा की जेʬा जेʬा ˢʙिवराम आिण असेल तेʬा दुस̴या b b c b b 
जोडीचा पिहला घटक पिहʞा जोडीǉा दुस̴या घटकासारखाच असतो 
ˢʙिवराम मȯे आहेत याचा अथŊ असा होतो की ˢʙिवराम ही जोडी मȯे आहे मग आपण असे ʉणतो की असे नाते c r c r 
संŢमणाȏक संबंध आहे आता आपण उदाहरणे पाš या की आपʞाकडे फƅ पिहले उदाहरण होते जे आपʞाकडे होते ते एक दोन 
समान आहे  तीन चार पाच आिण नंतर हे सवŊ ˢʙिवराम आिण एक Ţॉस आहे Ǜाची अट िवभािजत करते हे आता r n m a n m 
आपʞा लƗात आले आहे खालील आह आपण संच थोडा अिधक वाढवू या जेणेकŝन गोʼी ˙ʼ होतील आपण वाढवूया  सेट नोटीस देते
की 2 ˢʙिवराम 4 हा एक आर एन आहे  चार ˢʙिवराम आठ हे मȯे देखील आहे की दोन ˢʙिवराम आठ देखील d r i r 
मȯे आहे खरेतर जेʬा जेʬा ला आिण ला ला िवभािजत करते तेʬा ही दोन िवधाने एकिũतपणे सूिचत करतात की n m m k n 
िवभािजत करते बरोबर ʉणून हे सकमŊक आहे आता आपण दुसरे पाš या  उदाहरण ʉणजे आपʞाकडे फƅ काही िमिनटे मागे k r 
एक दोन तीन चार पाच ǉा बरोबरी आहे आिण हा आिण चा पॉवर सेट आहे x a r 
ȑा सवŊ जोǰा एक ˢʙिवराम दोन मȯे ǉा Ţॉस ǉा मȯे दोन एक दोन मȯे आʉी पािहले की हे ŮितƗेपी a a p a p p a 
आहे परंतु समिमतीय नाही हे सकमŊक आहे की नाही हे आपण पडताळून पाš या ʉणून समजा एक ˢʙिवराम दोन चे आहेत आिण r 
दोन ˢʙिवराम तीन चे आहेत आता Ůथम एक एक ˢʙिवराम दोन चे आहे जे आʉाला सांगते की मȯे समािवʼ आहेr r a1 a2 
दुसरा ˢʙिवराम चा आहे जो आʉाला सांगते की मȯे समािवʼ आहे ʉणून आमǉाकडे एक दोन मȯे a2 a2 a3 r a2 a3 
समािवʼ आहे आिण दुसयाŊ हातात दोन समािवʼ आहेत  तीन मȯे अशा Ůकारे हे दोन कंटेनमŐट एकũ  एर आपʞाला सूिचत करते की 
एक तीन मȯे समािवʼ आहे याचा अथŊ असा होतो की आपʞाकडे जोडी आहे एक ˢʙिवराम तीन ǉा मालकीचा आहे ʉणून r r 
संŢामक आहे आपण आणखी एक उदाहरण पाš या जे आपण काही िमिनटांपूवŎ पािहले होते.
 आमǉाकडे आहे एक दोन तीन चार पाच आिण हे सवŊ ˢʙिवराम आहेत अशा İ̾थतीत की आिण मधील फरक a r n m n m 
िवषम संƥा आहे आता येथे समजा जोडी ˢʙिवराम मȯे आहे आिण ˢʙिवराम हा एक आहे आता आपण n m r m k r n 
आिण बȞल काय ʉणू शकतो हा Ůʲ आहे तर आता आपण काही उदाहरणे पाš या आपण आता या उदाहरणात हे एक पाš या k 
आपʞाजवळ एक ˢʙिवराम दोन आहे का हे खरे आहे तेच आपʞाला हवे होते  ˢʙिवराम मȯे आिण ˢʙिवराम n n r m k 

मȯे आहे याचा अथŊ असा होतो की जोडी ˢʙिवराम मȯे आहे हेच आʉाला हवे होते आता आʉाला मािहत आहे की r n k r n 
ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम दोन मȯे आहे आिण दोन ˢʙिवराम तीन हे मȯे आहे कारण एक आिण दोन मधील फरक एक r r 
आहे आिण दोन आिण तीन मधील फरक देखील चालू आहे  पण एक आिण तीन मधला फरक दोन आहे ʉणून हा चा नाही ʉणून e r 

हा टŌ ाİ̢झिटʬ नाही आता मुƥ गोʼीकडे वळूया की मुƥ गोʼ आʉाला हवी होती मुƥ गोʼ जी आʉी सुŜवातीला सांिगतली होती तीr 
आʉी सांगणार आहोत.
 समतुʞ संबंध ʉणून ओळखʞा जाणा̴ या संबंधांबȞल įरɢेİƛʬ नसलेʞा संचातून r r 
ˢतः मȯे असमिमत असʞास ȑाला समतुʞ संबंध ʉणतात  आिण शेवटी 
जेʬा समिमत įरɢेİ̋झʬ आिण टŌ ांिझिटʬ असतो तेʬा आपण असे ʉणतो की असे नाते हे समतुʞ नाते आहे आपण काही r 
उदाहरणे पाš या आपण 
एक दोन तीन चार पाच ची समानता पाš या आिण नंतर ȑा सवŊ ˢʙिवराम या अटीसह िवभािजत असे काय आहे की r n m n m 
आपण काय केले हे आपʞाला मािहत आहे  खरं तर असे आढळले की समिमतीय नाही ʉणून पुɎा ŮितƗेपी आहे ितसरा r r r 
संŢामक आहे या गोʼी आमǉा लƗात आʞा आहेत ʉणून पिहला समिमतीय नाही असे ʉणते कीr 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की समतुʞ संबंध नाही बरोबर आपण या पुढील उदाहरणाकडे जाऊ या की आपʞाकडे एक दोन r  
तीन चार पाच आिण नंतर हा ǉा सवŊ उपसंचांचा घात संच होता आिण मग आपण ची ʩाƥा जोǰा एक ˢʙिवराम x a r a 
ʉणून कŝ.
  दोन आिण Ţॉस या अटीसह की एक दोन मȯे एक समािवʼ आहे येथे आपण जे पािहले ते ʉणजे समिमतीय नाही दुसरा pa pa r 
तसेच įरɢेİ̋झʬ आहे परंतु संŢामक नाही ʉणून पिहला बरोबर या तीन गोʼी एकũ आहेत ʉणून  पिहले एक आिण दुसरे हे r r r 
दोघे ʉणतात की माफ करा पिहला ʉणतो की हे समतुʞ संबंध नाही पण आता Ůʲ असा आहे की असे कोणतेही नाते आहे का जे r 
समतुʞ संबंध आहे होय आपण आणखी एक उदाहरण पाš या दशŊवूया.z 
  सवŊ पूणाōकांचा संच ʉणून खालीलŮमाणे पįरभािषत करा वरील संबंध खालीलŮमाणे पįरभािषत करा ʉणून आʉी ʉणतो कीr z r 
जोडी ˢʙिवराम ǉा मालकीचे आहे जर ला एकŝप असेल तर ला एकŝप असेल तर हा n m r n m modulo 9 n m n 
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फरक काय आहे 
उणे आहे नऊ ने िवभाǛ हा फरक आȅापयōत भागला पािहजे हे पाšया की हे संबंध आपण जे काही पįरभािषत केले आहे ते समतुʞ m 
संबंध आहे आता Ůथम आपण काय पहावे ते हे आहे की हे समिमत आहे समजा ˢʙिवराम ǉा मालकीचा आहे ʉणजे ते n m r 
काय आहे  हे मोǰुलो नऊ ला एकŝप आहे तो फरक आहे उणे नऊ ने िनः शेष भाग जातो हेच हेच सांगते की तेथे एक n m n m 
पूणाōक अİˑȕात आहे जसे की वजा गुिणले नऊ आहेk n m k 
 ȑामुळे आपʞाकडे जे आहे ते उणे आहे गुिणले नऊ आपण वजा ʉणजे गुिणले नऊ असे िलš या ʉणजे वजा n m k n m k m 

ʉणजे गुिणले नऊ ʉणजे वजा हा फरक नऊ ने भाग जातो याचा अथŊ मोǰुलो नऊ ला एकŝप आहे ʉणजे काय? n k m n m n 
की आमǉाकडे ˢʙिवराम ही जोडी आहे ʉणून समिमतीय आहे आता दुसरा įरɢेİƛʬ आहे की नाही हे आपण m n r r r 
पडताळून पाš या हे चे आहे तर लƗात ƽा की उणे आहे जे मी ते 0 ʉणून देखील िलš शकतो  वेळा ९ ʉणजे हे n z n n 0 n n 
मोǰुलो नाइनशी एकŝप आहे 
याचा अथŊ असा होतो की जोडी ˢʙिवराम मȯे आहे ʉणजे ŮितƗेपी आहे आता संŢामक आहे की नाही हे n n r r r 

ˢʙिवराम चे आहे आिण ˢʙिवराम ǉा मालकीचे आहे याची पडताळणी कŝया.n m r m r 
  कॅिपटल ʉणून ˢʙिवराम ही जोडी ˢʙिवराम हे भांडवल चे आहे जे असे सूिचत करते की उणे आहे हे r n n m r n m n m
मोǰुलो नाइनशी एकŝप आहे याचा अथŊ असा आहे की उणे n m 
नऊ ने भाग जातो याचा अथŊ असा आहे की मȯे पूणाōक आहे  मȯे मȯे पूणाōक आहे जसे की उणे गुिणले नऊ k z z k n m k 
आहे या समीकरणाला एक असे ʉणू या , तर आपʞाजवळ जे आहे ते ʉणजे ˢʙिवराम कॅिपटल मȯे आहे याचा अथŊ असा m r r 
होतो की हे असे ʉणǻासारखे आहे  हे मॉǰुलो नऊशी एकŝप आहे जे वजा हा नऊ ने m r m r 
िनः शेष भाग जात आहे असे ʉणǻासारखे आहे याचा अथŊ असा की पूणाōक अİˑȕात आहे जसे की वजा हा फरक pnz m r p 
गुणा नऊ Ůमाणे आहे आता ते काय आहे?  आʉाला पािहजे आहे ʩा  जोडी उणे हा फरक वजा नऊ ला एकŝप आहे e n r n r 
की नाही िकंवा तो नऊ ने भागतो आहे िकंवा नाही हे काय आहे तेच आपʞाला हवे होते आपण शेवटचे समीकरण दोन ʉणू या की 
आपʞाकडे उणे आहे ते काय आहे  गुिणले नऊ आिण वजा बरोबर काही गुिणले नऊ गुिणले नऊ बरोबर आहे n m k m r s p 
खरेतर या दोन गोʼी आहेत Ǜा आपʞाला आता चांगʞा होȑा या दोन गोʼीसंह आपण उणे ची गणना करǻाचा Ůयȉ कŝया जेn r 

उणे ǉा बरोबरीचे आहे.n m 
  अिधक वजा समान आहे मला पिहʞा दोन गोʼी एकाच कंसात ठेवू Ȩा आिण दुस̴ या आिण ितस̴ या Űॅकेटमȯे मी फƅ m r m 
जोडत आिण वजा करत आहे पिहʞासाठी आमǉाकडे वजा आहे जे गुिणले नऊ अिधक वजा आहे  जे गुिणले नऊ n m k m r p 
आहे जे अिधक गुिणले नऊ आहे आता एक पूणाōक आहे आिण देखील एक पूणाōक आहे ʉणून अिधक एक पूणाōक k p k p pk p 
आहे ʉणून मी लƗात ƽा की अिधक पूणाōक आहे ʉणून वजा आहे  जे अिधक गुिणले नऊ बरोबर अिधक k p n r k p k b 
आिण पूणाōक सह सूिचत करते  याचा अथŊ असा होतो की वजा हा 9 ने िनः शेष भाग जातो जो हा मोǰुलो 9 ला एकŝपre n r n r 
आहे याचा अथŊ असा होतो की जोडी ˢʙिवराम कॅिपटल ǉा मालकीचा आहे ʉणून आʉी हे समिमत įरɢेİ̋झʬ आिण n r r r 
एक संŢमणाȏक संबंध असʞाचे दाखवले आहे.
 ʉणून हा समतुʞ संबंध आहे आिण आता आपण आणखी एक उदाहरण कŝ या हे उदाहरण भूिमतीशी संबंिधत आहे सवŊ डेʐाचा r 
संŤह असू Ȩा ʉणजे डेʐा हा दोन आहे जो िकंवा िȪिमतीय िũकोण आहे.r 
  िũकोण उजवीकडे तुमǉाकडे दोन मȯे िũकोण आहे आता आपण वर संबंध पįरभािषत कŝ या r rr 
सवŊ डेʐा बरोबर एक डेʐा एक ˢʙिवराम डेʐा दोन ची तुलना Ţॉस मȯे डेʐा एक डेʐा ला एकŝप आहे या İ̾थतीसह ते ˙ʼ a 
आहे.
  आमǉा Ůाथिमक वगाŊत Ůथम गोʼ अशी आहे की समिमतीय का आहे ते समिमतीय का आहे हे आपʞाला मािहत आहे की जर r 
डेʐा एक असेल तर िũकोण डेʐा एक असेल तर डेʐा टू वर गेला ʉणजे डेʐा दोन डे ला एकŝप आहे.

एक ʉणून खरं तर हे दोɎी समतुʞ आहेत ʉणून समिमतीय आहेत आिण ȑाचŮमाणे Ůȑेक िũकोण ˢतः शी एकŝप आहे   lta 
Ůȑेक िũकोण ˢतः शी एकŝप आहे ʉणजे काय įरɢेİ̋झʬ आहे आता ितसरा एक संŢमण समजा डेʐा एक ˢʙिवराम डेʐा r 
दोन आिण डेʐा दोन ǉा मालकीचे आहे  ˢʙिवराम डेʐा तीन ही जोडी देखील एक आहे जे आपʞाला दाखवायचे आहे की r r 
डेʐा 1 डेʐा 3 ǉा मालकीचा आहे ʉणून डेʐा 1 ˢʙिवराम डेʐा 2 ǉा मालकीचा आहे ʉणजे डेʐा 1 हे डेʐा 2 ला r r 
एकŝप आहे ȑाचŮमाणे डेʐा दोन  ˢʙिवराम डेʐा Ūी चा आहे याचा अथŊ डेʐा दोन डेʐा तीन ला एकŝप आहे बरोबर r 
आमǉाकडे हे दोन आहेत तर आता हे काय ʉणते की हे दोघे एकũ आहेत ʉणून मी पिहʞाला एक ʉणू या आिण दुस̴ याला दोन या 
दोन एकũ आहेत ʉणून एक  आिण दोन सूिचत करतात की डेʐा वन डेʐा तीनशी एकŝप आहे ʉणजे याचा अथŊ असा होतो की जोडी
डेʐा एक ˢʙिवराम डेʐा तीन ǉा मालकीचा आहे ʉणून हा समतुʞ संबंध आहे आता Ȩा  आणखी एक तȖम उदाहरण r r s 
करा जे पुɎा युİƑिडयन समतल भूिमती िकंवा िȪिमतीय युİƑिडयन भूिमती वŝन येते ते सवŊ डेʐा समान असू Ȩा जसे की डेʐा हा 
िȪिमतीय िũकोण आहे िकंवा दोन मȯे िũकोण आहे.r 
  िȪिमतीय िũकोण दंड आता ला ȑा सवŊ डेʐा 1 ˢʙिवराम डेʐा 2 ʉणून Ţॉस मȯे पįरभािषत कŝ या अटीसह की डेʐा 1 r a 
डेʐा दोन सारखा आहे आिण िũकोण डेʐा एक िũकोण डेʐा दोन सारखा आहे आता तो समान पुरावा आहे आʉी मागील 
उदाहरणासाठी जे केले ते दाखवू शकते की हा समतुʞ संबंध आहे, समान पुरावा आहे िकंवा मागील उदाहरणाŮमाणे मागील r 
उदाहरणाŮमाणेच पȠत आहे, आता आपण आणखी एक उदाहरण कŝ या अटीसह सवŊ समान İˌɐ कŝया.
 की हा एक मयाŊिदत संच आहे ही İˌɐ मȯे सवŊ संच आहेत जे फƅ मयाŊिदत संच आहेत ʉणून İˌɐवर ची ʩाƥा a a r 
खालीलŮमाणे करा ʉणजे जोडी वर येईल ˢʙिवराम ǉा मालकीचा असेल तर aa a b r 

मधील घटकांची संƥा  घटकांǉा संƥेǉा बरोबरीचा असेल तर सेट सैȠांितक ˢŝपात ȑा सवŊ जोǰांǉा समान आʉी ai s r 
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सȑािपत करतो की हा समतुʞ संबंध आहे Ůथम समिमतीय आहे ʉणून ˢʙिवराम भांडवल चा आहे याचा अथŊ काय आहेr r b r 
याचा अथŊ ǉा घटकांची संƥा ǉा घटकांǉा संƥेएवढी आहे असे ʉणǻासारखे आहे आिण  हे ǉा घटकांची संƥा a b b ea 
ǉा घटकांǉा संƥेइतके आहे असे ʉणǻासारखे आहे आिण याचा अथŊ असा आहे की जोडी ˢʙिवराम हा आहे आिण b a r 
ʉणून हे असे ʉणते की ʉणून आता दुस̴यासाठी समिमत आहे.r 

संŢामक आहे की नाही हे सȑािपत करǻासाठी संŢामक आहे की नाही हे सȑािपत करा ʉणून हा एक मयाŊिदत संच असू  r r a 
Ȩा ʉणून एक मयाŊिदत संच िदʞास आपʞाला मािहत आहे की ǉा घटकांची संƥा ǉा घटकांǉा संƥेइतकी आहे Ǜाचा अथŊ a a 
असा आहे की जोडी ˢʙिवराम आहे  एक आर ʉणून  įरɢेİƛʬ आहे आिण शेवटी a r 
ितसरा जोडी ˢʙिवराम ǉा मालकीची आहे आिण जोडी ˢʙिवराम ǉा मालकीची आहे आता जोडी a b r b c r a 
ˢʙिवराम ǉा मालकीचा आहे याचा अथŊ मधील घटकांची संƥा या संƥेइतकी आहे  मधील घटक ȑाचŮमाणे b r a b 
आपʞाकडे आहे की जोडी ˢʙिवराम मȯे आहे ʉणजे ǉा घटकांची संƥा ǉा घटकांǉा संƥेएवढी आहे हे एक b c r b c 
आिण दोन ʉणून िचɎांिकत कŝ या ʉणून एक आिण दोनने आपʞाकडे घटकांची संƥा आहे.

ǉा घटकांǉा संƥेǉा बरोबरीने हे दोɎी िमळून असे सूिचत करतात की संŢामक आहे ʉणून समिमतीय ŮितƗेपी आिण  c r r 
संŢमणाȏक आहे अशा Ůकारे समतुʞ संबंध आहे भूिमतीवŝन आणखी एक उदाहरण पुɎा कŝ या समतल दोन आिण वजा  r r 
मूळ मी फƅ िवमान दोन मधून मूळ काढत आहे Ǜाला सवŊसाधारणपणे पंƁर केलेले िवमान असे ʉणतात, r 
चला या पंƁर केलेʞा िवमानासह पंƁर केलेʞा िवमानाचा िवचार कŝ या खालीलŮमाणे ची ʩाƥा कŝ या, मी ʉणेन की r r 
जोडी एक एक दोन दोन शी संबंिधत आहे िकंवा जोडी एक एक ˢʙिवराम एक दोन ˢʙिवराम x y  i  s x y x x y x 

दोन संबंिधत आहे जो एक Ţॉस आहे जर मȯे शूɊ नसलेला ˋेलर लॅɾडा अİˑȕात y r 
असेल तर एक ˢʙिवराम असेल  दोन ˢʙिवराम दोन आता हे x y one is equal to lambda times x y r 
समतुʞ संबंध आहे याची पडताळणी कŝ या ʉणून Ůथम एक Ȩा एक ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम दोनx y x y 
हे भांडवल चे आहेत याचा अथŊ असा होतो की तेथे शूɊ नसलेले वाˑव आहे  वाˑिवक संƥा जसे की एक ˢʙिवराम एक r x y 
लॅɾडा गुणा समान आहे दोन ˢʙिवराम दोन आता लॅɾडा नॉनिझरो असʞाने लॅɾडा इ̢ʬटőबल आहे ʉणजे 1 बाय लॅɾडा x y 
अथŊ आहे ʉणून याचा अथŊ असा होतो की 1 बाय लॅɾडा गुणा ˢʙिवराम समान आहे ते ˢʙिवराम x 1 y 1 x 2 y 2.
 तर हे दोन ˢʙिवराम दोन समान आहे असे ʉणǻास समतुʞ आहे एक बाय लॅɾडा गुणा एक ˢʙिवराम एक ʉणजे x y x y 
ही जोडी दोन ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम एक हा एक आहे  ʉणून समिमत आहे आता हा x y x y r r r 
įरɢेİƛʬ आहे की नाही हे तपासूया  ʉणून आता एक ˢʙिवराम ǉा मालकीचा आहे हे आपʞाला मािहत आहे की x y one 
कोणȑाही एक ˢʙिवराम एक एक ˢʙिवराम एक एक गुिणले एक ˢʙिवराम ǉा समान आहे आिण x y x y x y one 
एक शूɊ नसलेला ˋेलर आहे Ǜाचा अथŊ असा आहे की  ही जोडी एक ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम एकx y x y 
हा आहे ʉणून ŮितƗेपी आहे आता शेवटी सȑािपत कŝ या की हा संŢामक आहे की ितसरा नाही [संगीत ] जोडी एक r r r x 
ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम दोन चे आहेत आिण जोǰा दोन ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम y x y  r x y x 
तीन ˢʙिवराम तीन ǉा आहेत आता जोडी एक ˢʙिवराम एक ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम दोन हे चे आहे y r x y x y r 
असे सूिचत करते की तेथे शूɊ नसलेली वाˑिवक संƥा आहे जसे की  जोडी एक ˢʙिवराम एक आहे लॅɾडा गुणा दोन x y x 
ˢʙिवराम दोन आता मी याला एक ʉणून कॉल कŝ या y 
ȑाचŮमाणे जोǰा दोन ˢʙिवराम दोन ˢʙिवराम तीन ˢʙिवराम तीन हे मȯे आहे याचा अथŊ असा आहे की x y x y r r 
मȯे शूɊ नसलेला ˋेलर बीटा अİˑȕात आहे 
ते दोन ˢʙिवराम दोन बीटा गुणा तीन ˢʙिवराम तीन आहे मी या समीकरणाला ʉणू दे  आता मी काय करणार x y x y tw o 
आहे की आʉाला जे हवे होते ते िमळवǻासाठी 
दोन एक ǉा जागी आपण कŝ या एक ˢʙिवराम एक हा लॅɾडा गुणा दोन ˢʙिवराम दोन आहे पण जेʬा मी n x y x y x 
दोन ची जागा घेतो तेʬा  ˢʙिवराम दोन मला लॅɾडा लॅɾडा गुिणले बीटा गुिणले तीन ˢʙिवराम िमळतात परंतु लॅɾडा y x y 3 
आिण बीटा दोɎी नॉन-िझरो įरअल नंबर आहेत जे सुचिवते की हा लॅɾडा बीटा एक शूɊ नसलेली वाˑिवक संƥा आहे 
जी जोडी एक ˢʙिवराम आिण एक ˢʙिवराम तीन ˢʙिवराम तीन हे मȯे आहे ʉणून संŢमणाȏक आहे अशा x x  y r r 
Ůकारे आʉी हे समिमतीय ŮितƗेपी आिण संŢमणाȏक आहे असे दाखवले आहेr 
 ȑामुळे हा समतुʞ संबंध आहे ʉणून पुढील वगाŊत आपण याचा पुरावा कŝ आिण या समतुʞ वगाōचे आणखी काही गुणधमŊ आिण  r 
नंतर 
धɊवाद फंƕन ʉणून ओळखʞा जाणा̴ या कʙनेची ʩाƥा करǻाचा Ůयȉ करेल Pru
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