
 िपछली कƗा मŐ छाũो ंका ˢागत करते हœ हमने संबंधो ंकी धारणा को देखा अब इस कƗा मŐ हम संबंधो ंके नए वगŊ का अȯयन करने जा 
रहे हœ िजसे िपछली कƗा मŐ तुʞता संबंध कहा जाता है जब हमने समाɑ िकया तो हमने उस धारणा को पįरभािषत िकया िजसे एक के 
ŝप मŐ जाना जाता है समिमत संबंध आइए हम एक ही पįरभाषा के साथ शुŝ करते हœ आइए हम एक समिमत संबंध की पįरभाषा के 
साथ शुŝ करते हœ मान लीिजए िक एक गैर-įरƅ सेट है और r 
को ˢयं से एक संबंध होने दŐ , हम कहते हœ िक असमिमत हœ यिद जोड़ी अगर जोड़ी एक अʙिवराम है  का संबंध से है िजसका अथŊb r 
है िवपरीत जोड़ी अʙिवराम भी मŐ है आइए हम उसी उदाहरण की भी समीƗा करŐ  जो हमने िपछली कƗा मŐ देखा था आइए b a r 
हम उसी उदाहरण को देखŐ जो हमारे पास एक दो तीन चार था और पांच वे सभी हœ  अʙिवराम एक Ţॉस से इस शतŊ के r x y a 
साथ िक और के बीच का अंतर एक िवषम संƥा है, हमने सेट ˙ʼ ŝप से िलखा है आइए हम इसे एक बार िफर से िलखते हœ x y r 

िफर से बराबर एक अʙिवराम दो अंतर को देखने के िलए िलखते हœ एक और दो के बीच एक है जो एक िवषम संƥा हैr r 
 इसिलए आपके पास एक दो अǅी तरह से एक अʙिवराम है एक अंतर शूɊ है
 इसिलए एक अʙिवराम एक Ůकट नही ंहोता है और एक अʙिवराम तीन अंतर दो एक अʙिवराम चार अंतर तीन है
 इसिलए यह एक Ůतीत होता है  अʙिवराम पांच Ůकट नही ंहोता है Ɛोिंक अंतर चार है अब दो अʙिवराम एक जो यहां है Ɛोिंक अंतर
एक दो अʙिवराम दो अंतर शूɊ दो अʙिवराम तीन अंतर एक दो अʙिवराम चार है यहां अंतर दो दो अʙिवराम पांच अंतर है  तीन 
अगले एक तीन अʙिवराम एक अंतर दो तीन अʙिवराम दो अंतर है एक तीन अʙिवराम चार और िफर तीन अʙिवराम पांच अंतर दो 
अब चार चार अʙिवराम पर जाएं एक अंतर तीन चार अʙिवराम दो अंतर दो चार है  अʙिवराम तीन चार अʙिवराम पाँच और िफर 
हमारे पास पाँच अʙिवराम होगें एक अंतर चार पाँच अʙिवराम दो और पाँच अʙिवराम चार ये के तȕ हœ यिद हम इस को देखŐ  r r 

यह ˙ʼ है िक एक बात जो नोट की जा सकती है, वह यह है िक जब भी कोई अʙिवराम जोड़ी होती है तो कोई भी नोिटस कर hi 
सकता है िक िवपरीत जोड़ी अʙिवराम भी है उदाहरण के िलए एक अʙिवराम दो है और इसी तरह दो अʙिवराम एक है इसी तरह b 
िफर अगला एक अʙिवराम चार है और आप देख सकते हœ िक एक अʙिवराम चार और साथ ही चार अʙिवराम एक है, इसी तरह एक
अʙिवराम दो और दो अʙिवराम एक दो अʙिवराम तीन तीन अʙिवराम दो अʙिवराम पांच पांच अʙिवराम दो चार अʙिवराम पांच
फी  अʙिवराम चार तो यह कहता है िक एक समिमत संबंध हैr 
 इसिलए एक समिमत संबंध है आइए हम एक और उदाहरण देखŐ मान लीिजए िक एक के बराबर है 2 3 4 5 और 6 वे सभी r r mn 
अʙिवराम हœ जो एक Ţॉस ए से İ̾थित के साथ हœ  िक को ठीक से िवभािजत करता है जो हमारे पास है, वे सभी जोड़े n m n 
अʙिवराम हœ जैसे िक िवभािजत अब हम सेट को ˙ʼ ŝप से िलखते हœ अब 1 िवभािजत 1n m r 
 इसिलए आपके पास यह 1 1 1 वाˑव मŐ सभी संƥाएं हœ,
 इसिलए हमारे पास होगा  एक के साथ जोड़ा जाता है  सभी एक चार एक पांच एक  अब दो के आगे जाकर आपने देखा है िक दो एक को
नही ंबİʋ दो को दो को िवभािजत करते हœ लेिकन यह तीन को िवभािजत नही ंकरता है लेिकन यह चार को िवभािजत करता है यह पांच 
को िवभािजत नही ंकरता है लेिकन छह को तीन के आगे िवभािजत नही ंकरता है  एक या दो लेिकन यह खुद को िवभािजत करता है तीन 
िवभाजन चार या पांच को िवभािजत नही ंकरता है बİʋ छह को िवभािजत करता है और िफर चार के िलए हमारे पास केवल एक चार 
अʙिवराम है और इसी तरह आपके पास चार अʙिवराम पांच और Ɨमा करŐ  आह पांच अʙिवराम पांच और छह अʙिवराम छह ये हœ  
चीजŐ जो आपके पास सही हœ ये तȕ हœ अब ȯान दŐ  िक आपके पास एक अʙिवराम दो है तो वह Ɛा है िक आपको ȯान देना होगा िक 
एक अʙिवराम दो आर से संबंिधत है लेिकन िवपरीत जोड़ी दो अʙिवराम एक आर से संबंिधत नही ंहै इसी तरह आपके पास यह है 
जोड़ी दो अʙिवराम छह यह एक है लेिकन िवपरीत जोड़ी छह अʙिवराम दो मŐ नही ंहैr r 
 इसिलए ये दो बातŐ कहती हœ िक वे कहते हœ िक एक समिमत संबंध नही ंहै या एक समिमत संबंध नही ंहै अब हम एक और उदाहरण r 
करते हœ एक समान होने दŐ   पर करने के िलए ई दो तीन चार पांच और मुझे एƛ कैिपटल एƛ चुनने दŐ  Ɛोिंक इसमŐ शािमल हœ,
 इसिलए यह एƛ पर एक संबंध आर को पįरभािषत करने के सभी सबसेट का सेट  है जैसे दो सबसेट एक अʙिवराम दो जोड़ी एक एक
 अʙिवराम दो यह मŐ है यिद कोई िकसी दो उपसमुǄय और के िलए दो मŐ समािहत है तो हम कहते हœ िक सेa r a1 a2 a1 a2 
संबंिधत है या युƵ अʙिवराम एक है यिद मŐ समािहत है तो कोई कर सकता है  िनɻिलİखत पर ȯान दŐ  िक a1 a2 r a1 a2 
िसंगलटन दो एक मŐ समािहत है और न केवल अɊ उपसमुǄय दो अʙिवराम तीन यह एक और मŐ भी समािहत है, यह नोिटस कर 
सकता है िक िसंगलटन दो दो अʙिवराम तीन मŐ समािहत है िजसका अथŊ है िक जोड़ी िसंगलटन दो अʙिवराम िसंगलटन दो तȕ  दो 
अʙिवराम तीन कहŐ यह जोड़ी एक आर सही है आपके पास आर मŐ सेट है लेिकन दूसरी ओर यह सच नही ंहै िक दो अʙिवराम तीन 
िसंगलटन दो मŐ िनिहत नही ंहœ Ɛोिंक दो अʙिवराम तीन मŐ दो तȕ हœ जबिक िसंगलटन दो को केवल िमला है  एक तȕ िजसका अथŊ है 
िक  िवपरीत जोड़ी दो अʙिवराम तीन अʙिवराम िसंगलटन दो यह से संबंिधत नही ंहैr 
 इसिलए समिमत नही ंहै अब आइए अगली अवधारणा पर चलते हœ एक और चीज को पįरभािषत करते हœ चलो एक गैर खाली सेट बनŐ r 
और r 
को ˢयं से एक संबंध होने दŐ  हम कहते हœ िक įरɢेİƃव है यिद युƵ एक अʙिवराम है, तो मŐ सभी के िलए से संबंिधत है r r r 
आइए हम अंितम उदाहरण देखŐ िक हमारे पास अंितम उदाहरण है हमारा सेट है एक दो तीन चार पांच है और का घात समुǄय हैa x 

हमने को जोड़े के ŝप मŐ पįरभािषत िकया है एक एक अʙिवराम एक दो के एक Ţॉस पावर सेट के पावर सेट मŐ इस शतŊ के  a r 
साथ िक एक दो मŐ समािहत है जो हम जानते हœ िक Ůȑेक सेट अपने आप मŐ िनिहत है और
 इसिलए यिद मŐ शािमल है, तो इसका अथŊ यह होगा िक जोड़ी कॉमा से संबंिधत है,b a b b r 
 इसिलए यह कहता है िक अʙिवराम से संबंिधत हैb b r 
 इसिलए įरɢेİƃव है अब हम उन उदाहरणो ंमŐ से एक पर वापस जाते हœ जो हमने िफर से िकया था हमारे पास हमारा था जैसे एक r 
दो तीन चार पांच और हमारा वो सभी कॉम है एक Ţॉस मŐ इस शतŊ के साथ िक अब को िवभािजत करता है इस r x a x y 
उदाहरण मŐ हमने िलखा है िक ˙ʼ ŝप से कुछ िमनट पहले Ɛा है, कोई यह देख सकता है िक कोई हमेशा एक दो को हमेशा r 

Pru
tor
@
IIT
K



िवभािजत करता है दो तीन हमेशा िवभािजत करता है तीन चार िवभािजत चार और इसी तरह अंत मŐ पांच िवभािजत करता है  पांच 
िजसका अथŊ है यह सब जोड़ी यह पूरी चीज यह सभी तȕ यह सेट आर मŐ िनिहत है िजसका अथŊ है िक आर įरɢेİƃव है आइए हम एक
और उदाहरण देखŐ आइए हम इसे एक दो तीन चार चुनŐ और िफर हम कहŐ िक आर बराबर है वे सभी अʙिवराम ऐसे हœ िक n m 
बराबर वगŊ पहली बात यह है िक आप देख सकते हœ िक जोड़ी एक अʙिवराम एक एक है Ɛोिंक एक िसफŊ  एक का वगŊ है लेिकनn r 
जोड़ी दो अʙिवराम दो से संबंिधत नही ंहै िजसका अथŊ है िक एक ही उदाहरण मŐ įरɢेİƃव नही ंहै, कोई िनɻिलİखत को भी r r  
नोिटस कर सकता है िक जोड़ी 2 कॉमा 4 आर से संबंिधत है लेिकन िवपरीत जोड़ी 4 कॉमा 2 आर से संबंिधत नही ंहै,
 इसिलए यह भी कहता है िक आर समिमत नही ंहै अब आइए हम चलते हœ  ई अगली पįरभाषा पर एक गैर खाली सेट होने दŐ  और r 
को ˢयं से एक संबंध होने दŐ , हम कहते हœ िक सकमŊक है यिद िनɻिलİखत जोड़े जब भी जोड़े अʙिवराम और अʙिवराम r a b b 

से संबंिधत है, िजसका अथŊ है िक ये  दो का एक साथ अथŊ यह होना चािहए िक जोड़ी अʙिवराम भी मŐ है हम दो जोड़े c r a c r 
चाहते हœ अʙिवराम और अʙिवराम ȯान दŐ  िक दूसरी जोड़ी का पहला तȕ पहली जोड़ी के दूसरे तȕ के समान है जब भीa b b c 
अʙिवराम और कॉमा सी आर मŐ हœ िजसका अथŊ यह होना चािहए िक जोड़ी ए कॉमा सी आर मŐ है तो हम कहते हœ िक ऐसा संबंधb b  
संŢमणीय संबंध है अब आइए उदाहरणो ंको देखŐ िक हमारे पास पहला उदाहरण था जो हमारे पास एक दो के बराबर है  तीन चार पांच 
और िफर वे सभी अʙिवराम और एक Ţॉस है , इस शतŊ के साथ िक को िवभािजत करता है, यही वह है िजसे हमने अब r n n m 
िनɻिलİखत नोिटस िकया था, आइए हम सेट को थोड़ा और बढ़ाएं तािक चीजŐ ˙ʼ हो जाएं आइए हम बढ़ाएं  सेट नोिटस िक 2 
अʙिवराम 4 यह एक r an .
 है  चार अʙिवराम आठ यह मŐ भी है िक दो अʙिवराम आठ भी सही मŐ है वाˑव मŐ जब भी d r i r n 

को िवभािजत करता है और को िवभािजत करता है, तो इन दो कथनो ंका अथŊ है िक को िवभािजत करता हैm m k n k 
 इसिलए संŢमणीय है अब आइए दूसरे को देखŐ  उदाहरण है िक हमारे पास कुछ ही िमनट पहले एक दो तीन चार पांच के बराबर था r 
और एƛ ए का पावर सेट है और आर उन सभी जोड़ो ंको एक कॉमा ए टू इन पी के एक Ţॉस पी के एक शतŊ के साथ है िक एक है एक 
दो मŐ िनिहत हमने देखा िक यह ŮितवतŊ है लेिकन समिमत नही ंहै आइए हम सȑािपत करŐ  िक यह सकमŊक है या नही,ं
 इसिलए मान लीिजए िक एक अʙिवराम एक दो से संबंिधत है और एक दो अʙिवराम एक तीन से संबंिधत है अब पहला एक r r 
एक अʙिवराम एक दो से संबंिधत है जो हमŐ बताता है िक मŐ िनिहत है दूसरा अʙिवराम से संबंिधत है जो हमŐr a1 a2 a2 a3 r 
बताता है िक मŐ समािहत हैa2 a3 
 इसिलए हमारे पास एक दो मŐ समािहत है और दूसरी ओर आपके पास दो िनिहत हœ  एक तीन मŐ इस Ůकार ये दो सİ̱ मलन एक साथ  एर
का ताȋयŊ है िक एक तीन मŐ समािहत है िजसका अथŊ है िक हमारे पास जोड़ी है एक एक अʙिवराम एक तीन आर से संबंिधत है
 इसिलए आर संŢमणीय है आइए हम एक और उदाहरण देखŐ जो हमने अभी कुछ िमनट पहले िकया था चलो  हमारे पास एक के ŝप मŐ
एक दो तीन चार पांच है और वे सभी अʙिवराम हœ , इस शतŊ के साथ िक और के बीच का अंतर एक िवषम संƥा है, अब r n n m 
मान लीिजए िक युƵ अʙिवराम मŐ है और अʙिवराम यह एक है अब हम और के बारे मŐ Ɛा कह सकते हœ, n m r m k r n k 
यही Ůʲ है तो आइए अब हम कुछ ऐसे उदाहरणो ंको देखŐ िजɎŐ हमने अब इस उदाहरण मŐ देखा है, हमारे पास एक अʙिवराम है दो 
Ɛा यह सच है िक हम यही चाहते थे  अʙिवराम मŐ और अʙिवराम मŐ यह दशाŊता है िक युƵ अʙिवराम n n r m k r n k r
मŐ है यह वही है जो हम अब चाहते थे हम जानते हœ िक अʙिवराम एक अʙिवराम दो मŐ है और दो अʙिवराम तीन यह मŐ है n r r 
Ɛोिंक एक और दो का अंतर एक है और दो और तीन का अंतर भी चालू है  ई लेिकन एक और तीन के बीच का अंतर दो है
 इसिलए यह आर से संबंिधत नही ंहै
 इसिलए आर संŢमणीय नही ंहै अब मुƥ बात पर चलते हœ िक हम मुƥ बात चाहते थे जैसा िक हमने शुŜआत मŐ उʟेख िकया था िक 
हम कहने जा रहे हœ तुʞता संबंध के ŝप मŐ Ɛा जाना जाता है के बारे मŐ 
एक गैर खाली सेट से एक संबंध खुद से एक तुʞता संबंध कहा जाता है यिद कोई įरɢेİƛव के िलए असमिमत है और अंत मŐ r rs 
हमारे पास सकमŊक है जब भी समिमत ŮितवतŊ और सकमŊक होता है तो हम कहते हœ िक ऐसा संबंध एक तुʞता संबंध है आइए rs r 
हम कुछ उदाहरणो ंको देखŐ आइए हम 
एक दो तीन चार पांच के बराबर देखŐ और िफर उन सभी अʙिवराम के ŝप मŐ इस शतŊ के साथ िक को िवभािजत करता हैr n n m 
यह Ɛा है िक हम जानते हœ िक हमने Ɛा िकया है  वाˑव मŐ पाया गया िक समिमत नही ंहैr 
 इसिलए िफर से ŮितवतŊ है तीसरा सकमŊक है ये ऐसी चीजŐ हœ िजन पर हमने ȯान िदया हैr r 
 इसिलए पहला समिमत नही ंहै जो कहता है िक इसका मतलब है िक एक तुʞता संबंध नही ंहै, आइए हम इस अगले उदाहरण r r  
पर आगे बढ़ते हœ िक हमारे पास एक के ŝप मŐ एक दो तीन चार पांच और िफर एƛ के सभी उपसमुǄय के शİƅ सेट के ŝप मŐ था 
और िफर हम आर को जोड़े के ŝप मŐ पįरभािषत करते हœ एक अʙिवराम ए  दो और पा Ţॉस पा इस शतŊ के साथ िक एक एक दो मŐ 
समािहत है, हमने जो देखा वह यह है िक समिमत नही ंहै दूसरा कुआँ įरɢेİƃव है लेिकन सकमŊक नही ंहैr r r 
 इसिलए पहला एक इन तीन चीजो ंको एक साथ सकमŊक अिधकार हैr 
 इसिलए  पहला एक और दूसरा एक ये दोनो ंकहते हœ िक Ɨमा करŐ , पहला कहता है िक एक तुʞता संबंध नही ंहै, लेिकन अब Ůʲ यहr 
है िक Ɛा कोई संबंध मौजूद है जो एक तुʞता संबंध है हाँ आइए एक और उदाहरण करते हœ आइए हम को िनŝिपत करने पर z 
िवचार करŐ   सभी पूणाōको ंका समुǄय
 इसिलए को इस Ůकार पįरभािषत करŐ  पर संबंध को इस Ůकार पįरभािषत करŐ  , r z r 
इसिलए हम कहते हœ िक युƵ अʙिवराम से संबंिधत है यिद मॉǰूल 9 के सवाōगसम है, तो वह के सवाōगसमn m , r n, m n m 
है जो अंतर है।n 
  माइनस एम नौ से िवभाǛ यह अंतर अब तक िवभाǛ होना चािहए आइए देखŐ िक यह संबंध जो कुछ भी हमने पįरभािषत िकया हैis 
वह एक तुʞता संबंध है अब सबसे पहले आपको जो देखना होगा वह यह है िक यह समिमत है मान लीिजए अʙिवराम से संबंिधतn r 
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है िजसका अथŊ है िक वह Ɛा है  मोडुलो नौ के सवाōगसम है अथाŊत अंतर माइनस नौ से िवभाǛ है, जो हमŐ बताता है िक n, m n m 
एक पूणाōक मौजूद है जैसे िक माइनस गुणा नौ है तो हमारे पास जो है वह माइनस के बराबर है गुना नौ आइए हमk n m k n m k 

माइनस गुना नौ िलखŐ, िजसका अथŊ है िक घटा माइनस गुना नौ है, िजसका अथŊ है िक माइनस यह अंतर नौ n m, k m n k m n 
से िवभाǛ है, िजसका अथŊ है िक मोडुलो नौ के सवाōगसम है, m , n 
िजसका अथŊ है िक Ɛा है  िक हमारे पास युƵ है अʙिवराम एक हैm n r 
 इसिलए समिमत है अब दूसरा आइए हम सȑािपत करŐ  िक ˢतुʞ है या नही ंr r 
 इसिलए को से संबंिधत होने दŐ  तो ȯान दŐ  िक घटा है िजसे मœ इसे 0 के ŝप मŐ भी िलख सकता šं  बार 9 तो इसका n z n n 0 
मतलब है िक मॉǰूलो नौ के अनुŝप है, n, n 
िजसका अथŊ है िक जोड़ी अʙिवराम मŐ है जो िक है, अब हम सȑािपत करते हœ िक सकमŊक है या नही,ं माना n n r r r n 
अʙिवराम से संबंिधत है और अʙिवराम से संबंिधत है  पंूजी तो अʙिवराम जोड़ी अʙिवराम पंूजी से r m r r n n m r 
संबंिधत है जो कहता है िक इसका अथŊ है िक ऋण है, मॉǰूल नौ के अनुŝप है िजसका अथŊ है िक घटा n m, n m n m 
नौ से िवभाǛ है िजसका अथŊ है िक एक पूणाōक मौजूद है  मŐ एक पूणाōक मौजूद है, जैसे िक घटा गुना नौ है, इस k z k n m, k 
समीकरण को एक के ŝप मŐ कहते हœ , दूसरी ओर जो हमारे पास है वह यह है िक जोड़ी अʙिवराम पंूजी मŐ है िजसका अथŊ है m r r 
िक यह कहने के बराबर है एम आर मॉǰूलो नौ के अनुŝप है जो यह कहने के बराबर है िक अंतर एम माइनस आर नौ से िवभाǛ है 
िजसका अथŊ है िक एक पूणाōक पीएनज़ मौजूद है जैसे िक अंतर एम माइनस आर फॉमŊ का है पी गुणा नौ जुमाŊना अब वह Ɛा है  हम 
चाहते थे िक ई जोड़ी एन माइनस आर Ɛा अंतर एन माइनस आर नौ के अनुŝप है या नही ंया यह नौ से िवभाǛ है या नही,ं जो हम 
चाहते थे वह है हम अंितम समीकरण को दो कहते हœ Ɛा है िक हमारे पास माइनस एम है  के बराबर नौ और ऋण कुछ n k m r s
गुणा नौ गुणा नौ के बराबर है वाˑव मŐ ये दो चीजŐ हœ जो हमŐ अब ठीक थी ंइन दो चीजो ंके साथ आइए हम ऋण की गणना p n r 
करने का Ůयास करŐ  
जो घटा के बराबर है  ɘस एम माइनस आर बराबर मुझे पहली दो चीजो ंको एक Űैकेट मŐ और दूसरी और तीसरी को दूसरे Űैकेट n m 
मŐ रखने के िलए मœ पहले वाले के िलए एम जोड़ और घटा रहा šं हमारे पास एन माइनस एम है जो िक के गुणा नौ ɘस एम माइनस है  r
जो िक गुना नौ है जो जमा गुणा नौ के बराबर है, अब एक पूणाōक है और भी एक पूणाōक हैp k p k p 
 इसिलए जमा एक पूणाōक है तो मœ यह कहना चाšंगा िक जमा एक पूणाōक हैpk p k p 
 इसिलए घटा जो जमा गुणा नौ के बराबर है िजसका अथŊ जमा और उसके बाद पूणाōक है इसका मतलब है िक n r  k p k b n 
माइनस से िवभाǛ है, जो है, मॉǰूल 9 के सवाōगसम है, िजसका अथŊ है िक जोड़ी कॉमा कैिपटल से संबंिधत है,r, 9 n r n r r 
 इसिलए हमने िदखाया है िक एक समिमत įरɢेİƛव और एक सकमŊक संबंध है।r 

 इसिलए एक तुʞता संबंध है और अब हम एक और उदाहरण करते हœ, यह उदाहरण Ǜािमित से संबंिधत है, आइए उन सभी r 
डेʐाओ ंका संŤह करŐ  तािक डेʐा एक दो हो जो या दो आयामी मŐ एक िũभुज हो  िũभुज ठीक है जो आपके पास आर दो मŐ एक r 
िũभुज है अब हम उन सभी डेʐा के बराबर आरआर पर एक संबंध पįरभािषत करते हœ एक 
डेʐा एक अʙिवराम डेʐा दो की तुलना Ţॉस ए मŐ इस शतŊ के साथ करते हœ िक डेʐा एक डेʐा के अनुŝप है यह ˙ʼ है  हमारी 
Ůाथिमक कƗाएं िक पहली बात यह है िक समिमत Ɛो ंहै यह समिमत Ɛो ंहै हम जो जानते हœ वह यह है िक यिद डेʐा एक यिद r 
िũभुज डेʐा एक 
डेʐा दो मŐ जाने के िलए सवाōगसम है, िजसका अथŊ है िक डेʐा दो के अनुŝप है  एकde lta 
 इसिलए वाˑव मŐ ये दोनो ंसमान हœ
 इसिलए समिमत हœ और इसी तरह Ůȑेक िũभुज अपने आप मŐ सवाōगसम है Ůȑेक िũभुज ˢयं के अनुŝप है िजसका अथŊ है िक जो r 
अब įरɢेİƛव है तीसरा एक टŌ ांिजिटिवटी मान लीिजए िक डेʐा एक अʙिवराम डेʐा दो और डेʐा दो से संबंिधत है  अʙिवराम r 
डेʐा तीन यह जोड़ी भी एक आर है जो हमŐ िदखाना होगा िक डेʐा 1 डेʐा 3 आर से संबंिधत है
 इसिलए डेʐा 1 अʙिवराम डेʐा 2 आर से संबंिधत है िजसका अथŊ है िक डेʐा 1 डेʐा दो के अनुŝप है इसी तरह एक डेʐा दो  
अʙिवराम डेʐा तीन का ताȋयŊ है डेʐा दो डेʐा तीन के अनुŝप है, हमारे पास ये दो हœ तो अब यह Ɛा कहता है िक ये दोनो ंएक r 
साथ हœ तो मुझे पहले वाले को एक और दूसरे मŐ दो इन दोनो ंको एक साथ कहते हœ तो एक  और दो का अथŊ है िक डेʐा एक डेʐा तीन 
के सवाōगसम है तो इसका अथŊ है िक जोड़ी डेʐा एक अʙिवराम डेʐा तीन से संबंिधत हैr 
 इसिलए एक तुʞता संबंध है अब चलो  एक और समान उदाहरण करते हœ जो िफर से यूİƑिडयन िवमान की Ǜािमित या दो r 
आयामी यूİƑिडयन Ǜािमित से आता है, उन सभी डेʐा को समान सेट करŐ  जैसे िक डेʐा एक दो आयामी िũकोण या आर दो मŐ एक 
िũकोण है जो आपके पास है  एक दो आयामी िũभुज ठीक अब को उन सभी डेʐा 1 अʙिवराम डेʐा 2 के ŝप मŐ पįरभािषत करताr 
है जो एक Ţॉस मŐ इस शतŊ के साथ है िक डेʐा 1 डेʐा दो के समान है िũभुज डेʐा एक िũभुज डेʐा दो के समान है अब यह एक ही 
Ůमाण है िपछले एक के िलए हमने जो िकया वह िदखा सकता है िक एक तुʞता संबंध है, ठीक उसी Ůमाण या िपछले उदाहरण के r 
समान िविध है जैसा िक िपछले उदाहरण मŐ है, अब हम एक और उदाहरण करते हœ, İˌɐ को उन सभी के बराबर होने दŐ , जैसे िक शतŊ 
के साथ  िक एक पįरिमत समुǄय है, इस िलिप मŐ सभी समुǄय हœ जो केवल पįरिमत समुǄय हœa 
 इसिलए को İˌɐ पर इस Ůकार पįरभािषत करŐ  तािक जोड़ी ऊपर आ जाए अʙिवराम से संबंिधत है यिद मŐ r a a a b r ai 
तȕो ंकी संƥा है सेट Țोरेिटक फॉमŊ मŐ लौटने वाले तȕो ंकी संƥा के बराबर उन सभी युƵो ंके बराबर अʙिवराम İˌɐs r a b 
मŐ एक Ţॉस İˌɐ इस शतŊ के साथ िक मŐ तȕो ंकी संƥा मŐ तȕो ंकी संƥा के बराबर है अब चलो  हम सȑािपत करते हœ िकa a b 
यह एक तुʞता संबंध है, पहले एक समिमत है,r r 
 इसिलए मान लŐ िक अʙिवराम पंूजी से संबंिधत है, इसका Ɛा अथŊ है पįरभाषा से यह कहने के समान है िक के तȕो ंकी b r a 
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संƥा के तȕो ंकी संƥा के बराबर है और  यह कहने के बराबर है िक बी के तȕो ंकी संƥा ई के तȕो ंकी संƥा के बराबर है और b 
इसका मतलब यह है िक जोड़ी बी कॉमा ए एक आर है और
 इसिलए यह कहता है िक आर अब दूसरे के िलए समिमत है आइए हम  सȑािपत करŐ  िक Ɛा सकमŊक है यह सȑािपत करने के r 
िलए िक Ɛा सकमŊक हैr 
 इसिलए मान लीिजए िक एक पįरिमत समुǄय है
 इसिलए एक पįरिमत समुǄय िदया गया है, हम जानते हœ िक के तȕो ंकी संƥा के तȕो ंकी संƥा के बराबर है, िजसका अथŊ है a a 
िक युƵ एक अʙिवराम है  एक आर
 इसिलए  आर įरɢेİƃव है और अंत मŐ तीसरा एक जोड़ी को कॉमा बी को आर से संबंिधत है और जोड़ी बी कॉमा सी को आर से 
संबंिधत है अब जोड़ी ए कॉमा बी आर से संबंिधत है िजसका अथŊ है िक ए मŐ तȕो ंकी संƥा के बराबर है  बी मŐ तȕ इसी तरह हमारे पास
यह है िक जोड़ी बी कॉमा सी आर मŐ है िजसका अथŊ है िक बी के तȕो ंकी संƥा सी के तȕो ंकी संƥा के बराबर है, इɎŐ एक और दो के
ŝप मŐ िचि˥त करते हœ
 इसिलए एक और दो से हमारे पास तȕो ंकी संƥा होती है के तȕो ंकी संƥा के बराबर है,c 
 इसिलए इन दोनो ंका एक साथ अथŊ है िक सकमŊक हैr 
 इसिलए समिमत ŮितवतŊ और संŢमणीय है, इस Ůकार एक तुʞता संबंध है आइए हम Ǜािमित से एक और उदाहरण िफर से r r 
करŐ  , समतल दो और ऋण के बराबर होने दŐ   मूल मœ िसफŊ  िवमान दो से मूल को हटा रहा šं िजसे सामाɊ ŝप से पंचर िवमान r r 
कहा जाता है आइए हम इस पंचर वाले िवमान के साथ पंचर िवमान पर िवचार करŐ  आइए हम को इस Ůकार पįरभािषत करŐ  r r 
बराबर मœ कšंगा िक जोड़ी एक एक मœ  दो दो से संबंिधत है या जोड़ी एक एक अʙिवराम एक दो x y  s x y x x y x 
अʙिवराम से संबंिधत है दो संबंिधत हœ जो एक Ţॉस है यिद शतŊ यह है िक मŐ एक गैर शूɊ ˋेलर लै̱̭डा मौजूद है y a r 
जैसे िक एक अʙिवराम  एक लै̱̭डा समय के बराबर है दो अʙिवराम दो अब सȑािपत करते हœ िक यह एक तुʞता x y x y r 
संबंध है
 इसिलए पहले एक एक अʙिवराम एक अʙिवराम दो अʙिवराम दो पंूजी से संबंिधत हœ, िजसका अथŊ है िक एक गैर x y x y r 
शूɊ वाˑिवक मौजूद है  वाˑिवक संƥा जैसे िक एक अʙिवराम एक लै̱̭डा गुणा दो अʙिवराम दो के बराबर है अब x y x y 
चंूिक लै̱̭डा गैर-शूɊ है लै̱̭डा उलटा है िजसका अथŊ है िक लै̱̭डा Ȫारा 1 समझ मŐ आता है
 इसिलए इसका अथŊ है िक 1 लै̱̭डा गुणा अʙिवराम बराबर है से अʙिवराम x 1 y 1 x 2 y 2.
 तो यह कहने के बराबर है िक दो अʙिवराम दो बराबर एक बटा लै̱̭डा गुणा एक अʙिवराम एक है िजसका अथŊ है िक x y x y 
यह जोड़ी दो अʙिवराम दो अʙिवराम एक अʙिवराम एक यह एक है  x y x y r
 इसिलए समिमत है अब हम सȑािपत करते हœ िक यह ˢतुʞ है या  ऐसा नही ंहोने दŐ  एक अʙिवराम एक अब एक से r r x y 
संबंिधत है जो हम जानते हœ िक िकसी भी एक अʙिवराम एक एक अʙिवराम के िलए एक गुणा एक अʙिवराम x y x y x y 
एक के बराबर होता है और चंूिक एक एक गैर शूɊ अिदश है िजसका अथŊ है िक  यह जोड़ी एक अʙिवराम एक अʙिवराम x y x 
एक अʙिवराम एक यह एक हैy r 
 इसिलए ŮितवतŊ है अब अंत मŐ सȑािपत करता है िक यह सकमŊक है या तीसरा नही ं[संगीत ] जोड़े एक अʙिवराम एक r r x y 
अʙिवराम दो अʙिवराम दो से संबंिधत हœ और जोड़े दो अʙिवराम दो अʙिवराम तीन अʙिवराम तीन सेx y  r x y x y r 
संबंिधत हœ अब जोड़ी एक अʙिवराम एक अʙिवराम दो अʙिवराम दो यह से संबंिधत है, इसका अथŊ है िक एक गैर x y x y r 
शूɊ वाˑिवक संƥा मौजूद है जैसे िक  जोड़ी एक अʙिवराम एक लै̱̭डा बार दो अʙिवराम दो है मुझे इसे एक के ŝप x y x y 
मŐ कॉल करने दŐ , इसी तरह जोड़े दो अʙिवराम दो अʙिवराम तीन अʙिवराम तीन यह मŐ है इसका अथŊ है िक मŐ x y x y r r 
एक गैर शूɊ ˋेलर बीटा मौजूद है 
जैसे  िक दो अʙिवराम दो बीटा गुणा तीन अʙिवराम तीन है मुझे इस समीकरण को x y x y tw .
 कहते हœ  ओ अब मœ जो करने जा रहा šं वह है िक हम जो चाहते हœ उसे Ůाɑ करने के िलए दो मŐ एक को Ůित̾थािपत करŐ  हमŐ 
दो एन एक को Ůित̾थािपत करने पर हमŐ एƛ एक कॉमा वाई एक िमलता है यह लै̱̭डा टाइʈ एƛ दो कॉमा वाई दो है लेिकन िफर 
जब मœ एƛ दो के िलए ̾थानापɄ करता šं  अʙिवराम दो मुझे लै̱̭डा लै̱̭डा बार बीटा बार तीन अʙिवराम िमलता है, y x y 3 
लेिकन चंूिक लै̱̭डा और बीटा दोनो ंगैर-शूɊ वाˑिवक संƥाएं हœ, िजसका अथŊ है िक यह लै̱̭डा बीटा एक गैर-शूɊ वाˑिवक संƥा है
िजसका अथŊ है िक जोड़ी एक अʙिवराम एक अʙिवराम तीन अʙिवराम तीन यह मŐ हैx y x  y r 
 इसिलए सकमŊक है इस Ůकार हमने िदखाया है िक समिमत ŮितवतŊ और सकमŊक है इस Ůकार एक तुʞता संबंध हैr r r 
 इसिलए अगली कƗा मŐ हम इसका Ůमाण करŐ गे और इस तुʞता वगŘ के कुछ और गुण और  िफर उस धारणा को पįरभािषत करने का 
Ůयास करŐ गे िजसे फ़ंƕन के ŝप मŐ जाना जाता है धɊवाद Pru
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