
छࣃ  గత ޳࢑ङ ࡔڒ అంశం ܽߝ ڕबలࡏ दࣄయߤ ఉతओ ࡎڒ టऱ࣊ ݡంࡓ ࠭࠲ ల߯߄సంబం ࠾ࡍమ ࡱफޔ दࣄయߤ 
ఉతओ ఆర ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ ,ంۧ࠭ࠚరంߦऴ ޜफޒ न࡛  టऱ࣊ ݡంࡓ ࠾ࡍంۧ࠭ మࠚరంߦऴ ޜన జతలࣄۯ 
ࡓڒ दࣄయߤ ఉతओ కएࡅ फޒ  ࠙వనߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ ఈ ఆర न࡛  జతలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ  ۨవర࠭࠲ ڴ 
ࡓڒ టऱ࣊ ݡంࡓ दࣄయߤ ఉతओ కएࡅ టऱ࣊ ࡏంۧ࠭, ఒకڵ࠭ ޜफޒ ࡎڒ  दࣄయߤ ఉతओ రछߖ ݞږ ߖफޒ ۨంచవ۪ऐ ,n 
ङߕఈ ఉప ߗڒ క ఉనऒߘࢗ లࣃ  ఉ޻भశङ ం అ޶ڒ ޴, ఇߩओ ऒߖڜࡍమనం మ ݡ  ఉ޳హరణలޜ ࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం, 
మనం ఒక ఉ޳హరణ ޳ࡶ సమసङ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ࠭ .
 ఒకܽ ࡓంࠉ ݡ࠮ ݡ ఈకछ ఈకछ ࣄ ࠾ࡍమ ࡛ࠂ ޓऴ ࡽ దట࠴ ߘల ݋࣊ ޴ంړఇ ఈ ऴ ࣒ڒऴ    ࡏఆ ࢟ࠀ ࡛ࠂ ܿ ࡽ
కھߘం޳ం, మనڕ ఇవछ బݟన޴ ఒకܽ ࡓంࠉ ݡ࠮ ݡ అߖ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ మ6 ࠾ࡍ.b 3 4 c 4 5 
మధङ ࢐ܽ  ޴లకం ఉంܿం࠮ రణ߄ࣃ ޜ బܽद ఖండనڒ   సڴࡍठ ओߩబܽद ఖండన ఇڒ 4   వలం b c b cښ ݡ
ఆర ݟంߘ ఖండన ࠾ࡍమ ޴ߝఖండన అ ࣒ڒऴ ࣒ڒऴ ࠲ऴతࠪ ڷࡱߕ न࡛  ba b c a b c ࡱన జంటݟయబۯ 
వ۪ऐڒ  ऴ޳ࡶ ࣒ڒ ऴ࣒ڒ ఖండన ࡹ ఆర न࡛  లకం c b b c a࠮ దܽ࠴  లకం࠮ దܽ࠴ ݟంߘ న జతࣄۯ 
 b c ڷࡱߕ లకం ఒక࠮ దܽ࠴ బܽदڒ ࡯ݞఉం ݟంߘ లకం ఖండన࠮ ండవࡓ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ݟంߘ
మ࠾ࡍ ఖండన ࠮ ࡔ࢘ ࡹలకం ڒ ޶ࡶబܽद ࡓంڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ ఇ޴ ऴ࣒ڒ ఖండనb c b 

ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం  ऴړࡵ ߖࠉ ࣒ڒए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, అڒ ࠉ ޴బܽद 3 4 ڒబܽद 1 3 మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡛ࠂ c 
అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంࡓ ݡ࠮ ݡంݡ࠮ ݡ࠮ ڷࡱߕ ݡ మڷࡱߕ ݡ࠮ ࠾ࡍ ఇ޴ ऴࠉ ࣒ڒ ఇߩओ  ࠉ మనం ݡ
ऴړࡵ ߖࣄ ࣒ڒए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ࣾࠫంచంݟ ऴ࣒ڒ ఇ మ࠾ࡍ మనࣆࡱޘ ڕ  అం݄ ڷࡱߕ ఐ޶ ఆࡏ c 
 ࠪڒ ݡంࡓ ޶ఐ ࠪڒ ݡంࡓ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ ࡏఆ ࠪڒ ఒకܽ ޶ఐ ࠪڒ ఒకܽ ڷࡱߕ ࠪڒ ఒక ޴బܽद ఇڒ
ఆࠪڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ࡏ ఐ޶ మ࠾ࡍ ۨవ࠮ ࡍలకం ࠪڒ ݡ࠮ ఆࡏ ఇߩओ  ࠉ ࣒ڒऴ ݡ
ఇంట࡛ ࣊ ڔ दړࡵ ߖए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ऴޜࣄ ࣒ڒ మనం ऴڝ ࠉ ࣒ڒసం ऴࣄ࢐న ڵࡍޒ ࡏࠬ ߖ࢐ܽ ۫࣋फ , ݡ࠮
झ݋ం࠱࡯ఎ ߖࡹ ࠹ర߷ ߝఅ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࡓ ڷࡱߕ ࠪڒ ఒక ڷࡱߕ ࠪڒ  ఒకܽ ࡓ ڷࡱߕ ࠪڒంࠪڒ ݡ
ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ ߖఅ ఇ࢑ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ .
 ऴࠉ ࣒ڒ మ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ ఇ ࡓంݟంܽ߄ࣃ ڔరణ࠳న అంࡱࢡ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇښ ࢑వలం ࠮ ݡ࠮లࡱڒ 
ࠪऴత࠲ ఇߩओ ऒߖ࢐సफ࢐ ޴ంړ ݡ  గమߖంచంݟ ऴࠉ ࣒ڒ ఖండన ऴޜࣄ ࣒ڒ ऴࠉ ࣒ڒ ఖండనڕ సࠪనం, c 
మనం ࠮డవ޳ۯ ޴भ ం  ఒకܽ మనం ऴߖ࠿ ࠉ ࣒ڒయړࡵ ߖࣄ ߤए ంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఇవछ బݟన 
ఇవछ ڕమన ࠾ࡍమ 4 ࠾ࡍమ 3 ࠉ బݟన 5 4 ࣄ మ6 ࠾ࡍ.
ఇవछ ڕࠪ  ఏ ࠾ࡍమ ޴నࡕస 6 ࠾ࡍమ 5 4 3 ࣄ ߤయߖ࠿ ࠉ బܽदڒ  బݟనښ ޴వలం ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ 
ఆర ޴ంړऴ ࣄ ߤయߖ࠿ ࠉ ࣒ڒబܽद ऴڒ न࡛  ࠪڒ ఒక ڷࡱߕ ࠪڒ ఒక ݡ࠮ ࠪڒ సࠪనం ఒక ڕన జతలࣄۯ 
ఐ޶ ఒక ࠪڒ ఆࡓ ࡏంࡓ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡంࠪڒ ݡ ఐࡓ ޶ంࠪڒ ݡ ఆࠪڒ ݡ࠮ ࡏ 
 ڔࡍమనంద ڴࠈ ࡮ۧ ࡏఆ ࠪڒ  ݡ࠮ ڕవరۨ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠪڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ  ࠪڒ ݡ࠮ ݡ࠮
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹࠉ ࣒ڒऴ ,ࣆࡱޘ  ఒక సమయ࠭࠮ ࡹలڒల సంఖङ ओߩఇ ,ߖందޔࡏࠪ ڴ b ߖࡹ ݡ
ల సంఖङڒల࠮ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ߤయߖ࠿ ࠾ࡍమ ݡ࠮   b cc b ߤయߖ࠿ ࣒ڒబܽद ऴڒ ڷࡱߕ 

ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ ࠾ࡍమ 12 ޴అ ,޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ ړ4   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 c
ऒߖڒల࠮ ఏ ࠭࠲ బܽदڒ ओࡹڝ  ओߩఇ ࣄ ߤయߖ࠿ ࠉ ࣒ڒऴ  ޶ࡶ  ߖࣄ ࣒ڒऴ ࠉ ࠾ࡍమ ࠉ ࣒ڒऴ ݡ
एړࡵ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ఆ߯ ߖ࠿ࡎయߤ ऴࠉ ࣒ڒ అڕࣆޓ ߖం޳ం ࢐సफړߖ࢐ ఈ ࡓం࢑ ݡషࡱ࠻ మనం 
ओߩనࣄۯ ޴ండవࡓ ޳ࡶ ޴దܽ࠴ एړࡵ ڴ޶ం࠭ ݡ ంచబݞन  a  baڕఇంత ࣄ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ࠉ ࣒ڒబܽद ऴڒ ࠼
࠭ంړࡵ ޶ए ంచబݟందߦۮ ߘߝ ߖफ  ,ߘ
ఇߩओ  ం޳ంڕࣆޓ ߖ ߤయߖ࠿ మనం ఆ ݡ
ऴ࣒ڒ ऴݟږ ޜࠉ ࣒ڒన ऴߖ࠿ ࠉ ࣒ڒయࡹ ߤ ఒకܽ ݡ࠮ ఒకܽ ࡓ ڷࡱߕంݡ࠮ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ EA 
ఇపओ ࠭࠲ కܽࡖమ ޴ఉంܿం ࣄ ࣒ڒऴ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ࠮ ఇۨऐ ڵࡍޒ ښܽ న ఒక ڷࡱߕ 
కڵ࡯ ఉం޴ మࡖకܽ ఒకܽ ఐ޶ ఒకܽ ڡࣄझ  మ࠾ࡍ తࡓ ޴ޒ࢐ࡏం࠭࠲ ڷࡱߕ ݡ ఇపओ వ ڵࡍޒ ښܽ ऐۧ ࠭ 
ఇపओ ڷࡱߕ ݡ࠮ ࡏఆ ݡంࡓ ޶ఐ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ వۧऐ ڵࡍޒ ښܽ  ޶ఐ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ࠼
మݡ࠮ ࠾ࡍ ఆࡏ ఉంܼ࠼ ఇߩओ   a aࠉ ࣒ڒऴ ࣄ ߤయߖ࠿ ࠉ ࣒ڒऴ ݟంచంߖగమ ߖ࢐ܽ ޴ంړऱ ఈ ऴࢁమ ݡ
ओߩసࠪనం ఇ ړࣄ ࣒ڒऴ ߤయߖ࠿ సమసङ ࡗమనం మ ݡ भ޳ۯ హరణ޳ఉ ޳ࡶ  ం ڒబܽद మ࠾ࡍ లڕp ab c 
సࠪనం ޳ۯभ ం ڒబܽद ߘ ߖ޵ం݋࣊ ݟ ऴߧ ࣒ڒ ऴߖߧ ࣒ڒ ఏరओ भ޳ࡏ ం  అࡅ ޴ߝకए ࡔڒ  दࣄయߤ b p co p 
ఉతओ ऱ ఏరओࡏࣃݡ࠮ ߖफޒ  , ap cross p cross pp cross p cross p ޴ఇ ,޴फంࣆࡏ

ఆ߯ aaaaabaacabababbabcaca aebacc ࠾ࡍసࠪనం   మ ړ baababbacbbabbbbbcbca   
మ࠾ࡍ ۨవࡍ ఒక ఈ ࡔڒ दࣄయߤ ఉతओ  bcbbcccaacabcaccbacbb   cbcccaccb ccc p pړߧ ࣒ڒऴ ࣒ڒफ ऴޒ

फనऒࢂࢗ ऱܿ ࠬࡏ గమߖంచవ۪ऐ .
ల సంఖङڒల࠮ తफం࠴ ߖࡹ ࣒ڒऴ ࣒ڒబܽद ऴڒ    ఇߩओ ऒߖఈ అ ޴ంޔ࢓అ 27 ݡ  ࢑ష࠻లޜ p p p m 
అߘమࣆޒफం޴  ఇߩओ भࡿࢗ ړߖࢡఅం ࡍప޶ంۨన తࡍڷ ࢐ܽ ݦలవబߧ ߖఅ ߤషࡶࡍ ݡ నऒߖ ,࠭ ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ 
߷రߖڜ ߖࡹ ࠹ऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల ݋࣊  ࠭ ఆ ఆర न࡛  ࢐సफవ x y x y ޳ࡶ ࠾ࡍఅం݄ మ ࠪڒ న జతలࣄۯ 
సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ݢంࡓ ࡱ ए࣋ ޴࢑షయం ఉం కࡖమ ڕࠪ ࠾ࡍమ ࡱ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అߧ ߖలవబ޴ݦ x y 
ఒకܽ, ߖ ࠭࠲నऒ  కھߘనऒ కएࡅ టऱ࣊ ݡంࡓ ݋࣊ ఏࠫటం݄, ఈ ޴ ࡎڒ  दࣄయߤ ఉతओ  మన వదभ ޴ఇ , ޶ڒ फޒ
ఉనऒ కएࡅ ݡంࡓ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴  ఉపసࠫޒ అ࠼నపओ కएࡅ ޴ఇ ڔܽ  ఉపసࠫޒ .r r two 
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  ఇ޴ ఒక ڣࡔగށత వࣆफڕ࢓ ఉ޳హరణڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇ޴ వృతफం ఈ ࣊޶ڒ ݋, అޙ࠼ ఇ޴ ఆర न࡛ నࣄۯ 
జతలߘ కڵ࡯ ఉం޴, ఇ޴ 
ࡎڒ ల ݋࣊ ݡంࡓ दࣄయߤ ఉతओ ࡎڒ ల ݋࣊ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ फޒ दࣄయߤ ఉతओ  వలం ఒకښ ޴ఇ ߗڒ ޶ڒ फޒ
ఉతओ .࠲फ ࠪऴతޒ
ࡔڒ   दࣄయߤ ఉతओ కएࡅ ࣒ڒफ ऴޒ  ఉపసࠫڴࠈ ޒ మࡖక ࢑షయం ۫޳भ ం, ఒక ړం࢑ ޴షࠋࠈ ࠭ࡌ ࡱ࠻ r r 
ర࡛ࠪڕ ࣁ࠲ మࢢ ࠾ࡍవ కڵ࡯ ఉߕऒ రߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఇڜ ޴ంతమం޴ వङ ర߮ ޶फల ఐڕ ऱߘ కڵ࡯ 
ఉంܿం޴ .
  ऴړంࡏ߮ ޴ऱ లऀघ  మం܌ డࠋख  మ࠾ࡍ ఈ ݟ࠮ంܽࡏࠬ ߖ ఈ ݋࣊ ݡ࠮ ల ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ  फ, ఈ࣋۫ ߖफޒ
ޙࠉۮ ߘߝ ߗڒ ,޴ఉంܿం ݋࣊ నݟږ ޜలڒల࠮ ߘࣜ޴తफం ప࠴ ݡ࠮ ݟంߘ ޶ఐ ڕࠬ ࡹల ݋࣊ ݡంࡓ
ఒక మ࠾ࡍ మధङ  సంబంధం ఉందۮ ߖపओ ంݟ అޙ࠼ మ࠾ࡍ ఒక ࠮లకం ړ సంబం߅ంۨన޴ b a b b 
అࡅ ޙ࠼కए  ఒక ࠮లకం ఉ޳హరణڕ ۨనऒ కएࡅ   a a b ࡏ࢐ ޙ࠼అ ޴ంۨన߅సంబం ړ లకం࠮ 
࢑࢐హం ڕࣆۯం݄ మనం ߖߖ޵ ऴࣃ࢐भ ం, ఈ ऴړం࢑ ޴షࡱ࠻ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ రࣁ࠲ మࡓ ށండవ࠭ࡌ ޴ r 
మం܌ మ࠾ࡍ ۨవࠋࠈ ړࡍ లऀघ ऒߕఉ ࡮ఎ ࡱߘఈ ప ړߖ܉ߖ బܽदڒ ࠲జߖ  खࠋడ ࠾ࡍమ ࣁ࠲ర ࠼  ఇదभࡐ 
క࢑࢐ ࣄ࡯హం ߕڕࣆۯऒ ऒߕڕࣆۯ ࢑࢐హం ܌మం ࠾ࡍమ ࠭ࡌ ڴ࢑ధం ޻అ ,ࡏ  ࠋࠈ ޴ࡍవۨ ࠾ࡍమ ࡏ
మ࠾ࡍ లऀघ ऒߕڕࣆۯ ࢑࢐హం ࡏ࢐  టऱ మధङ࣊ ݡంࡓ ޳ࡶ ऱࡏ߮ లޑదం ݡంࡓ ڕమన ࡏ ల మధङڒల࠮   
ړఆస ڕࠪ జంట߯ ߝంత సంబంధం అవసరం అڜ फ ఉంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  అࡍڒ߅కంߖ ڴరछ చనంڴ ऴ޳ۯ ࡮࢐࣋भ ం 

మ࠾ࡍ ఏࡓ ߕ޼ం࢑ߖࡶ ࢁڣ ݡ  a b ets right 
ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  సంబంధం a b r 

అ޴ߝ ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए కएࡅ ࣒ڒऴ ޴ߝబܽद సంబంధం అڒ ޒఉపసࠫ ߖڒ ࢁڣ   బܽद b bڒ ޒఉపసࠫ ߖڒ ࢁڣ 
మధङ  ఎߖऒ  సంబంࣃ ࡱ߄ధङ మ࠼ޑ࢓ అ޴ߝ సహజ࠳న ऴపశऒ .a 

 
మ࠾ࡍ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ऴࡅ ࣒ڒకए  ల b bڒల࠮ 
సంఖङ కएࡅ , ల సంఖङڒల࠮  ల సంఖङڒల࠮ న࠳సࠪన ڕ  ల߯ b߄సంబం ڕమన ޙ࠼సࠪనం, అ ޜ
ఆసړ फ ఉనऒ ओߩ ړఆస ڕఅం݄ మన ݡ फ ఉంܿం޴ ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए  ఉపసࠫࡹޔऱ మధङ ࠾ࡍబܽद మڒ   b a b 
ఎߖऒ  సంబంࣃ ࡱ߄ధङ మ࠼ޑ࢓ అ޴ߝ సహజ࠳న ऴపశऒ   
, ఇతర ప޳లߦۮ ࡹओ లం݄ , ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए  ఎߖऒ  ఉపసࠫࣃ ࡱޔధङ మ࠼ޑ࢓ అ޴ߝ ఏ݋࣊ ߕ޼ b a 
ఏ݋࣊ ߖڒ ࢁڣ ߕ޼ అࣃ ޙ࠼ధङ మࡃङ  ఉపసࠫޔల సంఖङ కएࡅ  కएࡅ ࡱ ݋࣊  ࡍڒ  नߖܾ࡯ߕ a a 
శړ फవంతం ۯయడం ࠪࡏࠬ ߗڒ ,ࣆࡱޘ ࡮ۧ ڕ సంబంధం ࡅకए రछߖ  చߖߕऒ  ۫࣋फ అߖࡶ ࢁڣ ޴ 
ఉపసࠫߖ ڴޒరछ ۨంచబݟం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  అߖऒ  ఉపసࠫݞږ ࡱޔ కڵ࡯ ఉߕऒ యߖ ఎలऱߩओ  a ݢ
గమߖంۧ࡯.
ధङࣃ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ  ࣋ ࢁڣ  మࡃङ  ఉపసࠫޔల సంఖङ  ऴࡅ ࣒ڒకए ల సంఖङޔఉపసࠫ ߖڒ ࢁڣ   2 t b 
శړ फ ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए ࡍڒ  न࠳ ߖܾ࡯ߕన࣒ ఒకܽ ڒబܽद మ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ ల సంఖङ߄తफం సంబం࠴   b a b a 
కएࡅ ࡍڒ  नࡓ ړܾ࡯ߕంݡ శړ फ.
  ऴ࠳ ࠉ ࣒ڒన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇߖऒ  సంబంࣃ ړߖ܉ߖ ࡱ߄ధङ ठ వృతफంڴࡍస ߘహరణ޳దܽ ఉ࠴ బܽद మనంڒ ࠲
మࡓ ࠾ࡍండవ ఉ޳హరణ సహజంࣃ ڴధङ మࡃङ  ఉ޳హరణ ڒబܽद ఇదभࡏ వङ ङࡌ࠙ ࡱफڕ భర फڴࡱ ఉనऒ ओߩ  ݡ
సంబంధం కڵ࡯ ఉంܼࡏ.
 సంబం߄లڕ ఉ޳హరణࡱ ఇߩओ ऒߖڜࡍమనం మ ݡ  ఉ޳హరణలࡿࢗ ޜभ ం ఒకܽ ࡓంړࠉ ݡ࠮ ݡ సࠪనం 
అం݄ ࡓంړڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ సࠪనం ڒబܽद ࠴దట గమߖంచవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄, 
ऴࠉ ࣒ڒ అ޴ߝ ఒక మధङ   సంబంధం అߖ గమߖంచంݟ.
 
మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ సంబంߖ߄ऒ రछࣃ  ऴޒక సంబంధం అࣃࡱߧ ߖफ ࣊ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ړߖ࢐సफ࢐ ,ࡏ ऱܿ మ࠾ࡍb a 

ఒకܽ ఎలऱߩओ రछߖ ݢ ۨంచవ۪ऐ అర ࣒ڒబܽद ऴڒ  बవంతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలన ఇ޴  b b a cross
అ޴ߝ ఏࡓ ߕ޼ం݋࣊ ݡ లࣃ ڕరछ ऴޒక సంబంధం అࣃࡱߧ ߖफ వరझߖ࠿ ߖࠉ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ࡏ  b ba ࡽ

ओߩఇ ,ࡏఅంܼ ߤࠀ ߤషࡶࡍ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړహరణ޳ఉ ࡍవۨ ݡ ం , ఆ߯ మనం కڵ࡯ ఉనऒ ࢑ ఒకܽ ࡓంړݡ࠮ ݡ 
సࠪనం అ޳۫ ߖभ ం మ࠾ࡍ  మనࡓ ڕంڴڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఉం޴ సࡔ ఇߩओ  తफ సంబంధం bڜ మనం ఒక ݡ
 bڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡ࠮ ఒకܽ ݡంࡓ ఒకܽ ݟంచంࠫࣾ ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ࣒ڒऴ ޳ࡶ
కएࡅ  ఉపసࠫޜޒ రంڒ ݟబܽद ఇ޴ మనం ऴߖޒߦధङ ం వࣕంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం  ఈ ۨऴతపరం࠴ ڴదܽ 
వۧऐ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ࡹ ݋࣊ भࣃऴ࢐ ߖఅ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ޴ండవࡓ , ࠼ ం, 
ऒߖ޳దܽ࠴ भ޳۫  ం సంబంధం ࡅకए  ړంܽݟంࡓ బܽद ఒకܽڒ ݡంࡓ ࠾ࡍదܽ అంశం ఒకܽ మ࠴ 
సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद మనం  ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ࣊కߘల మధङ  ఒక ࠈణం ۨڣࡔऴߖޑऒ  ఒకܽ ݟయంڶ 
మڒ ݡ࠮ ࠾ࡍబܽद మనం మࢁऱ ఈࡍࣃ ఒకܽ ߘంߘ ݡ࠮ ݟంݡ࠮ ݟ వరڕ ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంߕ ݡలठవ 
ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐదవ ఒక ࡓ ݟڕ ڷࡱߕ ݡ࠮ండవ ఉ޳హరణࡿࢗ ڵࡍޒ ړभ ం ߮ర ऱ పరంڕࠪ ڴ 
హڕए  ఉంࡓ  ޴ండవ ఉ޳హరణߘ మࢁच भ޳۫  ం, ࠋࠈ ࠭ࡌ ࠭࠲ ర࡛ࠪڕ ࣁ࠲ మࢢ ࠾ࡍవڴ ఉߕऒ ࠭ 
లऀघ ࡹࠉ ݋࣊ ండవࡓ  మం܌ మ࠾ࡍ డࠋख  ఉߕऒ ఉనऒ ڕࠪ ࠾ࡍమ ࠼  సంబంధం రڒ ࣁ࠲మ మ࠭ࡌ ށ 
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మ లऀघڒ ࠋࠈ ࠾ࡍమ ܌మ మంڒ  ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ߖߖ޵ ݡ भ޳ ం ޳ࡶ ۨऴత࠳న ۨڣࡔऴతం 
పరంߖ޵ ڴऒ  మࢁऱ  ۨࣇంచంࠋࠈ ࠭ࡌ ݟ రࢢ ࡛ࠪڕ ࣁ࠲వ మڕࠪ ߩ࢙ࡗ లऀघ  మం܌ మ࠾ࡍ డࠋख  
ఉߕऒ ऒߕఉ ڵ࡯సంబంధం క ޜ܌మం ࠭ࡌ బܽदڒ ࠼ खࠋడ ࣁ࠲ర ࠾ࡍమ ݡ ऒߕఉ ڵ࡯సంబంధం క ޜ  ݡ
మ࠾ࡍ ۨవరࠋࠈ ڕ లऀघ ऒߕఉ ڵ࡯సంబంధం క ޜ  ండవࡓ ,ݟడం۫ ߘహరణల޳పܽ ఉߘ࠭ ࡏࠬ ݡ
ఉ޳హరణ࠭࠲ ࡹ కڵ࡯ ఉనऒ एڕత ࡮ۧ ࡹహరణ޳ండవ ఉࡓ , ݟడం۫ ߘహరణల޳ఉ ݡంࡓ  వ ࠮లࡱڒ
ࠪऴతࡓ ࠲ండవ ࣊ࡅ ݋కए ङࠪ ڕలڒల࠮  नݞయబۯ ߵ  ࠲ऴతࠪ ࡱڒల࠮ ݡ࠮ ߖࡹ ݋࣊ దܽ࠴ , ࠼
ङࠪ ޳ࡶ ݋࣊ ఒక ޳ࡶ కएࡅ  ంۨన࢑߅సంబం ڕలڒల࠮ ޳ࡶ నݟయబۯ ߵ  b 
ఒక ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 0 4 9 25 ړ సࠪన࠳న మࡖక ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం b 
ఐߤࢗ అ޴ߝ ࣋ए छ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ ऒߖ޵ మనం ݡ  ࢑సफࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం , ఆ߯ అߝ y x y 
ఆర ڕࠬ లకం࠮ न࡛ ఉనऒ ڵ࡯క ߘన జతࣄۯ  ओߩ డ࡮ऱ  y ޜలకం࠮ దܽ࠴ ޜޔలకం షర࠮ ండవࡓ 
సంబంధం కڵ࡯ ఉంݞల޳۫ ߖभ ం.

࣋ए छ घࠫޛ ࠪڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࡱࠪڒ ݡంࡓ అం݄ ࡯ݞఉం ࡹపంࡐ ࡛  ఇర࢙   x ࠪڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ޴
ఐ޶ ࠪऴత࠲ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ޶ఐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఈ ఒకܽ ,࠼  ڷࡱߕ 
घࠫޛ  ऱࢁమ ړߖݞంచۨࣇ ࡹపంࡐऴతۨ ߖఅ ޴ంۨన߅సంబం ڕڷࡱߕ ݡంࡓ ޶ఇర࢙ ఐ ࠾ࡍమ ޴
ऴపయޒऒ भ޳ ం.
घࠫޛ ޴ߝఅ ݡ࠮  ऒߖ޵ ࡏࠬ फతంࣆऴప ޴ంۨన߅సంబం ړ޶ఇర࢙ ఐ ޶ఐ ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړ޴  
۫࣋फ ۧߖڜ ࡮ऒ కएࡅ ࠲ऴతࠪ ࡱڒల࠮  ऒߖڜ  కएࡅ ࠲ऴతࠪ ࡱڒల࠮  ऒߖڜ  ङࠪ ڕలڒల࠮   a b ߵ
नݞయబۯ  ࠼
మڒ ࠾ࡍబܽद ࡅకए  అߖऒ ऒߖఅ ࡱڒల࠮   అంࢡలڕ ࠪङ కएࡅ బܽदڒ  ࢓యబడۯ ߵ ऒߖڜ   a b a 
అంࡱࢡ వ࢘࡯޴యబݞन కएࡅ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ࠼ ऒߖڜ  नݞయబ࢘࡯޴వ ݞږ ࡱڒల࠮   b ڕమన , ࠼
మߖ ࡗరछ చߖߕऒ भ޳ۯ  ం మࡓ ࠾ࡍంڴࡱ ݋࣊ ߖࡶ ࢁڣ ݡ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ మధङ  a b a b 

సంబంధం  అߩओ కएࡅ ݡ ఆర  ޴ߝఅ ߤ࠳ݨ  न࡛ ऒߖఅ ݟంߘ న జతలݟయబۯ   ల rba r nrڒల࠮ దܽ࠴ 
సࠫࡅ ߖޒకए फࣃࡱߧ ߖఅ ߤ࠳ݨڝ  ఆర ࡹ ࠾ࡍమ ࡏ न࡛ ऒߖఅ ݟంߘ న జతలݟయబۯ   ండవ r rࡓ 
ओߩఇ ߖޒల సࠫڒల࠮ కएࡅ ݡ  ప߅ࡍ అంܼࡏ.r 
 మనం ఒక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం ఒక ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఆړࡏ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం b 
ࣾࠫంచంݟ ఇకए డ ࠪڕ ఏ అవసరం ޶ࡶ అ޴ߝ ఒక ऴࠪڒ ߖࡹ ࣒ڒ అం݄ సࠪనం  ప ऱ࣒  వߤ b r x y y x 
ओߩఇ ߤࠀ  ఈ ఏࠫ݇ a 1 2 3 4 5 r ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ࡏࠬ ߖఅ 6 ࠾ࡍమ ݋࣊ ࠪ ޴फంࣆޒమߘఅ ݡ
సओ షदంڴ ऴ࢐యంݟ మ࠾ࡍ ࠪ సంబంధం మࠪڒ ࠾ࡍ అߖ ఆర न࡛  x x y x y ޳ࡶ అం݄ ,ࡱన జంటࣄۯ 
అ޴ߝ  ప ऱ࣒  వࡐ ߤపం మڒ  ࠾ࡍబܽद ఒకܽ ࡓ ࠪڒంࡓ ݡంڷࡱߕ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ݡ࠮ ࠪڒ ݡ x r 
ओߩఇ ࡏఆ ࠪڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠪڒ भ޳ࡌ ݡ ం ఇߩओ ऒޒऴపయ ݞऴ ڡߧ ݡ भ޳ ం ߖ޵ऒ  ۨऴతపరంڴ ఒకܽ ࡓంݡ
ऒޒऴపయ ړߖݞంచۨࣇ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ࡏఆ ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ంచంݟ  ఐ޶ మ࠾ࡍ 
ఆࡏ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచۨࣇ ߖఅ ݋ࡶࡍ ݡంࡓ ޴ంۨన߅సంబం ړܽݟంࡓ ఒకܽ ݡ भ޳ ం  ߘంݡ࠮ ݟ d 
.޴ంۨన߅సంబం ړ6 ޶ఐ ࠾ࡍమ ޶ఐ ޴ంۨన߅సంబం ڕڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡ࠮
ओߩబܽद ఇڒ  కएࡅ ݡ ऒߖఅ ߤ࠳ݨ   r ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴࡱڒల࠮ దܽ࠴ 
మ࠾ࡍ ఐ޶ మ࠾ࡍ సహ ڒ ߤ࠳ݨబܽद అߗऒ  ࡏࠬ ߖదࡶ సంబంధం ࡏఆ ޙ࠼లకం అ࠮  దట࠴ 
గమߖంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  అࡅ ޴ߝకए తफం 6࠴ ޴ఇ ޶ࡶ వడంڒ గం࠙ ࡹ ߤ࠳ݨڝ ߤ࠳ݨ  r 
࢑షయం 1 2 3 4 5 మ6 ࠾ࡍ అޙ࠼ పࡓ ߅ࡍంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ మڕࠬ ࠾ࡍ ఈ ऴړం࢑޴ ఆࡏ r 
ఉߕऒ भ޳۫ ߘహరణ޳క ఉࡖమ ,࠼ ం మ࠾ࡍ ఇߘ࠭ ޴పܽ ఉ޳హరణ ࠳న࣒ ఐ޶ a 4 9 10 25 b 
ओߩఇ ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ రछߖ ߖఅ ߘߝ ݡ ۨంచߖవछ ంݟ r x 
అࡅ ޴ߝకए  ࣋ए छ ए࣋ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛ అߝ షరޜޔ ఒక ऴࡹࠉ ࣒ڒ జతల ࠪڒ అߖ ఆర न࡛  y y x x y ޴అ ,࠭ࣃۯ 
మనڒ ڕవలࣄంڒ ޴బܽद ఆర न࡛ ऒߖన అࣄۯ   జతల ࠳ ࠪڒ ڷࡱߕన࣒ ࡓంࡓ ࠪڒ ڷࡱߕ ݡంࠫޛ ݡघ ࠪڒ ޴
ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ߖఅ ݡ࠮ న࣒࠳ भ޳ ం ࠫޛघ   ఇర࢙ ࠾ࡍమ ޶న࣒ ఐ࠳ ࠪڒ ޶ఇర࢙ ఐ ݡ࠮ ࠪڒ ޴
ఐࠪڒ ޶ ఐ޶ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచۨࣇ ࡹపంࡐऴతۨ ߖ࢐ܽ ݡ भ޳ ం    ఐ޶ ఐړ޶ సంబం߅ంۨన޴ 
అ࠳ ڼ࡮న࣒ ఐړݟڕ ޶ సంబం߅ంۨన޴ ఇ޴ మన వదभ ఉనऒ  , ޴फంࣆۨࣇ ߘ ݋࣊ ޴దܽ࠴ ऴతంۨڣࡔ 
ओߩఇ ޴फంࣆۨࣇ ߘ ݋࣊ ޴ండవࡓ ऒߖߦࡐ ߤ࠳ݨ ܘంࡔ ࠾ࡍమ ߤ࠳ݨ ڝ ߤ࠳ݨ ݡ  ऴ࢐యړߖݞ b 
ऴపయޒऒ भ޳ ం  ࡹ ࡹ ߤ࠳ݨ కߧߖంۯ ఆర न࡛ ऒߖఅ ߖࡹన జతࣄۯ  దܽ r r࠴ ,ݟడం۫ ߘల ݋ం࠱࡯దܽ ఎ࠴ 
ऒߕߘڒ 25 ࠾ࡍమ 9 4 ࡱڒల࠮ కएࡅ ޙ࠼అ , ࠼  న࣒ r b࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴతफం࠴ ޴అ ߤࠫݨڝ 
ఐ࠳ ޶న࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ అޔ࢓ంࡓ  ޴ంݡ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ ఇߩओ కएࡅ ݡ  ప࠳ ߅ࡍన࣒ r 
కएࡅ ޴ఇ ޴ఉంܿం ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ڕࠬ ఆ߯ ޴ంޔ࢓అ ޶న࣒ ఐ࠳ న࣒ 2࠳ న࣒ 3࠳ 2  r 
ప߅ࡍ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ भ޳۫ ߘహరణ޳ఉ ޻అ ݡ ం ڒబܽद ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  ۫࣋फ  ఉ޳హరణࡅ ڕకए  a 
ల సంఖङڒల࠮  సڴࡍठ ఈ సందరग ࠾ࡍమ ڷࡱߕ  ంࡅ ࡹకए ల సంఖङڒల࠮   ఏڒ ݡబܽद ࡎڒ दࣄయߤ b 
ఉతओ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹफޒ బܽद సంఖङڒ ޴ࠫߖఇర࢙ ఎ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ݡఏ ݟంߘ ڷࡱߕ   

ధङࣃ ڕవర ݟంߘ మࡃङ  సంబం޳ࡶ ࡱ߄ సంబం2 ࡱ߄ శړ फ 28 ࠳న࣒ 1 అޙ࠼ ఇ࡮ۧ ޴ ߭దभ సంఖङ  a b 
అޔ࢓ంߖ ړߖ܉ߖ ߗڒ ޴జం ఏࠫటం݄ ఈ అߝక సంబం࢐ ࡱ߄సफࣃ ړߖ࢐ధङ  మనం ఈ 2 పవ࡛ ړߖ࢐సफ࢐ , ࠲
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క߱వ۪ऐࡶऴ࢐య ߖ28 .
ధङࣃ ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ߄క సంబంߝఈ అ ߗڒ ࡱ߄న࣒ 1 సంబం࠳    హరణ޳ఉ ࡗమనం మ ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߖన࠲
भ޳ۯ ం, అߖऒ  సహజ సంఖङ ల సࠫߖޒ ప޳࡯ࢣࡍभ ం , ఆ߯  ऴߖࡹ ࣒ڒ అߖऒ రछߖ ߖఅ ࡱࠪڒ  ۨంచంݟ, n n r 
ఇ޴ సࠫࣆۨࣇ ߖޒफం޴.n 
  సహజ సంఖङ ల ࡅకए  ߯࠙గంࡹ ऴࣃ࢐फ ऒߖఅ ޴ߝఅ ߘ  సహజ సంఖङ ల స࠭޳యం అం݄ అߝ షరޜޔn m 

పం  పࡐ ऱ࣒  ఐۮ ړݟڕ ޶ం޴నڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ۫࣋फ ࠴దܽ ࢑షయం ࡏࠬ  ޢ గమߖంచవలࣄ n n t 
ఉంܿం޴, అ޴ߝ ఒక అనంత࠳న సࠫڒ ޒబܽद ఒకࡏ r 

అ޴ߝ సహజ సంఖङ  అߝ షరޜޔ ఆ ࠪڒ  ప ऱ࣒  ఐݞږ ڴ޶ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߩओ  n n n r ࡗమ ݡ
ఉ޳హరణࡿࢗ ړभ ం ఈ ఉపసࠫߖ ޒ పࠫࡍతం ޳ۯभ ం మ࠾ࡍ  ఆ ࠪڒ మ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ అߝ షరޜޔr n m n n 

 ప ऱ࣒ एڕకం݄ త ࠾ࡍమ ࢟ࠀ  వ ړ ڷࡱߕ ޳ࡶ సࠪనం అߝ షరޜޔ మߖڜࡍऒ  ۫డంݟ, ఇߩओ మనంn n n ݡ
సओ షदంڴ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद ఇߩओ ओߩఇ ࠾ࡍమ ݟంచంߖగమ ߖఅ ݋࣊ తࠫࡍప ࣁݞ ఈ ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ݡ  ఈ r ݡ
ऒޒऴపయ ړߖݞऴ࢐య ߘ ݋࣊ भ޳ ం, అ޴ ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒  ఐ޶ ఒకܽ ࠪڒ ఆࡏ మࡓ ࠾ࡍంݡ m n 
घࠫޛ ࠪڒ ڷࡱߕ ޴ࠫߖఎ ࠪڒ ݡ࠮ ݡఏ ࠪڒ छ޳ ంచడం߅࢑ ࡱޔషర ఇ࢑ ޴ ऒߖࡍమ ޳ࡶ ࡌ  
సంబం߄ల߅࢑ ߘంచడం ޳छ ధङࣃ ڕࠬ ࡌ మࡃङ  ఏڛక ࢑షࡱ࠻ ࠪऴతࡏࠬ ࠲ ߰ందޔࠓనऒ  ఉపసࠫޒ 
ۨనऒ నऒۨ ࠾ࡍమ ڴ޴ ऒߖݞఉండ ڴ޴ ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ  , 
అ޴ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  5 అߧۮ ߖओ న ऱܿ࠭࠲ ߝڴ కڵ࡯ ఉనऒ  సంబంߖ߄ऒ छ޳ ంచడం߅࢑   న m n࠳ఒక అనంత  ࡌ
సࠫ4 ߗڒ ޒ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న వంܽ మࡗ షర߅࢑ ޔంచడం ޳छ  త nࠫࡍవలం పښ మనం ࡌ
సࠫړޒ తڵ ठంచబݞन ࠭, ࢐సफښ ړߖ࢐వలం ࠮ ڷࡱߕలڒలݟږ ޜన ࣊ߖ ݋ మనం మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం, 
ఒకܽ ࡓంړݡ࠮ ݡ సࠪనం  ఐ޶ మڷࡱߕ ࠉ ࠾ࡍ ఆࡏ మࠫޛ ࠾ࡍघ మధङ ࠾ࡍమ  ޴ߝఅ ޴  x y 
వङ ङޑ సం ࣄࠐ సంఖङ  అߝ షరޜޔ ऴߖࡹࠉ ࣒ڒ అߖऒ రछߖ ߖఅ ࠪڒ  ۨంచߖవछ ంݟ  మనం ڕࡏڝనऒ  x y d ޴

కएࡅ  సࠜङ లందߗࡍ ऴڝࣆ࢐ంࣄࠐ ݞޙ , ݟ సంఖङ ओߩఇ ,࡯ݞఉం ڴ भ޳۫ ޴దܽ࠴ మనం ݡ ం మన దగ ठర r 
ఉనऒ छࡔ࢘ ڷࡱߕ న࣒࠳ ఒకܽ ޴ .࠲వలం 3 ࠪऴతښ ݞޙ న࣒ ఒకܽ࠳ ڷࡱߕ ࡏ
సంఖङ ࣄࠐ   r ޴బܽद ఇڒ 8 ݞޙ 9 ࠪڒ ఈ 1 ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం 5 ݞޙ 6 ࠪڒ 1 4 ࠪڒ 1 ڕబܽद మనڒ 
కएࡅ भ޳۫ 4 ࠑ 4 ݞޙ 4 ࠪڒ 2 ޴ండవࡓ బܽदڒ ޶ڒ లకం࠮  ం  ࠳ 4 ࠪڒన࣒ 2 2 ఇ޴ సࡍ సంఖङ  బܽदڒ 
ఉండږడࡅ  ޶కए  ࠙గం ڒబܽद 2 ڒ 4 ݞޙ 6 ࠪڒబܽद ఇߩओ r r ߩ࢙ࡗమ ޶డږڒ గం࠙ ࡹ ڴ࢑ధం ޻అ ݡ
వङ 9 ࠪڒ 2 ङޑ సం 7 మ࠾ࡍ ఇࣄࠐ ޴ సంఖङ బܽद rڒ గం࠙ ࡹ ఈ ޴బܽद ఇڒ 
ఇߩओ సంఖङ ࡍఒక స ݞޙ ڷࡱߕ  ࡱࠪڒ ݡ࠮ ݡ࠮ ޴ࡍప޶త ݡ  ݡ࠮ ݞޙ ࡏఆ ࠪڒ ݡ࠮ బܽद ఈڒ 
घࠫޛ ࠪڒ ݡ࠮ సంఖङ ࡍస ޴ఇ ࡏఆ ݞޙ ޴  ఒక r ݞޙ ڷࡱߕ ࠪڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ޶ڒ గం࠙ ࡹ బܽदڒ 
ఐࠪڒ ޶  ఆݞޙ ࡏ ఒకܽ అࠫޛ ࠪڒ ࠀ ޙ࠼घ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ࡶڒ గం࠙ ࡹ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݞޙ ޴  r ݡ
మߖ޵ ࡍࣃࡗऒ  ۨऴతపరంۨࣇ ڴంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ఇ݋࣊ ࠪ ޴ మߩ࢙ࡗ మన݋࣊ ڕ ఉం޴ ఇߩओ  a bݡ
ఒకܽ సంబం߅ంۨన޴  నړࡍڷࡱ ఒకܽ ఆړࡏ సంబం߅ంۨనࡓ ޴ంࠫޛ ݡघ  ݡంࡓ ޴ంۨన߅సంబం ړ޴
घࠫޛ ޶ఐ ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړڷࡱߕ ޶ఐ ࡏఆ ޴ంۨన߅సంబం ړڷࡱߕ ݡ࠮ ޴ంۨన߅సంబం ړ޴
ۨవరڕ ఐ޶ ఆړࡏ సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद ఇ࢘ మనڕ మ࠾ࡍ అంࢡల మధङ  ఉనऒ  సంబంࡱ߄ ࠪऴత࠲.a 

కएࡅ ओߩఇ ࡱڒల࠮  भ޳۫ ߘహరణ޳ఉ ޻అ ݡ ం, అޙ࠼ అړ ݋࣊ ޻ బڴࡱ޶ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ  b 
ఐ޶ ऴࢇࢗ ړ ࣒ڒऱ బࡱ޶ మࡶࡍ ࡹ ݋࣊ ࡗషߖ ߘ ߤరछ भ޳ۨ ం అం݄ ఈ ࡶࡍషߤ అޔ࢓ం޴ b a r a a  x 
మ࠾ࡍ మధङ  వङ ङޑ సం ࣄࠐ సంఖङ  అߝ షరޜޔ ऴࡅ ࣒ڒకए  ఉపసࠫޒ ఒక ऴࡹ ࣒ڒ ఉనऒ  y ar a 
అߖऒ సओ ߖ फతంࣆऴప ࠪڒ  షदంڴ మࡍࣃࡗ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद ࠬڕ ఈ ఒక ࡓ ࠪڒంݡ ఒకܽ ݡ࠮ ࠪڒ x y ,  r 
ఉంܿంࡓ ݞޙ  ޴ంڒ ݡబܽद ఉండږడ޶ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ ఒక ࠪڒ ఐࡓ ޶ంࠪڒ ݡ ఒకܽ ݞޙ ఒకܽ 
ओߩఇ ݡ࠮ ݞޙ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ ఒకܽ ݞޙ ݡ࠮ ࠪڒ ݡంࡓ  బܽद rڒ ݡంࡓ ݞޙ ఒకܽ ࠪڒ ݡ࠮ ݡ
ओߩఇ ޶డږڒ గం࠙ ࡹ బܽदڒ ݡంࡓ ޴ ޶ఐ ࠪڒ ݡ࠮ ఒకܽ ݞޙ  ޶ڒ గం࠙ ݡంࡓ ࠪڒ ݡ࠮  r ࠀ ݡ
 0 ݞޙ 5 ࠪڒ 5 2 ݞޙ ݡ࠮ ࠪڒ ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݞޙ ݡంࡓ ࠪڒ ޶ఐ ڷࡱߕ ݞޙ ఒకܽ ࠪڒ
ఇߩओ ऒߖల࠻࢑ష ఈ ݡ ంܽܿߦ ޜ ఇߩओ ऒߖ࠻࢑ష ఒక ࡹ޶మనం ఇం ݡ  గమߖంచంࡏࠬ ,ݟ ఇకए డ 
గమߖంచవలࣄన ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࠪڒ జత ۮ ړం޴న޴ అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  x y r y x ݞږ ࠪڒ , 

ऒߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߝంటࢗ ߖనద޴ంۮ ړ  ఉపڵࡆం۪ڕం޳ం  ఉ޳హరణڕ , ఆ߯ ఈ ऴړం޴ r 
࢑షߖ࠻ऒ రछߖ  ۨంచంڴ ݋࣊ ߖࡶ ڴࢁڣ ݟ ఉండߖవछ ంݟ మࡶࡍ ߯ ࠾ࡍషߘ ߤ a a rb ah 
కएࡅ ࣒ڒఅం݄ ऴ ޴అం݄ అ ݟయܑయం࡯ޘ  r x y r r ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړ ࠪڒ  ,ޒఉపసࠫ ߖڒ ࢁڣ 
࣏షदవంڴ ఉంܿంࠪڒ ޴ జత ࡹ ࠪڒ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ కܽ వङࡖమ ,޴న޴ంۮ ړݟڕ  ړక శࡔޒ फ y x x y r r y 
फࣃࡱߧ ߖఅ ߤషࡶࡍ ڡऴܽ࠱ࣄ ߘంܽ సంబంధం వంܽ జంట࡮అ ,޴ఉంܿం ࡹ ݞږ ࠪڒ x r ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ
త޶పࡍ తరగࣃۯ ࡹޒफ ࠭  ࣏షदవ సంబం߄లޜ మࡍంతڴ వङ వహࡍంచంݟ మ࠾ࡍ సంబం߄లڕ మߖڜࡍऒ  
ఉ޳హరణలߘ అందܑࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఫంࣾࡅ ߤకए झߜڒ  వङ ݞږ ޜవన࠙ ݦలవబߧ ߖद అߵ వహࣆࡍफం޴ 
బܽद ఇకएڒ డ ఆࣃ࢘ߧफ ధనङ ڔࡍఅంద ࠬ ߘ Pru ࡱ޳࢐
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