
വിദّാർ،ികൾ്ׯ സٔാഗതം, ഇؗെ؋ വിഷയം കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ׹െളയും ബؖ׹െളയും 
കുറിتു׺തായിരിുׯം ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം ഉപേയാഗി്׺ ഒരാൾ്ׯ െസുئകളുെടn 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗെ؋ നؗായി നിർവചിׯാം, എؗാൽ ഈ ْപഭാഷണ׹ൾ്ׯ പിؗിെല ഉേؐശّം 
അതب ഇേؚാൾ നമു്ׯ കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ളുമായി മുേؗാ؂് േപാകാം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം 
അെ׸بിൽ ഒരു ْപٍ٠ം ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിׯാം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ സമം മൂ്ؗ നാല്, നാല് അ؀് ആറ് b c 
എؗിവയ്്ׯ തുലّമായ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ׹ൾ നമു്ׯ കെ؇؋ാം ഒരു േْകാസ് ബി ഇന്റർെസײൻ
സി െസׯന്റ് ഒരു േْകാസ് ബി ഇന്റർെസക് ഷൻ േْകാസ് ഇ േതർഡ് എ േْകാസ് ബി യൂണിയൻ സി, 
നാലാമേ؋ത് േْകാസ് ബി യൂണിയൻ എ േْകാസ് ഇ െല്ئ താെഴ പറയുؗ െസുئകൾ ആദّം കെ؇ു؋ക, 

എؗത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എ്ؗ നൽകിയിരിؗുׯത് ആണ്, ഉം 6 ഉം ആണ്. അതിനാൽ a b b 3 4 c 4 5 c 
യുമായുت കവലകൾ അവയ്ׯിടയിലുت െപാതു ഘടകം കൃതّമായി 4 ആണ് അതിനാൽ b 
ഇന്റർെസײൻ ആണ് ഒ ഇേؚാൾ നാെല؉ം മാْതം ഒരു േْകാസ് േْകാസ് ഇന്റർെസײൻ c ba b c 
എؗത് ഇന്റർെസײൻ എؗിവയിൽ നി്ؗ സാധّമായ ْകമീകരി׺ േജാഡികളാണ് ഒരു a, b c c 
േْകാസ് അെ׸بിൽ ഒരു േْകാസ് കവലയിൽ ഒരു ഓർഡർ േജാഡിയിൽ നി്ؗ ആദّ ഘടകം b b a, 
ര؇ാമെ؋ മൂലകം എؗിവയിൽ നി്ؗ ആയിരിׯണം ഇന്റർെസײൻ ൽ നിؗായിരിׯണം, b c-
അതിനാൽ ആദّെ؋ മൂലകം ഒ്ؗ നാല് ആണ്, കൂടാെത ഇന്റർെസײനിൽ മെئാരു ഘടകവുമിب, b 
അതിനാൽ ര؇് േകാമ നാല് മൂ്ؗ േകാമ നാല് ഇെതാരു േْകാസ് ഇന്റർെസײൻ ആണ് ഇേؚാൾ b c 
നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം, അത് ആണ്. ആണ് 3 4 ആയതിനാൽ 1 3 ഉം ഒ്ؗ നാല് b b 
േപാെല ര؇് മൂ്ؗ ര؇് നാല് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ നാല് ഇത് ഒരു േْകാസ് ആണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ േْകാസ് b b 
കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം ײമിׯണം ഒരു േْകാസ് ആണ്, നാല് അ؀് ആറ് ആെണ്ؗ c e c 
നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാണ് േകാമ നാല് ഒ്ؗ േകാമ അ؀് ഒ്ؗ േകാമ ആറ് ര؇് േകാമ നാല് 
ര؇് േകാമ അ؀് ര؇് േകാമ ആറ് മൂ്ؗ േകാമ നാല് മൂ്ؗ േകാമ അ؀്, അവസാന എലെമന്റ ്മൂ്ؗ േകാമ
ആറ് എؗിവ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േْകാസ് സി ഉപേയാഗി്׺ ഒരു േْകാസ് ബി ഇന്റർെസײൻ കണׯാׯാൻ 
ْശമിׯാം . ഞ׹ൾ ഒരു േْകാസ് എഴുതി, അേؚാൾ നി׹ൾ ആ എലെ؋ ْശؑിുׯം േഫാം മൂ്ؗ േകാമ b 
നാല് ഒരു േകാമ നാല് ര؇് േകാമ നാല് ഉ؇് ഒരു േകാമ നാല് ര؇് േകാമ നാല്, മൂ്ؗ േകാമ നാല് ഇവയാണ് 
േْകാസ് ബി, േْകാസ് ഇ എؗിവയ്്ׯ െപാതുവായുت ഘടക׹ൾ, വാُവٝ؋ിൽ ഇവ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ 
മാْതമാണ് ശരി ഇേؚാൾ താെഴ പറയുؗ വُٝു ത ْശؑിുׯക, ഒരു േْകാസ് കവല എؗത് േْകാസ് b c c 
ഉت ഒരു േْകാസ് ഇന്റർെസײന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ മൂؗാമേ؋ത് െചإാം, നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് b b 
യൂണിയൻ കണׯാേׯ؇ിവരും, അതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് 3 ഉം 4 ഉം ആണ് കൂടാെത c c 
നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് 4 5 ഉം 6 ഉം ആണ്. അതിനാൽ യൂണിയൻ ഉം 6 ഉം ശരിയാണ്, b c 3 4 5 a 
നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് യൂണിയൻ ഇനിؚറയുؗ b c 
ഓർഡർ േജാഡികൾ്ׯ തുലّമാണ് ഒരു േകാമ മൂ്ؗ ഒരു േകാമ നാല് ഒരു േകാമ അ؀് ഒരു േകാമ ആറ് 
ര؇് േകാമ മൂ്ؗ ര؇് േകാമ നാല് ര؇് േകാമ അ؀് ര؇് േകാമ ആറ് മൂ്ؗ േകാമ മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ നാല് 
മൂ്ؗ േകാമ അ؀്, ഒടുവിൽ മൂ്ؗ േകാമ ആറ് , ഒരു േْകാസ് ബിയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം നമു്ׯ 
എبാവർുׯം അറിയാം ഇേؚാൾ െല മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിന്െറ ഒരു തവണയിെല മൂലക׹ളുെട b 
എ؉മായിരിുׯം യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം മൂؗാണ്, യൂണിയൻ യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം a b cc 
നാലാണ്, അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് യൂണിയൻ യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം 12 ആയി 3 ആയി 4 ആകും,b c 
1 2 3 4 5 6 എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ْശؑിׯാം. 7 8 9 10 11 12 അതുെകാ؇് േْകാസ് ബി യൂണിയൻ സിയുെട ഒരു 
ഘടകവും നമു്ׯ നذമായി؂ിب, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് ബിയും ബിയും േْകാസ് സിയും 
കണׯാׯാൻ ْശമിׯാം, തുടർ്ؗ ഒരു േْകാസ് ബി റീയൂണിയെനടുുׯക വാُവٝ؋ിൽ ഈ ര؇് 
കാരّ׹ളായിരിുׯം. നأൾ ആദّേ؋േതാ ര؇ാമേ؋േതാ െചᅃٝേؚാൾ േനരെ؋ കണׯാׯിയതാണ് 
, അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് ബി, കൂടാെത േْകാസ് സി േനരെ؋ കണׯാׯിയതാെണ്ؗ ഞാൻ പറയെ؂,ba 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ആ യൂണിയൻ േْകാസുت ഒരു േْകാസ് ബി യൂണിയൻ എടുׯാം . ഒ്ؗ മൂ്ؗ ഒ്ؗ നാല് 
ര؇് മൂ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ നാല് , ഒരു േْകാസ് സി മെئാ്ؗ ഒ്ؗ േഫാറുകൾ ഉൾെׯാുؗുت, 
അത് ഞ׹ൾ ഇതിനകം തെؗ തിരി്׺ നൽകിയി؂ു؇് മെئാ്ؗ അ؀് ഒ്ؗ ആറ് , പിെؗ അടു؋ത് ര؇് 
നാല്, ഞ׹ൾ ഇതിനകം മട׹ിയതാണ് ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് അ؀് ര؇് ആറ് മൂ്ؗ നാല് ഇതിനകം 
തിരിെ؋׺ി, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ മൂ്ؗ അ؀്, മൂ്ؗ ആറ് ലഭിുׯം ഒരു േْകാസ് ബി 
യൂണിയൻ സി ഒരു േْകാസ് ബി യൂണിയൻ ഒരു േْകാസ് സി്ׯ തുലّമാണ് എؗത് നമു്ׯ വീ؇ും 
ْശؑിׯാം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി അെ׸بിൽ ഒരു ഉദാഹരണം െചإാം, അതിനാൽ പി 
എബിനും സിുׯം തുലّമായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഇതിൽ നി്ؗ ബി രൂപീകരിׯാം െസ്ئ പി േْകാസ് പി 
േْകാസ് പി െസ്ئ പി േْകാസ് പി േْകാസ് പി പി േْകാസ് പി േْകാസ് പി ഇകٔൽ ആയാണ് പി േْകാസ് പി 
േْകാസ് പി യുെട കാർ؂ീഷّൻ േْപാഡക്്ئ മൂ്ؗ തവണ രൂപെؚടുു؋ക bcb bcc caa cab cac cba cbb 

ഉം അവസാനെ؋ ഒരു ഉം ഈ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം േْകാസ് പി േْകാസ് പി cbc cca ccb ccc p 
ഉ؇ാകാൻ േപാകുؗത് നി׹ൾ്ׯ ْശؑിׯാം, അതിനാൽ െല െമാ؋ം p cross p cross p 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം ഇേؚാൾ 27 ആകും ഈ കാരّ׹െളبാം ഇؗെല റിേലഷൻ 
എؗറിയെؚടുؗവയുെട അടു؋ വിഷയ؋ിേല്ׯ കടׯാം, നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ േഫാമിന്െറ ചില 
െസുئകൾ ഉ؇ായിരുؗു, ആ ഓർഡർ േജാഡികൾ േകാമ അതായത് അെ׸بിൽ യഥാർ، x y, x, y 
സംഖّകൾ ര؇ും യഥാർ، സംഖّകളാണ്, ഞ׹ൾ സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ എؗറിയെؚടുؗ ഒരു x y 
കാരّം കൂടി ഉ؇ായിരുؗു, ഞ׹ൾ ഇؗെല കെ؇؋ിയ ഒؗാണ്, ഈ െസ്ئ ഒരു അب ര؇് ca 
െസുئകളുെട ഉൽؚؗം അതാണ് ഞ׹ൾ്ׯ ഉ؇ായിരുؗത്, ഇത് ര؇ിന്െറ rtesian r 
ഉപഗണമാെണ׸ിലും ഇത് ര؇ിന്െറ ഉപഗണമാണ്, തീർ׺യായും ഇത് ഒരു ജّാമിതീയ വُٝു വിന് r 
ഉദാഹരണമാണ്, വൃ؋ം ഇത് ഈ െസبئ , അതിൽ ْകമീകരി׺ േജാഡികൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ. ര؇് 
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െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമب, അതിനാൽ ഇത് ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമب, 
പേײ ഇത് ഒരു ഉൽؚؗം മാْതമാണ്, ഇത് കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമായ േْകാസ് ന്െറ ഒരു ഉപവിഭാഗം r r 
മാْതമാണ്, ഒരു കാരّം കൂടി േനാׯാം . രാമു ബാബു രേമഷ് കുമാറും ശിവയും ആയ കാരّ׹ൾ താെഴ 
പറയുؗവയിൽ ചില ആളുകളുെട അ؀് േപരുകൾ ഉൾെׯാുؗുت . പതിന؀് മൂലക׹ൾ അടؗു׹ 
പൂർ؉മായ െസ്ئ നി׹ൾ്ׯ അേ؀ാ മൂേؗാ ഉ؇ായിരിുׯം, എؗാൽ യും യും തأിൽ a b 
ബؖമുെ؇്ؗ ഞാൻ പറയുകയാെണ׸ിൽ , യുെട ഒരു മൂലകം യുമായി ബؖെؚ؂താെണ׸ിൽ a b a 
യുെട ഒരു മൂലകം ഉദാഹരണം. െചറിയ എؗത് അവയാെണ׸ിൽ യുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ a b
വിവാഹിതരാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എഴുതാം, ഇനിؚറയുؗ കാരّ׹ൾ ഞാൻ പറയെ؂, രേമഷ് മണി 
ര؇ാമത് ഒ്ؗ രാമു മഞ്ജുവും ഒടുവിൽ ബാബു ല٣ظിയും ശരിയാണ്, വാُവٝ؋ിൽ ഈ കാരّ׹ൾ 
എ׹െനയാണ് െചؗുإത് രേമശും പണവും അവർ ഒരുമി്׺ വിവാഹിതരാണ് അവർ ഇരുവരും 
വിവാഹിതരാണ് ഒരുമി്׺ രാമുവും മഞജ്ുവും വിവാഹിതരാണ് , അവസാനെ؋ ഒരു ബാബുവും 
ല٣ظിയും അവർ വിവാഹിതരാണ്, അതിനാൽ ഈ േജാഡിയിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, ര؇് 
പുبകളുെട േപരുകൾ അെ׸بിൽ ര؇് െസുئകൾׯിടയിലുت ഘടക׹ൾ തأിൽ കുറ്׺ ബؖം 
ആവശّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഔപചാരികമായി ഇ׹െന എഴുതാം ഒരു നിർവചനം എؗിവ a, b 
ഏെത׸ിലും ര؇് ശൂനّമبാ؋ െസുئകളായിരിׯെ؂ , മുതൽ വെരയുت ഒരു ബؖം എؗത് ഒരുa b r 
േْകാസ് യുെട ശൂനّമبാ؋ ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ ബؖം എؗത് ഒരു േْകാസ് യുെട b b 
ശൂനّമبാ؋ ഉപെസ്ئ മാْതമാണ് അതിനാൽ സٔാഭാവിക േചാദّം യും യും തأിൽ എْത a b 
ബؖ׹ൾ സാധّമാണ് എؗത് നമുׯറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് യുെട മൂലക׹ളുെട b 
എ؉؋ിന് തുലّമാണ് യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിന് തുലّമാണ് എؗാൽ നأൾ എേؚാൾ b 
ബؖ׹ളിൽ താൽؚരّമു؇് അർ،മാؗുׯത് ഒരു േْകാസ് യുെട ഉപെസുئകളിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ich b 
താൽؚരّമു؇്, അതിനാൽ യും യും തأിൽ എْത ബؖ׹ൾ സാധّമാണ് എؗതാണ് സٔാഭാവിക a b 
േചാദّം മെئാരു രീതിയിൽ പറ؁ാൽ ഒരു േْകാസ് യുെട എْത ഉപവിഭാഗ׹ൾ സാധّമാണ് എؗത് b a 
ഒരു െസ്ئ ഏെത׸ിലും ശൂനّമبാ؋ െസ്ئ ആണ്. യുെട സാധّമായ ഉപെസുئകളുെട എ؉ം, യുെട a a 
കാർഡിനാലിئി്ׯ ഇْതയധികം ശװി നൽകുؗതാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ ബؖ؋ിന്െറ നിർവചനം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് ശൂനّമبാ؋ ഉപവിഭാഗമായി നിർവചിׯെؚടുؗു, മാْതമب എبാം 
എേؚാഴും ْശؑിേׯ؇താണ്. യുെട സാധّമായ ഉപഗണ׹ളിൽ ശൂനّമായ െസ്ئ േപാലും ഉൾെؚടുؗു, a 
അതിനാൽ സാധّമായ സാധّമായ ഉപെസുئകളുെട എ؉ം േْകാസ് യുെട ശൂനّമبാ؋ b 
ഉപഗണ׹ളുെട എ؉ം 2 ആണ്, ഒരു േْകാസ് യുെട കാർഡിനാലിئി ൈമനസ് ഒ്ؗ , അതിനാൽ b a 
എؗിവ തأിലുت സാധّമായ ബؖ׹ളുെട ആെക എ؉ം എؗത് ഒരു േْകാസ് ബി ൈമനസ് ഒ്ؗ b 
എؗതിന്െറ ര؇് ശװിയാണ്, അതിനാൽ ഇْതയധികം ബؖ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ സാധّമാണ് , 
അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ ഉദാഹരണ׹ൾ ഞ׹ൾ ആദّം നൽകിയ ഉദാഹരണം കൃതّമായി 
വൃ؋വും ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം സٔാഭാവിക സാധّവും ഒ്ؗ 
അ׹െന ര؇് വّװികൾ അവർ ഭാരّാഭർ؋ാؘׯാരായിരിുׯേآാൾ ബؖമുتവയാണ്, ഇത് 
ബؖ׹ളുെട ഉദാഹരണ׹ളാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ളുമായി േപാകാം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ 
ബി തുലّമായത് ര؇് മൂ്ؗ നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّം ْശؑിേׯ؇ കാരّം 
ْശؑിേׯ؇താണ്. േْകാസ് എؗത് തെؗ യും യും തأിലുت ബؖമാണ് , അതിനാൽ ഈ b a- b-
ബؖെ؋ സാർവْതിക ബؖം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, വാُവٝ؋ിൽ എؗീ ര؇് െസുئകൾുׯം a, b 
ഒരാൾ്ׯ എبായ്േؚാഴും നിർവചിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് അർ،മാുؗുׯ, b 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു േْകാസ് ആണ്. എؗീ ര؇് െസുئകൾتുׯ സാർവْതിക b a, b a cross b 
ബؖെ؋ സാർവْതിക റിേലഷൻ ൈഫൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ അവസാനെ؋ 
ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഉ؇ായിരുؗത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എؗതിന് 
തുലّമാെണؗും നമു്ׯ എؗത് ര؇് മൂ്ؗ ആെണؗും േനാׯാം. നാല് ശരി ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു b 
പുതിയ ബؖം അെ׸بിൽ ഒരു േْകാസ് ബി ഒ്ؗ ഉപവിഭാഗം െകാ؇ുവരാം ഒ്ؗ ര؇് ײമിׯണം ഒ്ؗ 
ര؇് ഒ്ؗ മൂ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ നാല് അതിനാൽ ഇത് ഒരു ഉപവിഭാഗമാണ്, ആദّ െസئിൽ ഇത് 
ചിْതീകരിׯാൻ ْശമിׯാം ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ ലഭിു׺, നമു്ׯ ര؇ാമേ؋ത് ര؇് എഴുതാം മൂ്ؗ, നാല് 
നമു്ׯ ആദّേ؋ത് േനാׯാം, ബؖ؋ിന്െറ ആദّ ഘടകം ഒ്ؗ, ര؇്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ുമായി 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ, ര؇് െസׯൻഡ് ഒ്ؗ, മൂ്ؗ എؗിവയ്ׯിടയിൽ ഒരു അآടയാള 
ഡയْഗം വരയ്ׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ഒ്ؗ കൂടി വരയ്ׯാം ഈ സമയം ഒ്ؗ മുതൽ 
മൂؗാമേ؋ത് ഒ്ؗ മുതൽ മൂ്ؗ വെര ഒ്ؗ ര؇് ര؇് നാലാമത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ അ؀ാം ഒ്ؗ മൂ്ؗ നാല് 
വലത് നമു്ׯ േപരുകളുെട കാരّ؋ിൽ ശരിയായ ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം നമു്ׯ 
ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം േനാׯാം നമു്ׯ രാമു എ്ؗ വീ؇ും ഉ؇ായിരുؗു ബാബു രേമഷ് കുമാറും 
ശിവയും ര؇ാം െസ്ئ ബിയിൽ ല٣ظി മഞ്ജുവും പണവും അട׹ിയിരിുؗുׯ , ഞ׹ൾ തأിലുت 
ബؖം രേമശ് കാമ മണി രാമു കാമ മഞ്ജുവും ബാബു കാമ ല٣ظിയും ആണ്, ഇേؚാൾ ഇത് എഴുതാൻ 
ْശമിׯാം അെ׸بിൽ രാമു ബാബു രേമശിന്െറ ചിْതപരമായ ഡയْഗമനുസരി്׺ ഇത് വീ؇ും 
ْപതിനിധീകരിׯാം കുമാർ ശിവ മറുവശ്؋ ഞ׹ൾ്ׯ ല٣ظി മഞ്ജുവും പണവുമു؇് , അതിനാൽ 
രാമുവിന് മഞ്ജുവുമായി ബؖമു؇്, രേമശിന് പണവുമായി ബؖമു؇് , ഒടുവിൽ ബാബുവിെനാؚം 
ല٣ظിയുമായി ബؖമു؇്, മുآെ؋ ഉദാഹരണ׹ൾ പരിേശാധി׺ാൽ ഇവെയാെׯയാണ് 
ഞ׹ൾുׯ؇ായിരുؗ ര؇് ഉദാഹരണ׹ൾ 
അ׹െന ടി ര؇ാമേ؋ത് ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം, വളെര കുറ്׺ ഘടക׹ൾ മാْതേമ ര؇ാമെ؋ 
െസئിന്െറ ഘടക׹ളിേല്ׯ മാ്ؚ െചᅃٝിൂت؂ു, ആദّ െസئിന്െറ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ മാْതം അെ׸بിൽ a 
െസ്ئ െചുإക അെ׸بിൽ യുെട ഘടക׹ളുമായി മാ്ؚ െചുإക അെ׸بിൽ ബؖെؚ؂ത് ഒ്ؗ ര؇് b 
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മൂ്ؗ എؗതിന് തുലّമായ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം നാല്, അ؀്, ബി ൈമനസ് 1 0 4 9 25 ഇേؚാൾ y 
എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് എؗ തؗിരിؗുׯ കാരّം ഉപേയാഗി്׺ ഒരു േْകാസ് ബിയിെല എبാ x x
േകാമ ആയി എ്ؗ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് വികസിؚിׯാൻ ْശമിׯാം y r 
എؗി؂് അത് േനാׯാം നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഓർഡർ േജാഡി ഉتേؚാെഴبാം ര؇ാമേ؋ത് എؗ ഘടകം y 
ആദّെ؋ ഘടകവുമായി ബؖെؚടു؋ണം അ؀് നമു്ׯ വീ؇ും ചിْതപരമായി ْപതിനിധീകരിׯാൻ 
ْശമിׯാം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല്, അ؀് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം നാല് ഒآത്, ഇരുപ؋ിയ؀് ര؇് നാല് മൂ്ؗ 
എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂ത് ഒآതുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ അ؀് ഇരുപ؀ു؋മായി 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ . കുറ്׺ ഘടക׹ൾ മാْതം യുെട ചില ഘടക׹ൾ യുെട ചില ഘടക׹ളിേല്ׯa b 
മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ, അതിനാൽ യുെട എبാ ഘടക׹ളും യുെട എبാ ഘടക׹ളിേലുׯം മാ്ؚ a b 
െചയ് തി؂ിب, അതിനാൽ യുെട കുറ്׺ ഘടക׹ൾ അവേശഷിുؗുׯ, അതുേപാെല യുെട കുറ്׺ a b 
ഘടക׹ളും അവേശഷിുؗുׯ, നമു്ׯ ഒരു നിർവചനം കൂടി നൽകെ؂ ഒؚം എؗത് ശൂനّമبാ؋ a b 
ര؇് െസുئകളായിരിׯെ؂ , കൂടാെത എؗിവയ് ׯിടയിലുت ബؖെ؋ അനുവദിുׯക, a, b rba 
തുടർ്ؗ ന്െറ െഡാെമയ് ൻ ْകമീകരി׺ േജാഡികളിൽ നിؗുت എبാ ആദّ ഘടക׹ളുെടയും r 
ഗണമാണ് െസ്ئ എؗത് ന്െറ േകാേഡാമിൻ എؗും െസئിെന എبാ െസׯൻഡിന്െറയും െസ്ئ nr b r 
എؗും വിളിുؗുׯ. െല ْകമീകരി׺ േജാഡികളിൽ നിؗുت മൂലക׹െള ന്െറ േْശണി എ്ؗ r r 
വിളിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം െചإാം, ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀്, ആറ്, എؗിവയ്്ׯ b 
തുലّമായത് ײമിׯണം ഞ׹ൾ്ׯ ഒؗും ആവശّമിب. ഒരു േْകാസ് തുലّമായ ؛സ് വൺ b y x 
ൈഫൻ ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട െസ5 4 3 2 1 ്ئ ഉം 6 ഉം ْശؑയിൽെؚ؂ാൽ ഈ എؓാെണ്ؗ വّװമായി r 
എഴുതാം . എؗത് അെ׸بിൽ എؗത് ؛സ് വൺ എؗ രൂപമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ഒരു േകാമ x y x r 
ര؇് ര؇് േകാമ മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ നാല് നാല് േകാമ അ؀്, അ؀് എؗി׹െന േപാകുؗു ഉأ ആറ് c 
ഇേؚാൾ എഴുതാം, പി്ׯ വരയ്ׯാൻ ْശമിׯാം, ഇത് ചിْതപരമായി ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀്, ആറ് ഒ്ؗ 
ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀്, ആറ് എؗിവെയ ْപതിനിധീകരിׯാൻ ْശമിׯാം. നാല് നാലുമായി ബؖെؚ؂ത് 
അ؀്, അ؀് എؗത്  എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ. അതിനാൽ ഇേؚാൾ ന്െറ െഡാെമയ് ൻ 6 r 
എبാ ആദّ ഘടക׹ളും ആയിരിുׯം , അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല്, അ؀്, േകാ െഡാെമയ് ൻ 
എؗി׹െന േപാകുؗു, അതിനാൽ എبാ ആദّ ഘടക׹ളും എؗാൽ നി׹ൾ്ׯ കഴിയും ആറ് 
ബؖമിبാ؋തിനാൽ  എؗത് ന്െറ െഡാെമയ് ൻ േകാെഡാെമയ് നിന്െറ ഭാഗമാകാൻ േപാകുؗി6 ب r 
എؗത് ْശؑിുׯക, ഇത് മുഴുവൻ കാരّമാണ് 1 2 3 4 5 ഉം 6 ഉം ആണ്, അേതസമയം ന്െറ േْശണി ര؇് r 
മൂ്ؗ നാല് അ؀്, ആറ് ആകും. ഇനിؚറയുؗത് നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം ഉം a 4 9 10 25 

ഉം മുൻ ഉദാഹരണ؋ിന് സമാനമാണ് ൈമനസ് അ؀് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ b 
അ؀് ഇേؚാൾ ഓർഡർ െചᅃٝ േജാഡികൾ േകാമ ആയി എ്ؗ നിർവചിׯാം എؗത് യുെട x r x y 
വർ״മാണ് അെ׸بിൽ ചതുരം ആണ് എؗ നിബؖനേയാെട ഒരു േْകാസ് ൽ അതാണ് നമു്ׯ y x y b-
േവ؇ത് അതിനാൽ, ഓർഡർ െചᅃٝ എبാ േജാഡികളും നാല് േകാമ ൈമനസ് ര؇് നാല് േകാമ ര؇് ഒآത് 
േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒآത് േകാമ മൂ്ؗ ഇരുപ؋ിയ؀് േകാമ ൈമനസ് അ؀്, ഇരുപ؋ിയ؀് േകാമ 
അ؀് എؗിവ എഴുതാൻ ْശമിׯാം, ഇേؚാൾ അവെയ ചിْതപരമായി നാല് ഒآത് പ്؋ ഇരുപ؋ിയ؀് 
ൈമനസ് അ؀് ൈമനസ് ْപതിനിധീകരിׯാൻ ْശമിׯാം മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ, അ؀് നാല്
എؗിവ ൈമനസ് ര؇ുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതുേപാെല ര؇് ഒآത് ര؇ിനും മൂ്ؗ , മൂ്ؗ, 
ഇരുപ؋ിയ؀് അ؀് എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതുേപാെല തെؗ ൈമനസ് അ؀് വലത് 
ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭി׺ ഡയْഗം ആദّേ؋ത് കുറ്׺ െസئിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ര؇ാമേ؋ത് b 
െസئിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ െഡാെമയ്ൻ േകാ െഡാെമയ ്നും െഡാെമയ് നിെല r 
േറ؀് െഡാെമയ് ൻ ലുുׯം എഴുതാൻ ْശമിׯാം , ഓർഡർ െചയ് ത േജാഡിയുെട എبാ ആദّ ഘടക׹ളും 

ൽ ദൃശّമാകും. ആദّെ؋ മൂലക׹ൾ 4 9 ഉം 25 ഉം ആകുേآാൾ ന്െറ േകാേഡാമിൻ ആകാൻ r r 
േപാകുؗത് യുെട മുഴുവനായും ൈമനസ് അ؀് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ അ؀് b 
ആണ് ഇേؚാൾ ന്െറ പരിധി ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 ആയിരിുׯം ൈമനസ് 2 ൈമനസ് അ؀്, അേؚാൾ r 
നി׹ൾ്ׯ ര؇് ലഭിുׯം ഉം അ؀് ഉം ഇത് ന്െറ േْശണി ആയിരിുׯം ഇേؚാൾ അേത thr ee r 
ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഉദാഹരണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ യുെട a 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം കൃതّമായി നാല് ആയിരിുׯം, ഈ േകസിൽ യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉ം ഏഴ് b 
ആണ് അതിനാൽ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം നാലിൽ നി്ؗ ഏഴ് ആകും, 
അതായത് ഇരുപ؋ി എ؂് , അതിനാൽ മുതൽ വെരയുت സാധّമായ ബؖ׹ളുെടേയാ a b 
ബؖ׹ളുെടേയാ എ؉ം 2 പവർ 28 ൈമനസ് 1 ആണ്, ഇത് ഒരു വലിയ സംഖّയായിരിുׯം. 
യഥാർ،؋ിൽ സതّം ഇതാണ് , ഈ 2 പവർ 28 ൈമനസ് 1 ബؖ׹ൾ എبാം എഴുതാൻ നമു്ׯ 
കഴിേׯ؁ിب, എؗാൽ ഇْതയും ബؖ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ സാധّമാെണ്ؗ ഒരാൾ 
അറി؁ിരിׯണം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം . എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെടയും ഗണം 
പരിഗണിുׯക , തുടർ്ؗ േْകാസ് െല എبാ േകാമയും എ്ؗ നിർവചിുׯക, ഇത് സٔാഭാവിക n n r n 
സംഖّകളുെട ഗണെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ, മുകളിൽ എഴുതാം എؗത് എبാ സٔാഭാവിക n 
സംഖّകളുെടയും ഗണമാണ് . എؗത് എؗ രൂപമാണ് ശരിയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ m np lus five 
ഇെതാ്ؗ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒരു അനؓമായ ഗണമാെണ്ؗ നി׹ൾ ആദّം ْശؑിേׯ؇തു؇്, r 
അതിനാൽ എؗത് ഒരു സٔാഭാവിക സംഖّയാണ് എؗ വّവرയിൽ എؗത് എبാ േകാമ ؛സ് n r n n 
അ؀് ആയി എഴുതാം ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േപാകുക, നമു്ׯ ഈ ഉപഗണം പരിമിതെؚടു؋ാം, r 
തുടർ്ؗ േകാമ എؗിവെയبാം കൂടി േനാׯാം, സമം ؛സ് അ؀്, എؗത് n m, n cross n m n n 
നാലിൽ താെഴേയാ തുലّേമാ ആയാൽ പരമാവധി നാല് ആകാം ഇേؚാൾ നമു്ׯ വّװമായി എഴുതാം, 
അതിനാൽ ഈ ഡാഷ് ഒരു പരിമിതമായ െസئാെണ്ؗ നി׹ൾ ഇേؚാൾ ْശؑിׯണം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ r 
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ഈ െസ്ئ എഴുതാൻ ْശമിׯാം, ഇത് ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ ؛സ് അ؀് ഒ്ؗ േകാമ ആറ് , m n 
തുടർ്ؗ ര؇് േകാമ ഏഴ് മൂ്ؗ േകാമ എ؂് നാല് േകാമ ഒآത് ഇതാണ് നി׹ൾ്ׯ സാധّമായ ഒേരെയാരു 
കാരّം, അതിനാൽ വّവرകൾ ചുമു؋കേയാ കൂടുതൽ ബؖ׹ൾ അടിേ׺ൽؚിുׯക വഴിേയാ 
നൽകുؗതിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗ ഉപവിഭാഗം െചറുതും െചറുതുമായ ആദّ ബؖം 
നി׹ൾ്ׯ ْശؑിׯാം എؗത് ؛സ് 5 ആെണ്ؗ പറയുؗത് േപാെല ഒരു ബؖം m n wha 
അടിേ׺ൽؚിുׯക നമുുׯ؇ായിരുؗത് അനؓമായ ഒരു ഗണമാണ്, എؗാൽ 4-േനׯാൾ കുറേവാ t 
തുലّേമാ ആയ േപാെലയുت ഒരു വّവر കൂടി ചുമؗു؋തിലൂെട നأൾ ഒരു പരിമിത ഗണമായി n 
ചുരുുؗു׹, വാُവٝ؋ിൽ െവറും നാല് ഘടക׹ളുت ഒരു െസ്ئ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി 
േനാׯാം. ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ അ؀് , ബി നാല് ആറ്, ഒآത് എؗിവ ഉം ഉം തأിലുت വّതّാസം ഒئ x- y 
സംഖّയാണ് എؗ വّവرയിൽ എؗത് േْകാസ് ബിയിെല എبാ േകാമ ആയി നിർവചിׯെ؂ . r x y 

െല എبാ അംഗ׹ളും നമു്ׯ ആവശّമുتത് എഴുതാം, വّതّാസം ഒئ സംഖّ ആയിരിׯണം r-
എؗതാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ആദّം േനാׯാം, നമു്ׯ ഉتത് ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് വّതُّ ٝനാല് ൈമനസ് 
ഒ്ؗ വّതّാസം െവറും 3 ആണ് ഇത് ഒئ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ നമു്1 ׯ േകാമ 4 1 േകാമ 6 വّതّാസം 5 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 1 േകാമ 9 ഉ؇് വّതّാസം 8 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ഒരു r 
ഘടകമാകാൻ കഴിയിب , ര؇ാമേ؋ത് 2 േകാമ 4 വّതّാസം േനാׯാം 4 െകാ؇് 4 േകാമ 4 ൈമനസ് 2 
എؗത് 2 ആണ്, ഇത് ഇര؂ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ഭാഗമാകാൻ കഴിയിب അതിനാൽ 2 േകാമ 6 ദി r 
ഡിഫ ് ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ ന്െറ ഭാഗമാകാൻ കഴിയിب മറുവശ്2 ؋ േകാമ 9 വّതّാസം 7 erence 4 r 
ആണ് , ഇത് ഒئ സംഖّയാണ് അതിനാൽ ഇത് ഈ ന്െറ ഭാഗമാണ് ഇേؚാൾ അടു؋ത് മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ r 
നാല് വّതّാസം ഒؗാണ് ഇര؂ സംഖّ 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഈ മൂ്ؗ േകാമ ആറിന്െറ പകുതി വّതّാസം മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ ഒآത് വّതّാസം 
ആറ് ആണ്, ഇത് ഇര؂ സംഖّയാണ് അതിനാൽ ന്െറ ഭാഗമാകാൻ കഴിയിب , തുടർ്ؗ അ؀് േകാമ നാല് r 
വّതّാസം ഒ്ؗ അ؀് േകാമ ആറ് വّതّാസം ഒ്ؗ, ൈഫ േകാമ ഒآത് വّതّാസം നാലാണ്, ഇേؚാൾ 

ന്െറ ഭാഗമാകാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇത് ചിْതപരമായി ْപതിനിധീകരിׯാൻ r-
ْശമിׯാം, ഇത് ഞ׹ളുെട െസئാണ്, മറുവശ്؋ നമു്ׯ െസ്ئ ഉ؇്, ഇേؚാൾ ഒ്ؗ നാലുമായി b 
ബؖെؚ؂ത് ഒ്ؗ ആറ് ര؇് ആയി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ ഒآത് മൂ്ؗ, നാല് മൂ്ؗ, ആറ് അ؀്, നാല്, അ؀് 
അ؀് ആറ് എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ എയുെടയും ബിയുെടയും മൂലക׹ൾ 
തأിൽ നമുتുׯ ഒേരെയാരു ബؖ׹ൾ ഇവയാണ് . അേത ഉദാഹരണ؋ിൽ , പകരം ഒേര െസئിന്െറ 
ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ അ؀് , ഒരു േْകാസിേല്ׯ േപാകുؗതിനുപകരം ഒരു െസ്ئ കൂടി എؗ ബؖെ؋ r 
നിർവചിׯാം, അതാണ് ഈ ബؖം എؗത് യിെല എبാ േകാമ ആയി ഒരു എؗ േْകാസിന്െറ r a x y r 
ഒരു ഉപഗണമാണ്. ഉം ഉം തأിലുت വّതّാസം ഒരു ഒئ സംഖّയാണ് എؗ വّവرേയാെട x y a   
േْകാസ് െചുإക, ഇേؚാൾ എ്ؗ വّװമായി എഴുതാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ഒരു േകാമ r 
ഉ؇ായിരിുׯം ര؇് ഒരു േകാമ മൂ്ؗ വّതّാസം ര؇് അതിനാൽ ആകാൻ കഴിയിب , അതുേപാെല ഒരു 
േകാമ അ؀് ര؇് േകാമ ഒ്ؗ വّതّാസം ഒ്ؗ ര؇് േകാമ മൂ്ؗ വّതّാസം ഒ്ؗ ര؇് േകാമ മൂ്ؗ 
വّതّാസം മൂ്ؗ ഇേؚാൾ മൂ്ؗ േകാമ ഒ്ؗ വّതّാസം ര؇് അതിനാൽ ആർ ْതീ േകാമയുെട ഭാഗമാകാൻ 
കഴിയിب ര؇് വّതّാസം ഒ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ അ؀്, ര؇് അതിനാൽ ഭാഗമാകാൻ കഴിയിب ഇേؚാൾ r 
ൈഫ േകാമ ഒ്ؗ വّതّാസം നാല് അ؀് േകാമ ര؇് വّതّാസം മൂ്ؗ അ؀് േകാമ മൂ്ؗ വّതّാസം 2 5 
േകാമ 5 വّതّാസം 0 ആണ് ഇേؚാൾ ഈ കാരّ׹ൾ എبാം കൂടി ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ആദّം 
ഉتേؚാെഴبാം ഇതിൽ ഒരു കാരّം ْശؑിുׯക ഒരാൾ്ׯ കഴിയുؗ കാരّം േകാമ എؗ േജാഡി x y 

ന്െറ െപടുؗ സമയെب؋ാം ഇവിെട ْശؑിുׯക, അത് േകാമ ഉം ന്േറതാെണ്ؗ ഉടനടി r- y x r-
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഉദാഹരണം ഉപേയാഗിׯാം, തുടർ്ؗ ഇനിؚറയുؗ കാരّം 
നിർവചിׯാം ശൂനّമبാ؋ െസئായിരിׯെ؂ , കൂടാെത ബؖെ؋ അനുവദിുׯക a rb ah 
അർ،മാؗുׯത് എؗത് ഒരു േْകാസിന്െറ ശൂനّമبാ؋ ഉപഗണമാണ്, േകാമ r x y r 
ന്േറതാെണ׸ിൽ സമമിതിയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, േകാമ േജാഡി ൽ ഉتേؚാൾ േകാമ r x y r- y x

വലേ؋താണ് . റിേലഷൻ േപാെലയുت േജാഡിയിൽ േകാമ ഉ؇്, അത് ഒരു സിْأടിക് റിേലഷൻ r x 
എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ സമമിതി ബؖ׹ൾ കൂടുതൽ ൈകകാരّം 
െചുإം, കൂടാെത ബؖ׹ളുെട കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ നൽകുകയും എؓാണ് എؗ ആശയം 
ൈകകാരّം െചുإകയും െചുإം ഒരു ഫംഗ് ഷന്െറ ആശയം എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട 
നിർുؗു؋ എبാവർുׯം നؕി Pru
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