
เർ౲ ൮ბಗಳ ๬౷ ಗತ ಇಂൽನ เಷಯโ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಗำ ಮൡ౨  ๸ීಧಗಳ ෬ว කโ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ 
౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ අಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗๭ං౪ ೕๅ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ කโ ಆඃ๏๭ದ ೯ೕലಗูಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  
ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಪคಕಲ౭ චಯඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ ಈ ಆඃಶದ ೯ೕലಗಳඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  
ಅಂൟಮ฿ಜ කโ ಆචತಂലං౪ ೕๅ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ අಂൽಡ ಒಬ౯ ฆ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ n 
ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಸಹ ฿౲ ಌ౲ ඛಸಬ๾ൿ ಆದฉ ಈ ಉಪක౲ ಸಗಳ ๼ಂൽನ ಉං౪ ೕಶ ಅൿ ಅಲ౵  ಈಗ කโ ಇඞ౬  ಃಲโ 
ಉർಹರൕಗูಂൽಡ ෨ಂൿವค෽ೕಣ කโ ಒಂൿ ಉർಹರൕ ಅಥ฿ ಸಮ๲౲ ෵ಂದ ඩ౳ ฏ෗๵ೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ 
෩ฆ ಸ෥ನ ෩ฆ කฤౙ  ಮൡ౨  කฤౙ  ಐൿ ಆฆ ಸ෥ನ฿ದ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  කโ ಈ ಃಳಜನ b c 
౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ಉഴ๼ല෽ೕಣ ౽౳ ๺ ೞದಕโ ๲ಃಂി ಒಂൿ ಅಡ౥  ೞದಕ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಇ a b c b 
෩ರඡ ಒಂൿ ಅಡ౥  ෸ඛಯඨ ಮൡ౨  කಲౙ ඡ ಒಂൿ ಅಡ౥  ෸ඛಯඨ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಇ ಅವ౽ಶ කโ ಈ b c b 
ಃಳಜನ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ෮ದฤ ಉഴ๼ല෷൤౨ ೕๅ ಒಂದඝ౬  ನಮಡ ඛೕಡมಜං ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಎಂൿ ඛೕಡมಜංa b 

ಮൡ౨  ಮൡ౨  6. b 3 4 c 4 5 
ಆದ౪ คಂದ ೞದಕโ ಅโಗಳ ನഴเನ ๬෥ನ౲  ಅಂಶโ ඛಖರ฿ಜ 4 ಆಜං b 
ಆದ౪ คಂದ ೞದನ ಄ವಲ කฤౙ  ಈಗ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಅಡ౥  ೞದನ ಎม౵  ๸ಭವඛೕಯ ಕ౳ ෦๭ದ ೯ೕലಗำ b c o ba b c a 
ಮൡ౨  ೞದಕ ಒಂൿ ౽౳ ๺ ಅಥ฿ ಅಡ౥  ೞದನದ ನย౵  ಆඃಶದ ೯ೕല෵ಂದ ෮ದಲ ಅಂಶโ ಮൡ౨  b c b b c a 
ಎರಡඡ ಅಂಶൽಂದ ಇರ෎ಀ ೞದಕ ෵ಂದ ಇರ෎ಀ b c 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ಅಂಶโ ಒಂൿ කฤౙ  ಮൡ౨  ೞದಕದย౵  ෎ฉ ෴โඃ ಅಂಶเಲ౵  b 
ಆದ౪ คಂದ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಇൿ ಅಡ౥  ೞದಕ ಈಗ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  b c b 
ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಅൿ ಆಜං 3 4 b 
ಆದ౪ คಂದ 1 3 ಮൡ౨  ಒಂൿ කฤౙ  ಅඃ คೕൟ ಎರഴ ෩ฆ ಎರഴ කฤౙ  ෩ฆ ෩ฆ ಮൡ౨  ෩ฆ කฤౙ  ಇൿ ౽౳ ๺ 

ಆಜං ಈಗ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ౘ෦๭ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಇ ಮൡ౨  කฤౙ  ಐൿ ಆฆ b b c c 
ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  
ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಮൡ౨  ಆචಯ 
ಅಂಶ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ಈಗ කโ ౽౳ ๺ ෈ ೞದಕವඝ౬  ౽౳ ๺ ๭ ෽ಂൽಡ ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ . 
කโ ౽౳ ๺ ෈ಛಜ ಬฉൽං౪ ೕๅ ඦತರ ඛೕโ ಆ ಎยෳ ಅඝ౬  ಗಮඛಸಬ๾ൿ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಒಂൿ 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಇๅ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಮൡ౨  ෩ฆ 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಇโಗำ ౽౳ ๺ ෈ ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ಇ ಎರಡ ౙಁ  ๬෥ನ౲ ฿ಜฆವ ಅಂಶಗำ ಮൡ౨  ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಇโ ಄ವಲ 
෩ฆ ಅಂಶಗะಜๅ ಸค ಈಗ ಈ ಃಳಜನ ಅಂಶವඝ౬  ಗಮඛ๭ ౽౳ ๺ ෈ ೞದಕ ಒಂൿ ಅಡ౥  ඣಂൽಡ ಅಡ౥  ೞದಕಃౙ  c c b 
ಸ෥ನ฿ಜං, කโ ෩ರචಯದඝ౬  ෥ഺೕಣ කโ ౽౳ ๺ ෸ඛಯඨ ಅඝ౬  วಕౙ  ๻ಕ෎ಀ b c 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ඛೕಡมದ ಮൡ౨  4 ಆಜං ಮൡ౨  ನಮಡ ඛೕಡมದ ಮൡ౨  6. b 3 c 4 5 
ಆದ౪ คಂದ ෸ඛಯඨ ಮൡ౨  6 ಸค ಮൡ౨  ನಮಡ ඛೕലฆโൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ b c 3 4 5 
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ෸ඛಯඨ ಈ ಃಳಜನ ಆඃಶದ ೯ೕലಗัಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಒಂൿ b c 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ 
කฤౙ  ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ෩ฆ
ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ಎ๠ౣ  ೎ක౬ ಜ ನಮಡಲ౵ คಟ ൟัൽං ಒಂൿ ಅಡ౥  ෈ 
ಯย౵ ನ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  ಒಂൿ ෇ค ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಈಗ ನย౵ ฆವ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෴ಜං ಯย౵ ನ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  b a 
෩ฆ ಮൡ౨  ෸ඛಯඨ ಯย౵ ನ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  කฤౙ  b cc 
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ෸ඛಯඨ ನย౵ ฆವ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ 4 คಂದ 12 ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  1 2 3 4 5 6 ಎಂൿ ඛೕโ b c 
ಗಮඛಸಬ๾ൿ 7 8 9 10 11 12 
ಆದ౪ คಂದ කโ ౽౳ ๺ ෈ ෸ඛಯඨ ๭ ಯ ෴โඃ ಅಂಶವඝ౬  ಕึൿಆಂലಲ౵ , ಈಗ කโ ౽౳ ๺ ෈ ಮൡ౨  ෈ ౽౳ ๺ ๭ 
ಅඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ ౽౳ ๺ ෈ คೕ෸ඛಯඨ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಈ 
ಎರഴ เಷಯಗำ කโ ෮ದಲචಯದඝ౬  ಅಥ฿ ಎರಡචಯದඝ౬  ౽౳ ๺ ෈ ෥ലർಗ ෮ದศ วಕౙ  ๻ಕมಜං ಮൡ౨  
කඝ ຂำ൤౨ ೕච ಮൡ౨  ෇ ౽౳ ๺ ๭ ಅඝ౬  ෮ದศ วಕౙ  ๻ಕมಜං ಎಂൿ ಈಗ කโ ಆ ෸ඛಯඨ ಅඝ౬  ౽౳ ๺ ෈ 
෸ඛಯඨ ඣಂൽಡ ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ෈ ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಒಂൿ ෩ฆ ಒಂൿ කฤౙ  ಎರഴ ෩ฆ ಎರഴ
෩ฆ ෩ฆ ෩ฆ ෩ฆ කฤౙ  ಆದฉ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಇඣ౬ ಂൿ ಒಂൿ කฤౙ  ಒಳತಂലൡ౨  කโ ಈಛಗศ ಇತರ c 
ಒಂൿ ಐൿ ಒಂൿ ಆฆ ಮൡ౨  ඦತರ ෨ಂൽನ ಎರഴ කฤౙ  කโ ಈಛಗศ ๼ಂൽฆಜದ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ಐൿ ಎರഴ ಆฆ ෩ฆ කฤౙ  ಈಛಗศ ๼ಂൟฆಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ෩ฆ ಐൿ ಮൡ౨  ෩ฆ ಆฆ ຄಂൽฆತ౨ ං ౽౳ ๺ ෈ ෸ඛಯඨ ಎಂ්ൿ ౽౳ ๺ ෈ c 
෸ඛಯඨ ౽౳ ๺ ๭ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂ්ದඝ౬  ಮ൧౨ ෫౱  කโ ಗಮඛ๵ೕಣ, ಇൽೕಗ කโ ಇඞ౬  ಒಂൿ ಸಮ๲౲  ಅಥ฿
ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฌೕಣ p ab c 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ರ೉๵ೕಣ ౽౳ ๺ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ຄಂൽ๭ ಯ ౽ഔೕბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ෩ฆ ෇ค b p p p p 
งඪ๵ೕಣ , ಅൿ ಸಮකಜฆತ౨ ං ap cross p cross pp cross p cross p aaa aab aac aba abb abc aca 

ಮൡ౨  ඦತರ aeb acc baa bab bac bba bbb bbc bca bcb bcc caa cab cac cba cbb cbc cca ccb 
ಮൡ౨  ಆචಯ ಒಂൿ ಈ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ຄಂದยං ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ ccc p cross p cross p 
ಆದ౪ คಂದ ನย౵ ฆವ ಒഖౣ  ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಈಗ 27 ಆಜฆತ౨ ං ಈ ಎม౵  เಷಯಗำ ಈಗ ๸ීಧ p cross p cross p 
ಎಂൿ ൟัൽฆವ เಷಯದ ෨ಂൽನ เಷಯಃౙ  ຄೕತೕಣ ඛච౬  කโ ಈ ಃಳಜನ งಪದ ಃಲโ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಎม౵  ಆඃಶದ ೯ೕലಗำ ಅಲ౭ เฃಮ ಅಂದฉ ಮൡ౨  ಅಥ฿ ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ಎರവ ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ಮൡ౨  x y x y 
කโ ๲ౙ ౷ ೕിბ ಪ౵ ๺ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಎಂൿ ಕฉಯಲ౭ ഴವ ಇඣ౬ ಂൿ เಷಯವඝ౬  කโ ඛච౬  ಉഴಆಂലං౪ ೕๅ ಎಂದฉ ಈ x y 
๲ഡ ๭ಎ ಅಲ౵  ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ಆങბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ ನಮ౱ ย౵ ං, ಆದง ಇൿ ಆฑ ಎರಡರ ಉಪเූಗ฿ಜං, ಆർಟ౲  
ಇൿ ಆฑ ಎರಡರ ಉಪเූಗ฿ಜං, ಸಹಜ฿ಜ ಇൿ ೦౲ ෦ൟೕಯ ವ๯౨ เಡ ಉർಹರൕ෴ಜං ไತ౨  ಇൿ ಈ ๲ഡ ಅಲ౵  
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ಆದง ಇൿ ಆඃ๏๭ದ ೯ೕലಗಳඝ౬  ಒಳತಂലං ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಆದฉ ಇൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං ಇൿ ಄ವಲ 
౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಉಪเූಗ฿ಜං ಆฑ ౽౳ ๺ ಆฑ , කโ ಇඣ౬ ಂൿ เಷಯವඝ౬  ඣೕഺೕಣ . ฃ෨ ෇් 
ರ෬๜ ಀ෥ฑ ಮൡ౨  ๏ವ ಎಂಬ ಃಳಜನ เಷಯಗಳඝ౬  කโ ຄಂඅೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಃಲโ ಜನರ ಐൿ ກಸฆಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ෴ฃದง ಈ ಃಳಜನ ກಸฆಗಳඝ౬  ๰೉ಸฤ ෈ ಲ౾౹ ౱  
෱೩ ಹಣ ಮൡ౨  ಈ ෩ฆ ಈ ෩ฆ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣೕലದฉ ಈ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ඛೕโ 
ඣೕഴൟ౨ ೕค ඛೕโ ಹൽජൿ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆವ ಐದคಂದ ෩ರರ ๸තಣბ ๲ഡ ಅඝ౬  ຄಂൽฆൟ౨ ೕค ಆದฉ 
කඝ ຂำโർದฉ ಮൡ౨  ನഴๅ ๸ීಧเං ಎಂൿ ຂัದฉ ಮൡ౨  ಒಂൿ ಅಂಶโ ಡ ๸ීඌ๭ದ౪ ฉ a b a b b 
ಉർಹರൕಡ ನ ಒಂൿ ಅಂಶ ಸಣ౧  ಅವฆ ಡ ๸ීඌ๭ං ಮൿๅ෴ಜං a a b 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ කඝ ಈ ಃಳಜನ เಷಯಗ฼൤ ಅඝ౬  ຂำ൤౨ ೕච ರ෬๜ ಮ൐ ಎರಡඡ ಒಂൿ ฃ෨ r 
෱೩ ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ෇් ಲ౾౹ ౱  ಸค, ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಈ ಃಲಸಗำ ຂಡ ಆಜๅ ರ෬๜ ಮൡ౨  ಹಣ ಅವฆ ಒഔౣ ಡ 
ಮൿๅ෴ಜർ౪ ฉ ಇಬ౯ ง ಮൿๅ෴ಜർ౪ ฉ ಒഔౣ ಡ ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ ฃ෨ ಮൡ౨  ෱೩ ಅವฆ ಮൿๅ෴ಜർ౪ ฉ 
ಮൡ౨  ಆචಯವฆ ෇් ಮൡ౨  ಲ౾౹ ౱  ಅವฆ ಮൿๅ෴ಜർ౪ ฉ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ೯ೕലಯย౵  ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ಎರഴ ಹย౵ ನ ກಸฆಗำ ಅಥ฿ ಎರഴ ๲ಟ౛ ಳ ನഴเನ ಅಂಶಗಳ ನഴๅ ಃಲโ ๸ීಧ ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಔಪೈคಕ฿ಜ ಬฉ෽ೕಣ ಒಂൿ ฿౲ ಌ౲ ನโ ಮൡ౨  ෴โඃ ಎರഴ ಌย෵ಲ౵ ದ ๲ഡ ಗะಜರย , a b 

ඛಂದ ವฉಜನ ๸ීಧ ಎಂ්ൿ ౽౳ ๺ ಯ ಌยಯಲ౵ ದ ಉಪเූಗ฿ಜං a b r b 
ಆದ౪ คಂದ ๸ීಧโ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಯ ಌยಯಲ౵ ದ ಉಪเූಗ฿ಜං b 
ಆದ౪ คಂದ ජಸಜბಕ ಪ౳ ๔౬  ಮൡ౨  ಗಳ ನഴๅ ಎ๠ౣ  ๸ීಧಗำ ๬ಧ౲  ಎಂ්ൿ ನಮಡ ൟัൽං, a b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ഔಪ౭ ൐෴ಜ ෥ഺೕಣ ౽౳ ๺ ನ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಒಂൿ ෇คಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಯ b b 
ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ කโ ෴฿ಗ ಅವฆ ๸ීಧಗಳย౵  ಆಸ౾౨  ຄಂൽർ౪ ฉ ಎಂದฉ කโ ich 
౽౳ ๺ ನ ಉಪเූಗಗಳย౵  ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ b 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ಯ ನഴๅ ಎ๠ౣ  ๸ීಧಗำ ๬ಧ౲  ಎಂ්ൿ ಸಹಜ ಪ౳ ๔౬ ෺ಂದฉ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ a b b 
౽౳ ๺ ನ ಎ๠ౣ  ಉಪเූಗಗำ ๬ಧ౲  ಒಂൿ ๲ഡ ෴โඃ ಌยಯಲ౵ ದ ๲ഡ ඦತರ ನ ๸ಭವඛೕಯ ಉಪเූಗಗಳ a a 
๸ಒ౲ ෷ ನಮಡ ൟัൽฆವ ౽ലბකยഔಡ ಶ౾౨  ඛೕഴತ౨ ං ಆದฉ ඛೕโ ๸ීಧದ ฿౲ ಌ౲ ನವඝ౬  ඣೕലದฉ ಅൿ 
ಌย෵ಲ౵ ದ ಉಪเූಗ ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං ಮൡ౨  ಒಬ౯ ฆ ෴฿ಗล ಎಲ౵ ವඞ౬  ಗಮඛಸ෎ಀ. ನ ๸ಭವඛೕಯ a 
ಉಪเූಗಗำ ಌย ๲ഡ ಅඝ౬  ಸಹ ಒಳತಂലฆತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ ๸ಭವඛೕಯ ๸ಭವඛೕಯ ಉಪเූಗಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ౽౳ ๺ ಯ ಌยಯಲ౵ ದ ಉಪเූಗಗಳ ๸ಒ౲ ෷ 2 b 
ಶ౾౨ ෷ ౽౳ ๺ ಯ ౽ലბකยഔಯඝ౬  ෭ನ๺ ಒಂದඝ౬  ຄರൡಪല๭ b 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ನഴเನ ๸ಭವඛೕಯ ๸ීಧಗಳ ಒഖౣ  ๸ಒ౲  ಎಂ්ൿ ಎರഴ ಶ౾౨ ෷ ౽౳ ๺ ෈ ෭ನ๺ ಒಂದರ a b 
౽ലბකยഔ, 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಅඡಕ ๸ීಧಗำ ඛಜ฿ಜ ๬ಧ౲  
ಆದ౪ คಂದ කโ ෮ದಲ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඛೕലದ ಉർಹರൕ෷ ඛಖರ฿ಜ ไತ౨ ฿ಜං ಮൡ౨  ಎರಡචಯ ಉർಹರൕ 
ජಸಜბಕ ๬ಧ౲  
ಆದ౪ คಂದ ಇಬ౯ ฆ ವ౲ ౾౨ ಗำ ಅವฆ ಪൟ-ಪൟ౬ ෴ಜർ౪ ಗ ಗำ ๸ීඌ๭ๅ, ಇโಗำ ๸ීಧಗัಡ ಉർಹರൕಗะಜๅ ಈಗ 
කโ ಇඞ౬  ಃಲโ ಉർಹರൕಗูಂൽಡ ຄೕತೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಡ ಸ෥ನ฿ದ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  b 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಒಬ౯ ฆ ಗಮඛಸ෎౽ದ ෮ದಲ เಷಯๅಂದฉ ಒಂൿ ౽౳ ๺ ෈ ಸ౷ ൫ ಎ ಮൡ౨  ෈ ನഴเನ ๸ීಧ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ීಧವඝ౬  ๬ವბൟ౳ ಕ ๸ීಧ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං, ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ෴โඃ ಎರഴ ๲ഡ ಗัಡ ಮൡ౨  ෈ a 
ಒಬ౯ ฆ ෴฿ಗล ฿౲ ಌ౲ ඛಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ෈ ಅಥბතಣბ฿ಜං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ౽౳ ๺ ෈ ಎಂൿ ൟัൽං ෴โඃ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ๬ವბൟ౳ ಕ ๸ීಧವඝ౬  ಮൡ౨  ಅඝ౬  a b a cross b 
๬ವბൟ౳ ಕ ๸ීಧದ ඈಡ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං, ಈಗ ಆචಯ ಉർಹರൕಡ ๼ಂൟฆಜ ಮൡ౨  ඦತರ ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ຄಂൽದ౪ ඝ౬  ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  කโ ಎರഴ ෩ฆ ಎಂൿ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ. කฤౙ  ಸค ಈಗ 
කโ ຄಸ ๸ීಧ ಅಥ฿ ಅಡ౥  ಒಂൿ ಉಪเූಗඅಂൽಡ ಬฌೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ ౘ෦๭ ಒಂൿ ಎರഴ ಒಂൿ b 
෩ฆ ಎರഴ ಎರഴ ෩ฆ ෩ฆ කฤౙ  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಉಪเූಗ฿ಜං ಇದඝ౬  ೉൞౳ ತ౱ ಕ฿ಜ ಪ౳ ൟඛඌಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ෮ದಲ ๲ഡ ຄಂൽං ಒಂൿ ಎರഴ 
ಮൡ౨  ෩ฆ ๭౾ౙ ൡ, ಎರಡචಯದඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ, ಅൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  කฤౙ  කโ ෮ದಲචಯದඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
๸ීಧದ ෮ದಲ ಅಂಶโ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಎರಡಃౙ  ๸ීඌ๭ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರಡರ ನഴๅ ෇ಣದ ชಌ೉ತ౳ ವඝ౬  ๲ึ෽ೕಣ ಎರಡචಯൿ ಒಂൿ ಮൡ౨  ෩ฆ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ൧౨ ෫౱  ಇඣ౬ ಂದඝ౬  ๲ึ෽ೕಣ ಈ ෇ค ಒಂದคಂದ ෩ฆ ෩ರඡ ಒಂൿ ಎರഴ ಎರഴ කಲౙ ඡ 
ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ಐದඡ ಒಂൿ ෩ฆ කฤౙ  ಸค කโ ಎರಡඡ ಉർಹರൕಯඝ౬  ๼ಂൟฆಜ ඣೕഺೕಣ කโ
ກಸฆಗಳ เಷಯದย౵  ಸค෴ಜ ಎರಡඡ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಮ൧౨ ෫౱  කโ ฃ෨ ಎಂൿ ຄಂൽං౪ ೕๅ ෇්
ರ෬๜ ಀ෥ฑ ಮൡ౨  ๏ವ ಎರಡඡ ๲ഡ ನย౵  ಲ౾౹ ౱  ෱೩ ಮൡ౨  ಹಣเං ಮൡ౨  ನಮಡ ಇದ౪  ๸ීಧๅಂದฉ ರ෬๜ b 
౽ಮ ಮ൐ ฃ෨ ౽ಮ ෱೩ ಮൡ౨  ෇් ౽ಮ ಲ౾౹ ౱  ಈಗ ಇದඝ౬  ಬฉಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಅಥ฿ ೉൞౳ ತ౱ ಕ 
ชಌ೉ತ౳ ದ ಪ౳ ౽ರ ಇದඝ౬  ಮ൤౨  ಪ౳ ൟඛඌ๵ೕಣ ಮ൧౨ ಂංഷ ಀ෥ರ ๏ವ ನಮ౱  ಬั ಲ౾౹ ౱  ෱೩ ಮൡ౨  ಹಣเං 
ಆದ౪ คಂದ ฃ෨ಡ ෱೩ಡ ๸ීಧเං ಮൡ౨  ರ෬๜ ಡ ಹಣಃౙ  ๸ීಧเං ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ෇් ೯൤ ಲ౾౹ ౱ ಡ 
๸ීඌ๭ං ಇโಗำ ๼ಂൽನ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ඣೕലದฉ ನಮ౱  ಬั ಇದ౪  ಎರഴ ಉർಹರൕಗำ 
ಆದ౪ คಂದ ನย౵  ಎರಡචಯ ಉർಹರൕ෺ಂದฉ ಃಲๆ ಃಲโ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಎರಡඡ ๲ഡ ನ ಅಂಶಗัಡ ෥౲ භ ෥ಡมಜංt 
ಃಲโ ಅಂಶಗಳ ෮ದಲ ๲ഡ ನ ෩ฆ ಅಂಶಗಳඝ౬  ෥ತ౳  ຄಂൽಸมಜං ಅಥ฿ ಅඝ౬  ຄಂൽ๭ ಅಥ฿ ෥౲ භ a 
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෥ಡมಜං ಅಥ฿ ಯ ಅಂಶಗัಡ ๸ීඌ๭ං, කโ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಸ෥ನ฿ದ ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  b 
෥ഺೕಣ කฤౙ  ಮൡ౨  ಐൿ ಮൡ౨  ෈ ෭ನ๺ 1 0 4 9 25 ಈಗ කඝ ಅඝ౬  ౽౳ ๺ ෈ ನย౵ ฆವ ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ r x y 
ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕච, ವಗბಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ ඛೕಡมಜං y x 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಇದඝ౬  เಸ౨ คಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ ಅದඝ౬  ඣೕഺೕಣ ඛೕโ ಆಡბฑ ෥ലದ ೯ೕലಯඝ౬  
ຄಂൽฆ฿ಗ ಎರಡචಯ ಅಂಶโ ෮ದಲ ಅಂಶಃౙ  ๸ීඌ๭ರ෎ಀ ಎಂಬ ಷರൟ౨ ನ ෩ಲಕ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜರ෎ಀ y y x 
ಅಂದฉ ಄ವಲ ๬ಧ౲ ൤ಗำ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂಬൡ౨  ಮൡ౨  ಐൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಇಪ౭ ൡ౨  ಐൿ 
කโ ಮ൧౨ ෫౱  ಇದඝ౬  ೉൞౳ ತ౱ ಕ฿ಜ ಪ౳ ൟඛඌಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  ಮൡ౨  ಐൿ ෭ನ๺ 
ಒಂൿ ๒ನ౲  කฤౙ  ಒಂಬൡ౨  ಮൡ౨  ಇಪ౭ ൤౨ ೖൿ ಎರഴ කฤౙ  ෩ฆ ๸ීඌ๭ං ಒಂಬൡ౨  ಮൡ౨  ಐൿ ಇಪ౭ ൤౨ ೖದಃౙ  
๸ීඌ๭ං ඛೕโ ಇದඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൽೕಗ ಃಲโ ಅಂಶಗำ ಃಲๆ ಅಂಶಗำ ವඝ౬  ಯ ಃಲโ ಅಂಶಗัಡ ෥౲ භ a b 
෥ಡมಜං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಯ ಎม౵  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಯ ಎม౵  ಅಂಶಗัಡ ෥౲ භ ෥ಡมಜಲ౵  a b 
ಆದ౪ คಂದ ಯ ಃಲโ ಅಂಶಗಳඝ౬  ෈ഖౣ ෈ಡมಜං ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ ಯ ಃಲโ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಸಹ ෈ഖౣ ෈ಡมಜං a b 
ಇඞ౬  ಒಂൿ ฿౲ ಌ౲ ನವඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಮൡ౨  ಎರഴ ಌย෵ಲ౵ ದ ๲ഡ ಗะಜರย ಮൡ౨  ಮൡ౨  ನഴเನ a b a b rba 
๸ීಧವඝ౬  ಅඝಮൟ๭ ඦತರ ನ ഺ෬ඨ ಆඃ๏๭ದ ೯ೕലಗัಂದ ಎม౵  ෮ದಲ ಅಂಶಗಳ ๲ഡ ಆಜං ๲ഡ r nr b 
ಅඝ౬  ನ ಆೕഺ෭ඨ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ๲ഡ ಎม౵  ๲ಃಂലನ ๲ഡ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ನย౵ ನ ಆಡბฑ r r 
೯ೕലಗัಂದ ಅಂಶಗಳඝ౬  ๔౳ ೕ൐ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈಗ කโ ಒಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ r 
෩ฆ කฤౙ  ಐൿ ಮൡ౨  ಆฆ ಮൡ౨  ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ౘ෦๭ ನಮಡ ෴โඃ ಅಗತ౲ เಲ౵  ಇย౵  ಆ ಎม౵  b b r x 
ಅಲ౭ เฃಮ ರย౵  ಒಂൿ ಅಡ౥  ಸಮකದ ೯൤ಡ ಒಂൿ ඈಡโ ಈಗ ನಮ౱  ๲ഡ ಮൡ౨  6 ಅඝ౬  y y x a 1 2 3 4 5 
ඛೕโ ಗಮඛ๭ದฉ ಈ ಏචಂൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಬฉ෽ೕಣ ಮൡ౨  ನಮ౱  ๸ීಧโ ಆ ಆඃಶದ ೯ೕലಗำ ಮൡ౨  r x x 
ಅಲ౭ เฃಮ ಆಜං ಎಂ්ൿ ಅಥ฿ งಪ ಪ౵ ๺ ಒඨ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  y x y x 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ r 
ಮൡ౨  ಐൿ ಓ෥౱  ಆฆ ಈಗ ಬฉ෽ೕಣ කโ ඪಋ ಅඝ౬  ๲ึಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಇದඝ౬  ೉൞౳ ತ౱ ಕ฿ಜ ಪ౳ ൟඛඌಸฤ c 
ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  ಐൿ ಮൡ౨  ಆฆ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  ಐൿ ಮൡ౨  ಆฆ ಈಗ ಒಂದඝ౬  
ಪ౳ ൟඛඌಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಎರഴ ಎರഴ ๸ීඌ๭ං ෩ฆ ෩ฆ ๸ීඌ๭ං කฤౙ  කฤౙ  ๸ීඌ๭ං ಐൿ ಮൡ౨
ಐൿ ๸ීඌ๭ං 6. 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ನ ഺ෬ඨ ಎม౵  ෮ದಲ ಅಂಶಗะಗยං r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  ಮൡ౨  ಐൿ ಮൡ౨  ಸಹ ഺ෬ඨ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಎม౵  ෮ದಲ ಅಂಶ ಆದฉ ඛೕโ ෥ಡಬ๾ൿ ಆฆ ๸ීಧเಲ౵  ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ನ ഺ෬ඨ ಆഺೕ෭ඨ ನ ූಗ฿ಞโൽಲ౵  ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭ ಇൿ ๸තಣბ เಷಯ 6 r 1 2 3 4 5 
ಮൡ౨  6 ಆದฉ ನ ฿౲ ඪ౨ ෷ ಎರഴ ෩ฆ කฤౙ  ಐൿ ಮൡ౨  ಆฆ ಆಜฆತ౨ ං ಃಳಜನโಗಳඝ౬  කโ ಇඣ౬ ಂൿ r 
ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಮൡ౨  ಇൿ ๼ಂൽನ ಉർಹರൕ฀൤෻ ಇං ෭ನ๺ ಐൿ ෭ನ๺ a 4 9 10 25 b 
෩ฆ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ಐൿ ಈಗ කඝ ಆಡბฑ ෥ലದ ಎม౵  ೯ೕലಗำ ಅಲ౭ เฃಮ x 
ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕච ౽౳ ๺ ನย౵  ಎಂ්ൿ ಯ ವಗბ฿ಜං ಅಥ฿ ೓ಕโ ಆಜං ಎಂಬ ಷರൟ౨ ඣಂൽಡ y b x y y x 
ನಮಡ ෎౽ಜฆโൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎม౵  ಆඃಶದ ೯ೕലಗಳඝ౬  කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ෭ನ๺ ಎರഴ කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಒಂಬൡ౨  
ಅಲ౭ เฃಮ ෭ನ๺ ෩ฆ ಒಂಬൡ౨  ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಇಪ౭ ൤౨ ೖൿ ಅಲ౭ เฃಮ ෭ನ๺ ಐൿ ಮൡ౨  ಇಪ౭ ൤౨ ೖൿ 
ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಬฉಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಈಗ ಅโಗಳඝ౬  ೉൞౳ ತ౱ ಕ฿ಜ කฤౙ  ಒಂಬൡ౨  ಹൡ౨  ಇಪ౭ ൤౨ ೖൿ ෭ನ๺ ಐൿ 
෭ನ๺ ಪ౳ ൟඛඌಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ෩ฆ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ಐൿ කฤౙ  ෭ನ๺ ಎರಡಃౙ  
๸ීඌ๭ං ๻ಡ෻ ಎರഴ ಒಂಬൡ౨  ಎರಡ ౙಁ  ๸ීඌ๭ං ෩ฆ ๻ಡ෻ ෩ฆ ಮൡ౨  ಇಪ౭ ൤౨ ೖൿ ಐൿ ಮൡ౨  
෭ನ๺ ಐൿ ಡ ๸ීඌ๭ං ಇൿ ನಮ౱ ย౵ ฆವ ชಌ೉ತ౳ ฿ಜං ෮ದಲචಯൿ ๲ഡ ಅඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಆದฉ 
ಎರಡචಯൿ ෈ ๲ഡ ಅඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಈಗ කโ ഺ෬ඨ ಆೕ ഺ෬ඨ ಅඝ౬  ಬฉಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಮൡ౨  
ಆಡბನბ ഺ෬ನ౬ ย౵ ನ ๔౳ ೕ൐ಯ ഺ෬ඨ ඣೕಟโ ಆಡბฑ ೯ೕലಯ ಎม౵  ෮ದಲ ಅಂಶಗಳย౵  ತೕಚค๯ತ౨ ං ෮ದಲ 
ಅಂಶಗำ 4 9 ಮൡ౨  25 ಆಜದ౪ ฉ, ನ ಆೕഺ෦ඨ ಆಜฆತ౨ ං ಅൿ ಯ ๸තಣბ฿ಜฆತ౨ ං ಅൿ ෭ನ๺ ಐൿ ෭ನ๺ r b 
෩ฆ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ಐൿ ಈಗ ನ ฿౲ ඪ౨ ෷ ෭ನ๺ 2 ෭ನ๺ 3 ಆಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ 2 r 
෭ನ๺ ಐൿ ಮൡ౨  ඦತರ ඛೕโ ಎರഴ ൻಆฑ ಅඝ౬  ຄಂൽฆൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ಐൿ ಇൿ ನ ๔౳ ೕ൐෴ಗยං ಈಗ ಅඃ ee r 
ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ඛೕโ ಈ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕലದฉ ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ඛಖರ฿ಜ කฤౙ  ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ a 
๸ದಭბದย౵  ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  ಏำ b 
ಆದ౪ คಂದ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದย౵ ನ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ කಲౙ คಂದ ಏำ ಆಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ಇಪ౭ ൤౨ ಂഖ 
ಆದ౪ คಂದ ๸ಭವඛೕಯ ๸ීಧಗำ ಅಥ฿ ๸ීಧಗಳ ๸ಒ౲  ඛಂದ ಡ 2 ಶ౾౨  28 ෭ನ๺ 1 ೎ක౬ ಜ ಇൿ ಒಂൿ a b 
අಡ౥  ๸ಒ౲ ෴ಜฆತ౨ ං ಆದฉ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಸತ౲ ๆචಂದฉ, ಇ๠ౣ  ๸ಒ౲ ಯ ๸ීಧಗำ ඛಜ฿ಜ ๬ಧ౲ , ಈ ಎม౵  2 ಪವฑ 
28 ෭ನ๺ 1 ๸ීಧಗಳඝ౬  ಬฉಯฤ ನಮಡ ๬ಧ౲ ฿ಗൽರಬ๾ൿ ಆದฉ ಈ ಅඡಕ ๸ීಧಗำ ඛಜ฿ಜ ๬ಧ౲  ಎಂൿ 
ಒಬ౯ ฆ ൟัൽರ෎ಀ කโ ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ . ಎม౵  ජಸಜბಕ ๸ಒ౲ ಗಳ ಞಂಪඝ౬  ಪคಗ൐๭ ಮൡ౨  
ඦತರ ಅඝ౬  ౽౳ ๺ ನย౵ ฆವ ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂ ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛ๭, ಇൿ ජಸಜბಕ ๸ಒ౲ ಗಳ ಞಂಪඝ౬  r n n n 
๰೉๯ತ౨ ං, කඝ ෬ม౰ ಗದย౵  ಬฉ෷൤౨ ೕච ಎಂ්ൿ ಎม౵  ජಸಜბಕ ๸ಒ౲ ಗಳ ๲ഡ ಆಜฆತ౨ ං . ಎಂ්ൿ n m np 
งಪ฿ಜං ฤ๺ ಐൿ ಸค 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಇದඝ౬  ඣೕലದฉ ෮ದಲ เಷಯๅಂದฉ ಒಂൿ ಅඦತ ๲ഡ ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸ෎ಀ r 
ಆದ౪ คಂದ ಒಬ౯ ฆ ಅඝ౬  ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಪ౵ ๺ ಐൿ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಎಂಬ ಷರൟ౨ ඣಂൽಡ ජಸಜბಕ r n n n 
๸ಒ౲  ಎಂൿ ಈಗ ಅඝಮൟ๯ತ౨ ං ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಡ ຄೕಜ කโ ಈ ಉಪเූಗ ಅඝ౬  ඛಬბಂඌ๵ೕಣ ಮൡ౨  r 
ඦತರ ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ඣೕല, ಸ෥ನ฿ದ ೯൤ಡ ಐൿ ಮൡ౨  කฤౙ  ಜಂತ n n n m n n n 
ಕല෫ ಅಥ฿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂಬ ಷರൟ౨ ඣಂൽಡ ಈಗ කโ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಬฉ෽ೕಣ 
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ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಈ ಆฑ ​​റ౲ ๜ ಒಂൿ ๭ೕ෦ತ ๲ഡ ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸ෎ಀ ಮൡ౨  ಈಗ කโ ಈ ๲ഡ ಅඝ౬  ಬฉಯฤ 
ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಅൿ ಒಂർಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ೯൤ಡ ಐൿ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ ಮൡ౨  ඦತರ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಏำ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂഖ m n 
කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂಬൡ౨  ಇโಗำ ඛೕโ ຄಂൽฆವ ಏಅಕ ๸ಭವඛೕಯ เಷಯಗำ 
ಆದ౪ คಂದ ಷರൡ౨ ಗಳඝ౬  เඌ๯ವ ෩ಲಕ ಅಥ฿ ກ೉౞ ನ ๸ීಧಗಳඝ౬  ຂฆವ ෩ಲಕ ඛೕഴವ ෩ಲಕ ඛೕโ 
ಪഷಯยฆವ ಉಪเූಗโ ೉ಕౙ ർಜං ಮൡ౨  ೉ಕౙ ർಜං ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ ෮ದಲ ๸ීಧ ಅൿ ಄ವಲ 
๸ීಧವඝ౬  ຂฆವ ෩ಲಕ ಪ౵ ๺ 5 ಎಂൿ ຂำ๋൤෻ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಒಂൿ ಅඦತ ๲ഡ ಆದฉ 4 m n wha t 
౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ ಸ෥ನ฿ದ ඦತಹ ಇඞ౬  ಒಂൿ ಷರൡ౨  เඌ๯ವ ෩ಲಕ කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ๭ೕ෦ತ ๲ഡ ಡ n 
ಇั๯൤౨ ೕๅ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಄ವಲ කฤౙ  ಅಂಶಗูಂൽಡ ಒಂൿ ๲ഡ ಅඝ౬  කโ ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ. 
ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಐൿ ಮൡ౨  කฤౙ  ಆฆ ಮൡ౨  ಒಂಬൡ౨  ಮൡ౨  ನഴเನ ವ౲ ൞౲ ಸโ ಈಗ ෍ಸ ๸ಒ౲ ෴ಜං b x y 
ಎಂಬ ಷರൟ౨ ඣಂൽಡ ಒಂൿ ಅಡ౥  ನย౵ ฆವ ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂൿ කඝ ಅඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕච . ನ ಎม౵  b x y r r 
ಸದಸ౲ ರඝ౬  ನಮಡ ෎౽ൿದඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ, ವ౲ ൞౲ ಸโ ෍ಸ ๸ಒ౲ ෴ಜರ෎ಀ, ಈಗ කโ ෮ದಲචಯದඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ನಮ౱ ย౵  ಒಂൿ ෭ನ๺ කฤౙ  เ෗ನ౬  කฤౙ  ෭ನ๺ ಒಂൿ ವ౲ ൞౲ ಸ ಄ವಲ 3 ಇൿ ෍ಸ ๸ಒ౲  
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ 1 ಅಲ౭ เฃಮ 4 1 ಅಲ౭ เฃಮ 6 ವ౲ ൞౲ ಸโ 5 ಆಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ 1 ಅಲ౭ เฃಮ 9 ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ವ౲ ൞౲ ಸโ 8 ಆಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ನ ಅಂಶ฿ಜರฤ ๬ಧ౲ เಲ౵ , ಎರಡචಯൿ 2 ಅಲ౭ เฃಮ 4 ವ౲ ൞౲ ಸವඝ౬  ඣೕഺೕಣ 4 คಂದ 4 r 
ಅಲ౭ เฃಮ 4 ෭ನ๺ 2 ಇൿ ಸಮ ๸ಒ౲ ෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ನ ූಗ฿ಜರฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  r 
ಆದ౪ คಂದ 2 ಅಲ౭ เฃಮ 6 ವ౲ ൞౲ ಸ erence 4 
ಆದ౪ คಂದ ಇඣ౬ ಂൿ ಕഷ 2 ಅಲ౭ เฃಮ 9 ವ౲ ൞౲ ಸโ 7 ಮൡ౨  ಇൿ ෍ಸ ๸ಒ౲  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಈ ನ ූಗ฿ಜං ಈಗ ෨ಂൽನ ෩ฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ಇൿ ಒಂൿ ಸಮ r 
๸ಒ౲  
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಆರರ ಅಧბ ವ౲ ൞౲ ಸ ෩ฆ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂಬൡ౨  ವ౲ ൞౲ ಸ ಆฆ ಇൿ ಸಮ ๸ಒ౲

ಆದ౪ คಂದ ನ ූಗ฿ಜರฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ಮൡ౨  ඦತರ ಐൿ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ಐൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಆฆ r 
ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ಆದฉ ව ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂಬൡ౨  ವ౲ ൞౲ ಸโ කฤౙ  ಮൡ౨  ಇൽೕಗ ಆฑ ූಗ฿ಜರฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಮ൧౨ ෫౱  ಇದඝ౬  ೉൞౳ ತ౱ ಕ฿ಜ ಪ౳ ൟඛඌಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಇൿ ನಮ౱  ๲ഡ ಆಜං ಮ൧౨ ಂංഷ කโ ෈ 
๲ഡ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಈಗ ಒಂൿ කฤౙ  ๸ීඌ๭ං ಒಂൿ ಆฆ ಎರഴ ๸ීඌ๭ං ಒಂಬൡ౨  ෩ฆ ๸ීඌ๭ං 
කฤౙ  ෩ฆ ෩ฆ ಆฆ ಆฆ ಐൿ ๸ීඌ๭ං කฤౙ  ಮൡ౨  ಐൿ ಅಂൟಮ฿ಜ ಐൿ ಆರಃౙ  ๸ීඌ๭ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇโಗำ ಮൡ౨  ಯ ಅಂಶಗಳ ನഴๅ කโ ຄಂൽฆವ ಏಅಕ ๸ීಧಗಳඝ౬  ಈಗ ඣೕഺೕಣ . ಅඃ a b 
ಉർಹರൕಯย౵  ಆದฉ ಬದยಡ ಅඃ ๲ഡ ನ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಐൿ ౽౳ ๺ ಡ ຄೕಞವ ಬದฤ ಇඞ౬  ಒಂൿ ๲ഡ ಡ b 
๸ීಧವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ ಅವ౽ಶ ඛೕഴತ౨ ං, ಅൿ ಈ ๸ීಧ ಒಂൿ ಅಡ౥  ನ ಉಪเූಗ฿ಗยං ಯย౵  ಆ r a r a 
ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಮൡ౨  ನഴเನ ವ౲ ൞౲ ಸโ ෍ಸ ๸ಒ౲ ෴ಜං ಎಂಬ ಷರൟ౨ ඣಂൽಡ ౽౳ ๺ ෥ല ಇൽೕಗ x y x y a 
ಮ൧౨ ෫౱  ಅඝ౬  ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಬฉ෽ೕಣ r 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಈ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ವ౲ ൞౲ ಸ ಎರഴ 
ಆದ౪ คಂದ ಇฆ๋ൟಲ౵  ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ಎರഴ 
ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ವ౲ ൞౲ ಸ ෩ฆ ಈಗ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ 
ವ౲ ൞౲ ಸ ಎರഴ 
ಆದ౪ คಂದ ಆฑ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮದ ූಗ฿ಜರฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ಎರഴ ವ౲ ൞౲ ಸโ ಒಂൿ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಐൿ ಎರഴ 
ಆದ౪ คಂದ ූಗ฿ಗฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ನ ವ౲ ൞౲ ಸ කฤౙ  ಐൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ವ౲ ൞౲ ಸ ෩ฆ R now phi comma one 
ಮൡ౨  ಐൿ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ವ౲ ൞౲ ಸ 2 5 5 ಅಲ౭ เฃಮ 5 ವ౲ ൞౲ ಸ 0 ಈಗ ಈ ಎม౵  เಷಯಗูಂൽಡ ಈಗ ඛೕโ ෮ದฤ
ຄಂൽฆ฿ಗ ಇದರย౵  ಒಂൿ เಷಯವඝ౬  ಗಮඛ๵ೕಣ ಒಬ౯ ฆ ෥ಡಬ๾ർದ เಷಯ ಇย౵  ೯ೕല bserve x 
ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ๳คർಗ ಅൿ ತౘಣ ನಮಡ ಅಲ౭ เฃಮ ಸಹ ಡ ๳คං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං y r y x r 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಉർಹರൕಯඝ౬  ಬಳ๵ೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ ಈ ಃಳಜನ เಷಯವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๵ೕಣ ಌย ಅಲ౵ ದ ๲ഡ a 
ಆಜರย ಮൡ౨  ๸ීಧವඝ౬  ಅඝಮൟ๭ ಅಂದฉ ಅൿ ಎಂ්ൿ ๏ฤ෍ಯ ಌยಯಲ౵ ದ ಉಪเූಗ฿ಜං a rb ah r 
ಮൡ౨  ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ๳คದ౪ ฉ ಸ෦౱ ൟೕಯ฿ಜං ಎಂൿ කโ ຂำ൤౨ ೕๅ, ಅಲ౭ เฃಮ ೯ೕല෷ x y r r x y r 
ನย౵ ർ౪ ಗ ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ๳คං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ಅಲ౭ เฃಮ ಁಡ ಯย౵ ං, ಉർಹರൕಡ ๸ීಧವඝ౬  y x r x r 
ಸ෦౱ ൟೕಯ ๸ීಧ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ෨ಂൽನ ತರಗൟಯย౵  කโ ಸ෦౱ ൟೕಯ ๸ීಧಗูಂൽಡ ກೋ౞  ವ౲ ವಹค๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ๸ීಧಗಳ ಃಲโ 
ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ඛೕഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ෴โದರ ಪคಕಲ౭ ච෽ಂൽಡ ವ౲ ವಹค๯൤౨ ೕๅ ಒಂൿ හౘඨ ನ ಪคಕಲ౭ ච ಎಂൿ 
ಕฉಯมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵ ಡ ඛฤ౵ ತ౨ ං ඛಮಡಲ౵ คಟ ಧನ౲ ฿ದಗำ Pru
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