
छࣃ  గత ޳࢑ङ ङߕఉప ܽߝ ڕबలࡏ సం ࡓڒ दࣄయߤ ఉతओ ࡔڒ ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦऴ ߖफޒ दࣄయߤ ఉతओ फ߯ޒ  ఉంܿం޴, 
ऒߖڜ  ఉ޳హరణۯ ࡱయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం మ࠾ࡍ ఆర न࡛ కएࡅ న జతల ࠙వనࣄۯ   ऴ࠭ߦఖङ తߘ అర बం 
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆۯ फࣃ ࠭.
ङࠈ ݡ࠮   ङࠈ అం݄ ఒక ,࠭ޑడ߭ ࡏ߮ ߖఅ ࠾ࡍమనం మ ߖߖ޳ నݟږ ޜల ۃ ङࠈ ఒక ۃ  xy z x y ۃ
మ࠾ࡍ అ޴ ఒక ࠈङ ङࠈ ޒऴప ޙ࠼అ ۃ ऒߖఇ ࡹ ۃ  బంࡱޔ ఉండవ۪ऐ ङࠈ ఒక ߗڒ   ࡮ݦఉం ڵ࡯క ڴషदంࡍగ ۃ
పࠫࡍతం ޳ۯभ ం.
 ఒక బంޒ ࠪऴత࠲ మࡏࠬ ࠾ࡍ అంࡹ޶ ఒక బంߖޒ ࠪऴత࠲ ఉంచవ۪ऐ  b ߩࡏఎ ޳ࡶ లంߗ ߖబܽद అڒ ,
రంڷలޜ ఉనऒ  అߖऒ  బంޔల ࣊ۨࣇ ߘ ݋ంచߖవछ ంڒ ,ݟబܽद ࠴దܽ ࣊ࡹ ݋ ఖۨऐ తంࠈ ݡ࠮ ڴङ  ࡱ ۃ
ఉంܼڒ ࠼బܽद ߖߖ޳ ࠭࠲ మ࠾ࡍ అࡏ߮ ߖ ߭ दܼ ࠭.xy z 
 
ࠪ ఆసړ फ బంޒ రంڷల߯ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴, బంޒ రంࡱڷ ఖۨऐ తంߗ ڴలం మ࠾ࡍ ఎߩࡏ రంࡹڷ 
ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼ ङࠈ ఆ ࡏࠬ ݡ ङࠈ ࡏࠬ ,ఏࠫܽ ࡱࢡڒ࢑࢑ధ అవ ంపగలߖ ߘల ۃ ऱࠌ ߖ ۃ  కల࡛ ޜ ࡽࠈ x 
ంపవ۪ऐߖ ంపవ۪ऐߖ ࡏࠬ ޳ࡶ  ङࠈ   ङࠈ ޒకం݄ ऴప޶ఎం ޴ఉంܿం ޜ ࡽࠈ కల࡛ ݭࡓ ۃ  x ࡽࠈ ఒక ࡹ ۃ
ࠪऴత࠲ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, అ࢑ ޻ధంࠈ ڴङ ऱࠌ ߖߖ޳ ࡏࠬ ۃ  కల࡛ ݭࡓ ߖ ޳ࡶ ޜ ࡽࠈ కల࡛ y y y 
ంపవ۪ऐߖ ޜ ࡽࠈ  

ఆ ࠈङ ङࠈ ړ ۃ ߭ ࡏ߮ ߖఅ ۃ दܼ ऱࠌ ࡏࠬ ࡹ޶అం ,ࡏ ఉంచవ۪ऐ ޜޒబం ߩࡏఎ ߘ ޳ࡶ ࡽࠈ    బంޒ z z 
రంݟ࠭ ޜڷపݟ ఉంڒ ޴బܽद ఆ ࢑ష࠻లߖऒ ంܽߗ జతڴ ऴࣃ࢐भ ం, ࠴దట ࠬࠈ ࡏङ ऒߕڕఎం۪ ߖ ۃ రߖ x
మ࡯ߗ ࡹߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍరంڷ బంߖޒ ఉంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ రࡓ ߖండవ޴ ࠬ వదभ ࠈङ  x ࠾ࡍమ ۃ
ఎߩࡏ బంޒ ఉందߦۮ ߖओ ङࠈ లठవߕ ޜޒబం ڷరం࡯ߗ  ࡏ ఉనऒ ۃ ङࠈ లठవߕ ,޳  y y ޜޒబం ڷరం ߩࡏఎ ۃ
ఐదవߘࢗ ޴క ࡯ߗరంڷ బంޜޒ మ࠾ࡍ ۨవరߘࢗ ڴక తల ఎߩࡏ రంڷ బంࡍߪ ޜޒफڴ మనڕ ఆࡏ z 
అవࡱࢡڒ ఉߕऒ ఇ ࡮అ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ ऐۧ ࠭  ఏߖߖ޳ ߕ޼ అࡍڒ߅కంڴ ఇ࡮ ऴࣃ࢐भ ం  ࡹ మ࠾ࡍ a a b 
ఇۨऐ ߕ޼ఏ ࡹ నటऱޙ࠼, 
भࡿࢗ ړహరణ޳ండవ ఉࡓ , ࠭޳ం߰ ࠪڒ ఒక జత ࠭࠲ బܽदڒ ࠭޳ం߰ ߖఒక జత ࠭࠲ ం, ߖߖ޳ ߘߝ b 
࢐హࡱߕ అࣃࡱߧ ߖफ  ࡱ ݋ऱ߮ ࠹ߝ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ߘ
ऒߖڜ ంܽࣃۨࣇ ߖफ .࠼
ऒߖڜ  दࢲवࡌ  ల ࡌवࢲद ऱ మధङࡰݰ ߖߖ޵ ࡱ ऴపࢰ޻ ఉతफరऴపࢰ޻ అࣃࡱߧ ߖफ ޶ఐ ڕమన ݡߕతࠫళ ࢰ޻ఆంऴధ ऴప ߘ
दࢲवࡌ ऒߕఉ ࡱ  ڕߕ ߩ࢙ࡗమ ࠾ࡍమ ࠼
ऒߕࣆ  ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ ݟంߘ ݡంࡓ  घࠫޛ  ऒߕࣆ ݟంߘ ޴ घࠫޛ  వछߖఉంచ ߖࠉ ݋࣊ ڕవర ޴ ంݟ ఆࣣ 
మనࡓ ڕంݡ ࣊ ऱܿ ఉߕऒ दࢲवࡌ ޶ఐ ڷࡱߕ ݋࣊ దܽ࠴ ࠾ࡍమ ࠼ లݟږ ޜ ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍa b 
ఒక ࢐హړߖߕ ఒక ࠹ߝ ߮ऱ޳ࡶ ݋ నంబ࡛ ߮ऱ߰ࡐ ߖ ݋ం޴ంۧలڕߘంܿߕऒ घࠫޛ ం޳ంڕߘఅ ߘ  ޴
సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ ఆ వङ ࠉ ݋࣊  ړ फ మధङ ऴపۮ ڕ ࢰ޻ం޴న࢐డߖ అڕߘం޳ం ఆ అవڒశం ఉంڒ ޴బܽद 
మన ࠹ߝ ߮ऱߖࡹ ݋ వङ ړ फ ߘ ,޶ڒంݟ వۯऐ  వङ ړ फ࠹ߝ ړ ߮ऱ݋ వۯऐ  అవڒశం ఉంߕࣆ ,  ޴ऒ  mp mp ڴݡ࠮ 
ఉండߖవछ ంݟ , ఇ޴ అవࢡڒలࡹ ఒకܽ, ఇ߄ࣃ  ޶ڒ ޴రణ మనం ࢑܋ ࡎ࢐܌ࡗతంߗڒ ,޶ڒ ޴࣋۫ ࡹ o  
ఉనऒ ڕమన ړߖ܉ߖ  అవࢡڒలࡹ ఇ޵ ఒకܽ , ڒङ घࣃ ࠾ࡍమ ߕఅ ࡹ ࡽటߧ ఇۨऐ ࡽ నߩओ  b޴ంޜڷࡏఏࠫ జ ݡ

జంట ߩ࢙ݟڕ ࠉ ࠪڒ జత ࠴ ڕࠬ ࠉ ࠪڒదܽޔࠋۮ ޴ం࢐  ޴హనం ݟڕ జత ۮ ړ ࠪڒం޴న ࣄबߖޒb a bc
࢐హనం సంఖङ वషदంࡌ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ ڕࠬ  a b ࡹహరణల޳ఉ ݡంࡓ బܽद గతڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘ
జంటలߖ ࠪڒ ڕ ߭ంۯ పࣄࡍबࡱޔ ఉߕऒ య࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.b
भ޳ۯ ࡏ࠻త ڴకంࡍڒ߅అ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  ం మ࠾ࡍ 
ఇవछ బݟన ࣊ࡱ ݋ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఎ࠱࡯ం݋झ  మࠪڒ ࡹ ࠾ࡍ అߝ అంࢡలߖ ߖరछ भ޳ۨ ం, a b a b b a 
మߖࡹ ࠾ࡍ జత ߖ ࠪڒ ఆర न࡛ फࣃࡱߧ ߖన జత అࣄۯ  b ,ࡏ b 
फࣃࡱߧ ߘߝ ߖఈ జత ࠪڒ జత ݟڕ ఆర ߘ न࡛ ङߦ నࣄۯ  भ޳۫ ߘహరణ޳క ఉࡖమనం మ ,ڴ ڡ ం, ఆ అߖऒ  b x 
࢐సफవ సంఖङ ޳ࡶ ࠪڒ ࠾ࡍమ ࡹ ࠪڒ ए࣋ ࠾ࡍమ ࡱ छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ఒకޜߖ޳ y x y x y x y 
సࠪనంڴ ఉంݦ అߖऒ भ޳۫ ߖ ࠪڒ లڒల࠮  ం.x y 
  ఇߩओ एࡍస  ޴फంࣆۨࣇ ߖ ݋࣊ ఈ ݡ एࡍస ࠭࠲ ߩ࢙ݟڕ ࡽ a ړߖݞऴ࢐య ࠲ऴతࠪ ࡹపంࡐ ݋ࡕ ݋࣊ ߘ ࡽ
ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ  ݋࣊ ఈ ߖࡹ ݋࣊ బܽद ఈڒ ࠭
ఎ࠱࡯ం݋ ల ࠮లࡱڒ సࡍए एࡍస ޳ࡶ ࡱڒల࠮ న޴ంۮ ڕ ࡽ ߯ ࡽ  ఉనऒ  ఆ ࠼ߦంࡱ ݋  ఇߩओ ఆర ݡ न࡛  ࣒ߦ 
ఈ ఆర  ࡱహరణ޳సం ఉڝ न࡛ भࡿࢗ ڕ޶మనం ࠭ం ࡱన జతࣄۯ  ం మ࠾ࡍ 
ࡎڒ టऱ࣊ ݡంࡓ दࣄయߤ ఉతओ రछߖ ߘవన࠙ ݦలవబߧ ߖफ అޒ ۨంచంڒ ,ݟబܽद ߖ ߘߝరछ చߖߕऒ  ऴࣃ࢐फ  ,ߘ
రछߖ చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం 

మ࠾ࡍ ఏࡓ ߕ޼ంݡ ࣊ ऱܿ a b 
కएࡅ ࡎڒ  दࣄయߤ ఉతओ  फ.aޒ

అం݄ ఒక ऴ࣒ڒ అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴, కߘక ఇ޴ మࢁऱ అߖऒ  ఆర न࡛  న   b b࠳సࠪన ڕ ݋࣊ న జంటలࣄۯ 
ऴޜ ࠪڒ ݋࣊ ࣒ڒ మڒ ࠾ࡍङ ࡔڒ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ࡹ ࡽటߧ दࣄయߤ ఉతओ ऐۯవ ࡹफޒ దܽ b b a b b࠴ 
ఆర ޜలకం࠮ न࡛ ऒߖన అݟయబۯ   జతల ఉంܼ࠼.
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ద࠴ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆవ ݟంߘ ݋࣊ లకం࠮ ండవࡓ ࠾ࡍమ ݟంߘ ݋࣊  ऱ݇  ఉనऒ  ఉ޳హరణࡱ a b 
ద࠴ ࠭࠲ బܽदڒ ऱ݇  కڵ࡯ ఉనऒ  ఉ޳హరణ࠴ ࡱదܽ ఉ޳హరణ ࡓڒ ړߖ܉ߖ दࣄయߤ ఉతओ .హరణ޳ఒక ఉ ړफޒ
 
ङࠈ ݡ࠮ ڴ ࠹ߝ ڡబ ޓऴ ߘ ݋࣊ ࠪ ङࠈ ݡ࠮ ߝఅ ࠾ࡍమ ࡱ ۃ ऱࠌ ࡱ ۃ  మ࠭ࣃۯ ݋࣊ ڴ ݭࡓ ࠾ࡍ, xy z 
ऒߖఅ ޴ఇ ࠉ ࣒ڒబܽद ऴڒ  అవࢡڒలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ ఇ޴ ఏ బంޒ రంڷ బంߖޒ కڵ࡯ ఉంܿంࠈ ޴ङ ࡹ ۃ

ऒߕޔࠓపల ఉంచࡹ ޳ࡶ ޳ࡶ ం, అ޴ ఇߩओ ओ߮ۮ ݡ भ޳۫ ߘహరణ޳ండవ ఉࡓ ޴ ం, ఇ࢐ ޴హనం x y z 
కएࡅ ऱܿ߮ ࠹ߝ  ऱ అߧ ߖలవబࡍڷ ߖ޳ ݦంۨ ߮ۮओ भ޳۫ ߘహరణ޳ండవ ఉࡓ  ం, ڒబܽद మࢁच  ఇ޴ ఒక 
ఉ޳హరణ ఈ ఉ޳హరణ ࡓండవ ఉ޳హరణ ࡔڒ दࣄయߤ ఉతओ  హరణ޳ఒక ఉ ݞږ ړफޒ
ఇߩओ भ޳۫ ߘహరణ޳డవ ఉ࠮ మనం ݡ ం , అం݄ ࣊݋ సࡍए కएࡅ ࡽ  ,޴फంࣆۯ ݋࣊ ఆࣣ ݋࣊ ఒక ݋࣊ 
भ޳ऴ࢐ ڴ࢑ధం ఈ ߖߖ޳ ం ఆర न࡛  జతల ࠪڒ అం݄ మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ए࣋ ࠾ࡍమ ࡱ छ ࡛ ప ऱ࣒  x y x y  x 

࣋ए छ ࡛ न అ޴ߝ మనం ۫డవలࣄన ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఈ ࣊݋ అ޴ߝ సࡍए  y ڴࠈ ڕమన ߖఅ ࡽ
ࡎڒ టऱ࣊ ݡంࡓ ݋࣊ ఈ ޴ంۨనߖమనం గమ ࡹ ࠹व߯ ࡍవۨ ޻ఇ , ࣆࡱޘ दࣄయߤ ఉతओ  ݋࣊ ఈ ޶ڒ फޒ
ࡔڒ दࣄయ޶ڒ ߤ 
టऱ ఉతओ࣊ ݡంࡓ ࡔڒ టऱ࣊ ݡంࡓ ݋࣊ ఈ ڕ޶ఎం ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ࡹలనలࢣࡍప ޴फ అޒ दࣄయߤ ఉతओ  ޶ڒ फޒ
भ޳۫ ߕߞߖ޻ బܽद మనంڒ ం ڒబܽद ఉ޳హరణۮ ړߖ޵  ࠪڒ  ڕం޴న޴ సࡍए 0 ࠪڒ ఒక ڴ࢑ధం ޻అ ࡹ ࡽ 1
ऒߕࣆ  సࡍए एࡍస ڕమన ,޴ఉం ݞږ ࡹ ࡽ ߯ ࡽ ऒߕࣆ  एࡍస ࠾ࡍఒకܽ మ ࠪڒ  ߯ ࡽ  ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  అం݄ ఇ޴
మనڕ ఏࠫ ޔࠋۮంڒ ޴బܽद ߖ ݋࣊ ߘߝ ऴࣃ࢐फ నڕߘం޳ం, ࣊ߖ ݋ ఒక రకం޳ࡱߧ ڴभ ం అڜ ߖందࡱ ࡏ 
అڕߘం޳ం  ఇߩओ ऒߕࣆ ࡹ ࠹ర߷ ࠉ ࣒ڒऴ ݡ 1 ߖనద޴ంۮ ړࠉ  బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړࠉ ࣒ڒఒకܽ ऴ ࠪڒ 
 జత ఒక ޙ࠼అ ,޴फంࣆۨࣇ ߖనద޴ంۮ ړఎ 1 ޴ఇ ,޴న޴ంۮ ړࠉ ࣒ڒऴ 0 ࠪڒ జత 1 ڴ࢑ధం ޻అ ޴फంࣆۨࣇ
రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ڕ޶ఎం ޴కం݄ ఇ޶ఎం ڕ  ޶ڒ ޴న޴ంۮ ڕࠪڒ  ఒక చޔరऴసం అం݄ ࡓ ړߖ܉ߖంݡ s 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ఒక ࠪڒ ఒకܽ ۮ ړందڒ ޶బܽद అం݄ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంݦ అߖऒ  జతల ࣊݋ s s 
ఉతओ ߤయࣄदࡎڒ ऒߖఅ ࡹటऱ࣊ ݡంࡓ  ޶ڒ फޒ  ࣊ ऱܿ ޶ڒ ఈ ఇ  మన࢐ ڕసफߖ࢐ऒ  xample ,޴फంࣆయܑ࡯ޘ 
అޙ࠼ అߖऒ ࡎڒ ߘల ݋࣊  दࣄయߤ ఉతओ ఆర ߘజత ࡹ ݋࣊ ఒక ޙ࠼అ ,࠭ࡶऴ࢐య ڴफޒ न࡛ యవ۪ऐۯ  , అం݄ 
అࡓ ޴ం݋࣊ ݡ ల ࡓڒ दࣄయߤ ఉతओ అర ߖफ అޒ बం ޶ڒ , 
మనం త޶పࢇࢗ ړߖ޳ࡍऱ ࠭ంߖڜ ޶ऒ ంܽ޳۫ ߖभ ం.
 ఉ޳హరణߖڜ ڕऒ ए࡛ࠪࡍ  भ޳ۯ ࡱ  ం ࠴దܽࡓ ڕࠬ ޴ంࡱ ݋࣊ ݡ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, ऴࠉ ࣒ڒ ऴߖ ࣒ڒ 
भ޳۫ ం ऴࠉ ࣒ڒ మࠉ ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ ఇ ఈ ࡓంࡱ ݋࣊ ݡ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఏ ऴޒߦప޴కన మ࠾ࡍ ఎ࡮ ऴࠉ ࣒ڒ అߝ b 
అంࡱࢡ ఉంܼࡐ ࠼పం ࠪڒ ఇࡹ ޴ మࡹ ࠾ࡍ ఉనऒ  ऴ࣒ڒ అޙ࠼ మࡖకܽ ऴ࣒ڒ a b a a b b b b a 
అߖऒ  వङ ऴపశऒ ࡹ ࠾ࡍమ ࡹ అం݄ ࠪڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘక జతలࡔޒ   మనం ࡹ b a b b a a a a 
మࡹ ࠾ࡍ అߖ ऴ࢐యࡹ ࠭ࡶ మࡹ ࠾ࡍ అߖ ऴ࢐యడం మధङ  b bs a a b b ࡹఈ ऴకమం ߗڒ ޶ࡶ ݞޙ 
ࠪऴత࠲ అర मమޔ࢓ం޴, ఈ ऴకమంݟڕ ࡹ ఈ ࡓంݡ ࣊ ऱܿ ࡍߪ फࠚ ڴనऒ ంڴ ఉంܼ࠼ జత ڒబܽद ࠪڒ b b 
ࡍߪ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࣒ڒఅం݄ ऴ ޶ڒ సࠪనం ޜࠪڒ फࠚ ڴనऒ ओߩఇ ࡱ ݋࣊ న࠳  క b bc  ross aࡖమ ݡ
࢑షయం ఏࠫటం݄, ࡓండవࡓ ޴ం࠮ ݡలڒలࠪڒ ڕ మߘ ࠪڒ ࠾ࡍంݟ ऴߘ ࣒ڒంݟ b c d b 
ఇవछ బݟంࠪڒ ,޴ అړ ࠪڒ ޴ߝ సࠪనం అޙ࠼ మړ ࠾ࡍ సࠪనం కߘక  అ޴ b c d a c b d
ओ߮ۮ बࣃ ޒऴప ޳ࡶ టం݄, జతࠫ޻ నం వదभ ࠮లకం ఎడమ࢙ߩన ࠴దܽ ࣃब  y a ڕమన ,࡯࡮߱ࡍస ړߖߕ
మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ఉనऒ बࣃ దܽ࠴ లకం࠮ దܽ࠴  నం అ࢑ ޻ధంڴ మనڕ ఉనऒ बࣃ ండవࡓ   c b ڕలߕ
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ ఉంܿం޴.d 
  ऴపࣃ ޒब నం వదभ ఈ ࡓంݡ సޙ࡯߱ࡍ ఈ ࡓంݢ స࡯࡮߱ࡍ, అߩओ ఈ ఆర ࠭࠲ ݡ न࡛  సࠪనం ࡱన జంటࣄۯ 
అڒ ࠭ޑࠋۮ ߖబܽद మనం ఒక ఉ޳హరణ ޳ࡶ సమసङ भ޳۫ ߘ ం, 

న࣒ సగం ప࠳ ऱ࣒ ప  ࠪڒ  ऱ࣒ పऱ࣒ ࠆࣔ  పऱ࣒ ࠆࣔ   ఇࡓ ޴ంࠪڒ ݡ ऴړޓ సࠪనం మన దగ ठర ఉనऒ  x y x yx x ޴
పऱ࣒ ࠆࣔ న࣒࠳  మ࠾ࡍ ఆర न࡛ పऱ࣒ ࠆࣔ న࣒࠳ న జతࣄۯ   మ࠾ࡍ  పऱ࣒  y x y x y ݡంࡓ ޴న࣒ ఇ࠳ ࠆࣔ 
एڝߘక ߘల ࠾ࡍమ ࡱࠪڒ ఆర ڕన మనߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ࡯࢐ न࡛  x y ݟڕ ࠾ࡍమ ޴న జత ఉంܿంࣄۯ 
న మనం  ఆరߩ࢙ न࡛ ఇవछ ࠾ࡍమ ݟఉండం ڵ࡯క ߘన జంటࣄۯ  బݟన޴ వ  ఈ ࡓంݡ ఆర न࡛  ࡱన జంటࣄۯ 
సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ऒ  ఎ࡮ పࡍషए ఇవछ ڕఅం݄ మన ࡯ంۧࡍ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , ఆర न࡛ x ߖߖ޳ ࡱన జంటࣄۯ 
 ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ࠾ࡍమ ࠆࣔ న࣒࠳  ऱ࣒ వछߖऴ࢐య ߖఅ ޓऴ ࠪڒ ݡంࡓ ࠆࣔ  ంݟ.y x y 

 ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ݡంࡓ న࣒ సగం࠳  ऱ࣒  సగం ఇݟ࠮ ޴ంܽړ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵  x y x y 
పࡍషए भ޳ࡍ ం, అ޴ ఇۯऐ  ఈ ࡓం࢑ ݡష࠻లߘ జత޳ۯभ ం అం݄ ࡓంݡ సࠪనం ఐ޶ అం݄ సࠪనం అߖ x x 
छ޳ ޶ఐ ޴फంࣆۨࣇ ओߩఇ ݡంࡓ ࡌ ప  ߘ ݋࣊ లހసࠬకర ޻అ ݡ ऱ࣒  x y x ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒ సగం࠳ 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  సగం ڕݡ࠮ సࠪనం అߖ ऴ޳۫ ࣄ࢐भ ం మ࠾ࡍ మనڕ  లࠚంࡓ ޴ۯం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ y y 
ऒߕࣆ సࠪనం అం݄ ړన࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఆࣣ࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ࣾࠫంచం࠳  అߖ y y 
ओߩఇ  ߤࠀ సࠪనం ࠾ࡍమ 2 ࠑ బܽद సࠪనంڒ ࠾ࡍబܽद మڒ ݟڕ ޴फంࣆߧ۫  మనం x y x phi y z ݡ
మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం, ఆࣣ ڒబܽद మߖڜࡍऒ  ఎڒझ   ఒక ࣊݋ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ mples 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒ ఒక࠳ ఒకܽ ࠪڒ   
ఒక ऴࡹ ࣒ڒ ఉం޴ అߖ మనڕ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ 
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మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏࠫటం݄ ࡓంݡ జతల జత ߕࣆऒ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒ ఒక࠳ ࠾ࡍఒకܽ మ ࠪڒ   ఒక ޳ࡶ 
ऴࡹ ࣒ڒ ఆర न࡛ नݞయబۯ  .࠼
 ఒక ࡹ࢑ࠈ ఎߖऒ ధङࣃ ࡱڒల࠮  మ࠼ޑ࢓ అ޴ߝ మనం అడగదۨ࡯న ࠴దܽ ऴపశऒ అం݄ ࡯ߕھߘక ࡮ఎ ߘ

ऒߕࣆ అం݄ ޴న޴ంۮ ړ ࣒ڒऴ ࠪڒ   0 1 aa a 
ऒߕࣆ ࠪڒ ߤన࣒ వ࠳ ޻ఒకܽ అ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړ a.޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴న޴ంۮ ړ

  ఒక ऴ࠳ ࣒ڒన࣒ ఒకܽ ۮ ړం޴న޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  బܽद a a eڒ ޴న޴ంۮ ړ 
మనࣄ࡯ޘ ڕన సࠪۧరం ఆ߄రం࠳ ڴన࣒ ఒక ߕࣆऒ  ఈ ࣊݋ ఖۨऐ తంڒ ޴ࠪ ڴబܽद ݡ࠮ a a 
ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳ ߘలڒల࠮  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  ఒకܽ ڒబܽद ఒక ऴ࠳ ࣒ڒన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ a 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߕࣆ  నऒࣆ   ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ఒక 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ ۨవరڴ ఒకܽ ఈ ఒక ऴ࣒ڒ ఒక కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఎߖऒ  అంࡱࢡ ऴ࣒ڒ సڴࡍठ घࠫޛ    a ޴
࣊ ݡంࡓ ߕఏ࢙ ࢑ߝఅ ࠾ࡍబܽद , మڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ऱܿ అ࠼నటऱޙ࠼, a b a 
కएࡅ  సࠪన  సంఖङ ల సంఖङڒల࠮ లڒల࠮ ࡹ ల సంఖङڒల࠮ ࠾ࡍమ ޜ ఉం݄, ఆ సంఖङ ڴ ޜ  b q
ऴߖࡹࠉ ࣒ڒ ఎ࠱࡯ం݋झ  pq 
झ݋ం࠱࡯ఎ ߖࡹࠉ ࣒ڒబܽद ऴڒ కएࡅ  తफం సంఖङ࠴   ఒక ࡓ ऱܿ 
झ݋ం࠱࡯తफం ఎ࠴  సంఖङ .
 ఒక ݅ߩ࢙ݟڕ ࡹ ࠹న ఉనऒ తफం సంఖङ࠴ లڒల࠮   b 
भ޳۫ ߘహరణ޳ఉ ࡍబܽद ۨవڒ ం, ࠭ߘపܽ ఉ޳హరణߘ ఒక޳۫ ࡍࣃभ ం.
   ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए ల సంఖङڒల࠮   ఒక ࡓ ऱܿ సంఖङ కएࡅ  ల సంఖङڒల࠮   అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇݡ࠮ ޴ a 
ࡓ ऱܿ ݡ࠮ అޔ࢓ం޴, ఇࠫޛ ޴घ ओߩఇ ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అ ޴ चࢁమనం మ ݡ  ఏࠫ ऴࣃ࢐फ भ޳۫ ࠵ ం.
 ఇ޴ ఒక ऴ࠳ ࣒ڒన࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ  న࣒ a࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ۨవరڴ ఒకܽ ࠮లڒల సంఖङ एړࡵ ߘ ంచړߖݞ 
అߘమࣆޒफంڒ ޴బܽद ऴప࠮ ޒలకంޜ మనం మ࠮ ݡ࠮ ࡗలڒలޜ జత ࣆۯफߕऒ మࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  
ఈ ࢑ధంڴ మనం ࠫޛघ घࠫޛ బܽद సగం ఒక సగంڒ ంۧ࠭ڵ࠭ ޜలڒల࠮ ޴  ,޴ం޴ం߰ ߘలڒల࠮ ޴
ఇߩओ भ޳ۯ హరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ ం , ఒక ࣊ࡎڒ ߖ޳ ݋ दࣄయߤ ఉతओ ࡎڒ ߖ޳ ܿߦ ޜߖ޳ फޒ दࣄయߤ ఉతओ  फޒ
కएࡅ ࡏࠬ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ࣒ڒऴ ܿߦ ޜߖ޳ ࡔڒ  दࣄయߤ ఉతओ  a 16 a ޜߖ޳ ߖफޒ
నऒڕࣆޓ ܿߦ ओߩ ऱږ దܽ࠴ నݟంచబ޴అం ڕమన ޴ఇ , ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ 16 ޴అ ݡ  , అం݄ ఒక
ऴ࠮ ࣒ڒలڒలߘ కڵ࡯ ఉం޴ అం݄ కڵ࡯ ఉంܿం4 ޴ ఎ࠱࡯ం݋ ఇߩओ झ݋ం࠱࡯ఎ 4 ݡ  a 16 a ߝڴࠈ 
ఉండߕޔࠓऒ యߖ  అڕߘం޳ం, ఒక ࡓ ࠪڒంݡ మڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ࠾ࡍ ఒక ऴࡹ ࣒ڒ ఉߕऒ యߖ మనڕ 
 ࠭࠲ ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߖదܽ ఓ࠴ ఎ ࣒ڒऴ ࠾ࡍఎ మ ࣒ڒऴ ࠾ࡍఎ మ ݭంࠀ ం, ఒక޳ంڕߘఅ ߖఅ ࣆࡱޘ
ఇకए డ ࣄۯన పࢣࡍలన ఏࠫటం݄, ऴࡅ ࣒ڒకए ల సంఖङڒల࠮   16 ఇవछ బݟం޴ అం݄, ߘ࠭ ࠭࠲పܽ a 
ए࡛ࠪࡍ నࣄۯ ࡹ  ऱܿࡅ ,ڴకए ల సంఖङڒల࠮   a 
ఇߩओ .޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ࠪڒ జత ఒకܽ ݡ
 ఇ޴ ఒక ऴࡹ ࣒ڒ ఉంڒ ޴బܽद అࡓ ࢑ంݢ ఒ࢑ ښధంࡹࠪڒ ݡ࠮ ڴ ఉߕऒ  a ࡹ ࣒ڒఒక ऴ అ࢑ ڷࡱߕ ࠼
ఉߕऒ ऒߕఉ ࡹ ݢంࡓ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ అం݄ ࠼  a a ݡంࡓ ఒకܽ ࡱࢡఅం ڷࡱߕ ࡹ ݋࣊ బܽदڒ ࠼
ओߩఇ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ  ࠼ఉంܼ ݡ࠮ ఉనऒ ڕవర  ݟంߘ  ޴ఇ ࣒ڒఒక ऴ ݡ ల మధङ ڡࡷ   ఉనऒ లa 1ڒల࠮  4
16 ݡ࠮ ࠪڒ ఒక ݡంࡓ ࠪڒ ఒక ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮  తफం࠴ నݟږ ޜన జతలݟږ ޜల ݋ࠉ
ఒకܽ ڴࠈ ڷࡱߕ ࠪڒ ఒకܽ ࠪڒ ఒకܽ ࡓంࠪڒ  ݡ ఒకܽ ࡓంࡓ ࡱࠪڒ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡ࠮ ࡱࠪڒ ݡంݡ 
 ڷࡱߕ ࡱࠪڒ ݡ࠮ ݡ࠮ ࡱࠪڒ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡱࠪڒ ݡ࠮ ఒకܽ ࡱࠪڒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࡱࠪڒ
 ڷࡱߕ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ڴవరۨ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ݡంࡓ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ ఒకܽ ࡱࠪڒ ڷࡱߕ
ధङࣃ బܽद ఇ࢑ڒ మࡃङ కएࡅ ࣒ڒऴ ࠲ऴతࠪ ړߖ܉ߖ ࡱڒల࠮ 16  ధङࣃ ࡱڒల࠮ 16   ,࠲
ङ܉ भ޳ۯ హరణ޳ఉ ࡗమ ݟంߘ ޒࠫ ం మߖ޵ ࠾ࡍ ఆ߄రంڴ ఉనऒ త ఉ޳హరణలۯ ߘయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం
, మన࡮ۧ ࡹ మం࠱ݧ ݀ , ݀ ړ޴నलనࡽ ߮ऱߤ అߧ ߖలవబࡍڷ ࢐ܽ ݦంۨ ࣆࡱޘ.r 
 ఇ޴ మݟږ ޜ ࠾ࡍన అߖऒ  ఆర न࡛  జతల ࢐ ߖ ࠪڒసफవ సంఖङ ఇకए ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ڴࡱ డ x y x y x 
మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ఖۨऐ ޴ఇ ޙ࠼అ ࡱ తంڴ ऴړ ࣒ڒ సࠪనం అࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  y r r
ࡎڒ ޴బܽद ఇڒ दࣄయߤ ఉతओ ࢐సफవ సంఖङ  ߤऱ߮ ࡽనलన࠱ݧ ݀ రణ߄ࣃ బܽदڒ హరణ޳ఒక ఉ ړफޒ ల ࡅకए  
ࡔڒ दࣄయߤ ఉతओ ऒߖ࠻࢑ష ޻అ ܿߦ ޜߖ޳ ޴ߝफ అޒ एڝక దృࡖ࢘ ݞږ ߖంܽݟంࡓ  ణం ߘం޳۫  ݟभ ం.r 
ठ ఉనऒڴࡍస ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ లం࠮ ޴సࠪۧరం ఒకܽ ఇ ޴ంړ  r, pi ړ ݋ం࠼ߦ ߕ ޴రం ఇ޷ 
రం ఇవछ޷ ఈ ڕߕ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݋ం࠼ߦ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾంڝ ࣋ۯ ޜణం ఈ ࡓంݡ p r x 
࢑షܼޓ ߖߖ޳ ߘߝ ࡱ࠻ అࣃࡱߧ ߖफ ఆర ߘߝ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ߘ न࡛ ऒߖన అࣄۯ   జతల ޜܼޓ ࠪڒ r r r 
एڕకం݄ త 0 ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ ڴࠈ ࢟ܽ܊ߦ వ ڕܼޓ ޳ࡶ సࠪనం 180 ݟऴڶల కం݄ తڕए వ ࢐ ޳ࡶసफړߖ࢐r 
ऒߕఉ ࡱ࠻࢑ష ࡮ۧ ڕࠬ ठڴࡍస ࡱڶऴݟ 360  ޶ڒ 180 ఇۨऐ ڵࡍޒ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠼ న ࢑ధంښ ڴవలం r 
ऒߕࣆ ఈ ߘߝ ,࡯࠻࢘ࣄޓ ࠲ऴతࠪ ߖంܽݟంࡓ ऒߕࣆ ࠪڒ  రऐۯ ߖ ऒߕࣆ లం࠮ ޴ఇ ړߖݞ ऒߕࣆ ࠪڒ   ߖ
కڵ࡯ ఉండڒ ޶బܽद ߖߖ޳ ߘߝ ࡯࠻࢘ࣄޓ ߘߝ ఇకए డ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڵࡍޒ ڴ ఇ࢐छ  ,࡯
ओߩన࠳అవసర ڕరం మన޷ బܽदڒ  ߗڒ ޻అ ޴ۯంࢢమనం ఆ ޴అ , ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ంۮంڜ రం޷ ݡ
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ऒߖ޵ ࡏࠬ  ۫࣋फ ఈ ࣊ࡓ ݋ంࡎڒ ݡ दࣄయߤ ఉతओ .फޒ
ࡍఆڝ ࡛࡮߱ ߖܽ࢒  नࡱ ݋ߝ అࣃࡱߧ ߖफ  ޴మం ࡮ۧ ࡏࠬ ߖܽ࢒ ,ࡏ
ङ܉ झࡏڝ ఒక ߯ޒࠫ తపओ ࡹ క ۫ࣄ ఉండవలࣄ ఉంܿం޴ , ࠬ వదभ ఉనऒ ࡍఆڝ వ߇ऴ ޴ न݋ߝ ల ࣊݋ అޙ࠼ ఈ 
ࡎڒ ߩ޳޳ ݋࣊ दࣄయߤ ఉతओ ऒߕࣆ  ޴ంޜࢂࢗ ړ ڡఇం ޙ࠼అ ߘߝ ߗڒ ޴నࡕస ڕమన ޴అ ,޴ఉంܿం ڴ࡮ फޒ  
కం݄ ఎڕए వ ߖ޵ ߘߝऒ  ऴ࢐యగలߘ ఇ࡛ڒ ޴ द ڴ ࡽ࢒ ఉంܿం޴, ఇࡎڒ ޴ दࣄయߤ ఉతओ నڒ फޒ ऱܿ lude r 
కߧߖ फ࣎ ం޴, ࣾࠫంచంݟ ఇࡎڒ ޴ दࣄయߤ ఉతओ ऒߖ޵ ߕࡕఎవ ߗڒ ,޶ڒ फޒ ࡎڒ  दࣄయߤ ఉతओ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴफޒ  ఈ 
 ࡯࠻ऴ࢐ ࡮ఎ ݋࣊

ఉనऒ ࡹ  అߖऒ ంܽړ సڴࡍठ  సࠪనం అం݄ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఆ ܼޓ అߖऒ ంܽޔܿ޳ ߖం޴ r r r 
అం݄ ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వ ݡ࠮ ޳ࡶ అర࢙ ݟऴڶల కం݄ తڕए వ ڕܼޓ సࠪనం ఇࡎڒ ޴ दࣄయߤ ఉతओ  फޒ
జڕߕࠪࡍ ఒక ఉ޳హరణ 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߗల࠻࢑ష ఈ ݡ ओߦۮ  ࡔڒ  ߘ दࣄయߤ ఉతओ फ߯ޒ  మ࢐ ࡗङ ఖङ  ݟయంۯ ߘ

మ޳ࡶ ࠾ࡍ ఏࡓ ߕ޼ంࡱ ݋࣊ ݡ కߗసం ఒకܽ అనంతంڴ ఉం݄ [సంڶతం ] ऴݞږ ࣒ڒ అంతڕ a b b 
࠭ం޶ సందరग ంࡹ అనంత࠳న ࣊ڴ ݋ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࡓంࡱ ݋࣊ ݡ అనంతం ڒబܽद ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ   फޒ
అనంతం ڒ ݞږబܽद మనం ఒక సరళ࠳న ఉ޳హరణ޳ۯ ߘभ ం అం݄ మనڕ మࡖక ఉ޳హరణࡹ ۨనऒ నऒۨ ޴
నऒۨ ࠾ࡍమ ࠉ ङڒ ࠾ࡍమ ࣄ  ऒߗనవࡷద࠴ 3 2 1 ࠉ ࡽటߧ  ఇߩओ   ߩంڵࣃనڜ  ం޳ంڕఎం۪ ڴࠉ ࣒ڒऴ ݡ

మ1 ࠪڒ ࠾ࡍ ain a comma 1 a comma 2 dot dot b comma 1 b comma 2 dot dot dot c c 
నపओ࠳తࠫࡍబܽद పڒ 2 ࠪڒ ओߩఇ ߖఅనంతం అ ࣒ڒఒక ऴ ޴బܽद ఇڒ అనంతం ޴ߝఅ ڔܽ  dot dot a b b ݡ
ఒకܽ ޳ۯभ ం  మࡍంత ఉ޳హరణ ఇ޴ మࢁच  మనందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ఉ޳హరణ , ࠴దట మనం ऴ࠱ݧ ޓనलనࡽ r 
 ߮ ऱ޳۫ ߖ ߤभ ం, ఇ޴ ऴޓࠫޒయ ࢑ࠪనంࡹ మనం ۫࣋ ߄ࣃరణ࠳న޴, ఈ ऴ࠱ݧ ޓనलనࡽ ఒకܽ ݡ࠮ ఇ޴ r 
మనం  అందࣄ࡯ޘ ڔࡍన మ࢐ ݢ࠮ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ऒߖఅ ࢑ߝఅ ࡱ  ऴܽࡽߩ లߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ ,xy z xyz 
ऴపశऒ  ఇࡓ ޴ం݋࣊ ݡ ల ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ ऒߖ޵ , ޳ڒ फޒ  ۫డܼࡓ ړߖంࡌࠪ ݡठ ऒߕఉ ࡱ  ݡంࡓ ߘ ݋࣊ ఈ ,࠼
࣊టऱ ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ ࡍڷ ڴफޒ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ  ࠭ంڴ޶ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ߖ޵ ߘߝऒ  x ߖఅ ࠪڒ 
ऴڙࠈటऱࠪڒ ࡹ అݞږ ߖ ऴ࢐యగలన޳۫ ߖभ ం, అం݄ మ࠾ࡍ ఇవߗऒ  ࢐సफవ సంఖङ  న y z xy z࠼అ ࡱ
తࡌछ త ߖ޵ ߘߝऒ  ऴࡓ ࣒ڒంڴݡ ऴ࢐యగలߘ సహజ ऴపశऒ  r r xyz x ࠪڒ ߖ  ߘࡶయۯ ప࣊ ڕ޶ఎం ߘߝ  

ఆ߯ y z ڴࡱఎంऴܾ ݡంࡓ దܽ࠴ ࠪڒ ࠪڒ ڴ࢑ధం ఈ ޶ڒ ߘ࢓అ ݟయంۯ ݋ࡔ ڴ ࠪڒ y x y z 
r ߖ ࡏఒక ࠾ࡍమ ޴నࡕస ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ڕ޶ఎం ޴ఇ ,ݟయంۯ ࡏ࢘ ޜࠪڒ ړߖ޳డవ࠮
 య rޓࠫޒమనం ۫࣋ ऴ ࡹޒఅం݄ ऴపకృ ࠭ࣃۯ బܽद మనం ఏࠫڒ ఆ࡛ ࣒ڒऴ ݀ ޠ࢑ ݡ࠮  ࡏफంచగలࡍڷ
࢑ࠪనం ऴޓࠫޒయ ࢑ࠪనం ࡓంݡ ࣊టऱ ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ  న࠳फ సహజޙࡵత ࡹఈ దశ , ޴ంݟऴ࢐యబ ߖफ అޒ
ऴపశऒ  
ఏࠫటం݄ ఇ޴ ऴ࢐యడం ࣃధङ అర ߖఅ ࣒ڒऴ ࣒ڒऴ  ߕ࠲ मం అޔ࢓ం޳ అߘ࢓ ఒకߖ ࡏ r r r r 3 r cross 

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߩओ కएࡅ ݡ  ఈ ఆరऐ కएࡅ ࡛  అర बం ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ఒక r cross r r cross r 
అڷݡ ࠭ంࢀࢗ ڕ޶ऱ ࠙వనߖ ߘరछ ۨంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
రछߖ  చనంޜ ऴߦరంࠚంచంݟ మ࠾ࡍ అڴࡱ ݋࣊ ݡ࠮ ߖ ఉండߖవछ ంݟ, ఆ߯ a one a two a three 
ఒకܽ మࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍకए ࡎڒ  दࣄయߤ ఉతओ రछߖ ߖఅ ࣒ڒफ ఒక ऴޒ ۨంచబޔݡం޴,a two a 2 cross a 3 

అߖऒ ంܽڔ సࠪనం ఆ ࠭ڷठࡱ ఒకܽ ࡓంݡ ۨనऒ ࢑ ఒకܽ ۨనऒ  cross a 2 cross a 3 a 1 ݡంࡓ ࢑
ۨనऒ ङڒ  ޜ ݡ࠮ ࢑ ఒకܽ ۨనऒ ࡹ ࡽటߧ ङڒ ݡంࡓ ޴ నऒۨ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡹ ࡽటߧ ङڒ ݡ࠮ ޴  g ࡹ ࡽటߧ
దܽ సందరग࠴ ݡ࠮ ంࡹ మనం కڵ࡯ ఉనऒ ࢑ జతڴࡱ ఆర न࡛ नݞయబۯ  ओߩఇ ࡽߩܿ ݡంࡓ ޳ࡶ ࠼  ݡ
మనڕ ऴܽ޳ࡶ ࡽߩ ऴࡽߩܿ ޓ ऴࡽߩܿ ޓ ఉߕऒ .࠼
 బܽदڒ ޴फంࣆవ ݟంߘ ݡ࠮ లకం࠮ డవ࠮ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ݟంߘ లకం࠮ ండవࡓ లకం ఒక࠮ దܽ࠴  
ఇߩओ भࡿࢗ ړޓబܽद ऴڒ ߤऱ߮ ࡽనलన࠱ݧ ޓऴ ޓహరణ ऴ޳పܽ ఉߘ࠭ మన ݡ ం ڒబܽद ఇ޴ సڴࡍठ  అ࢑ ޻ధంڴ r r 
ఉంܿం޴.

ऴ࣒ڒ ऴڒ ࣒ڒబܽद ఇݡ࠮ ޴ ࣊టऱ ࡎڒ दࣄయߤ ఉతओ ࡔڒ టऱ࣊ ݡ࠮ ړफޒ दࣄయߤ ఉతओ  హరణ,  r r r޳ఒక ఉ ړफޒ
ఈ దశࡹ మనڕ ఈ ఒక  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ న࣒ ఇవछ࠳ న࣒࠳ ࠪڒ  బݟందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ x y z x y z x 
 ప ऱ࣒ y z xy z ڕࠬ ߖھߘక ߖ ࠾ࡍమ ڕࠪ ޻సࠪనం అం݄ ఇ ڕݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴న࣒ ఇ࠳ 
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఈ సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ ఈ సమసङ ߘߝ బܽदڒ ࡯ంۧࡍ एࢲࡍప ڕ ऒߖࡌ  ޶ం࠭ ۯంڵࣃనڜ 
మనం ఒకߖ޳ऒ  త޳ۯ ࡏ࠻भ ం  మࡍంత ࢐ङ ఖङ  ఇڕࠬ ޳ࡶ  ޴ ఏ࢙ࡱ ݋࣊ ݡ࠮ ߕ ఉం݄ ఏߕ޼ a1 a2 a3
కएࡅ ల ݋࣊ ݡంࡓ ఉం݄ ࡱ ݋࣊ ݡ࠮ ࡎڒ ݡంࡓ  दࣄయߤ ఉతओ ࢐ङ ࠭࠲ ࡹ࢑షయం फޒ ङڣ  ړߖ޳ ంۨనߖ
సڴࡍठ  సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
  ఒక ࡓంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ऴܽࡽߩ ఒక ݞङ  ࣒ڒఒక ऴ ࡱ޴ߦޒऴ ݡంࡓ ఉం݄ , ఈ ࣁݞ ݡ࠮ ࣁݞ ݡంࡓ ࣁ
 1 ޴ߝఅ 3 ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఎ అ ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ࡽߩऴܽ ࠾ࡍफ మ࣋࡯ޘ ڕࠬ ߖనవ޴ంۮ ړޓఒక ऴ ࣒ڒऴ ݡంࡓ
2 ࠾ࡍసࠪనం మ ڕల ࣁݞ ݡంࡓ ݡంࡓ ,ࣁݞ  సࠪనం ړ ࣁݞ  సࠪనం, అం݄ ړ ࣁݞ  ఒక ࣁݞ  ఒక ࣁݞ 3 1 1
बࣃ ޒసࠪనం, అం݄ ऴప ڕల ࣁݞ ݡ࠮ ݡ࠮ నం వదभ అ࢑ వదभ స࡯࡮߱ࡍ.i 
 వ ݭڝ ऴపڝ ޒఆࡍ नޜ ݋ߝ స޳ࡶ ࡯࡮߱ࡍ ऴపࣃ ޒब ओߩఅ ,࡯࡮߱ࡍస ړߖߕ  ޒऴప ࡱ޴ߦޒఆ ऴ ࡏࠬ ࠲ऴతࠪ ݡ
ࡍఆڝ न޳ࡶ ڴࡎ࢐ ݋ߝ ऴపࣃ ޒब నం ڴࡎ࢐ ఉం݄ ఆ ऴࡱ޴ߦޒ సࠪనం అࡏࠬ ߖ అంܼࡏ  అܿవంܽ ࡓంݡ 
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ऴࡱހڷޒ సࠪనం ఇߩओ भࡿࢗ ړߖ޳మనం వ ݡ ం సమసङ एࢲࡍఇ ప ڕ రం, ఇۨऐ న ߖ޳ ఆ߄రంڴ ఈ సమసङ  ߘ
ఎ࡮ పࡍషए ఇవछ ڕఅం݄ మన ࡯ంۧࡍ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , ఎడమ ࢙ߩన మనڕ ऴܽࡽߩ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  x y zx 
న࣒  ప࠳ న࣒࠳ ऱ࣒  సࠪనం.y zx y z ڕ ߤవ ࡽߩన࣒ ऴܽ࠳ 
࢐ङ ߯ ݡ࠮ ݡంࡓ  ఖङ  ఆ߄రంڴ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࡓంړݡ సࠪనం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  x y z x y z x 

ఈ సంఖङ ߘߝ ߖసࠪనం అ ړంܽݟ࠮ న࣒࠳  y zߖంۨ 1 అݟܔ 3 ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ړߖހసࠬకర ޒऴప ڕ
फࣃࡱߧ అం݄ ఈకछ ޴फంࣆవ ݡ࠮ సࠪనం ݡంࡓ ڕమన 2 ࠾ࡍమ  ߘ  x x ߖޓऴ ݭఅం ߤవ ܿ ࠑ ޓऴ ܿ ࡽ
నऒޔࠓంచݟܔ ݡ࠮ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘߝ फ࣋ݟܔ టऱߕ ޙ࠼ దగ ठర ࡓంݡ  ప ऱ࣒  సࠪనం x y ړڷࡱߕ ݀ 
అޙ࠼ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴  అం݄ అ޴ߝ ऴڒ ݀ ࠑ ޓబܽद ߖ ߘߝ ऴࠑ ޓ ݀ అߖ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ x x , ߘ
అం݄ ܿ ऴࠑ ޓ ݀ పऱ࣒ ఈకछ ړ ࡛ࠂ ܿ ࡊ ܿ ݀  ఈకछ ࡊ ܿ అం݄ ࡛ࠂ ܿ ࡽ  ݀ ࠑ ޓऴ ܿ ݀ ,࡛ࠂ ܿ ࡽ
అం݄ ࠳  ࡛ࠂ ݡ࠮న࣒ ऴޓ అం݄ ఒకܽࡓ ړంݡ అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇ޴ ఇߩओ  మనం y ޴ంޔ࢓సగం అ ݡ
ప  ޴దܽ࠴ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ ఇߩओ దగ ߕ ݡ ठర ఉనऒ  x y z x y ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ޓవ ऴࡱ࢑ ޴
పऱ࣒ ݀ ࠑ ߤవ వࡱ࢑  ఒకړߖ޳ సࠪనం, అࠑ ݡ࠮ ޴ ݀ పऱ࣒  వߤ అࣆۨࣇ ߖफంࡓ ޴ం޳ ݡछ  పऱ࣒z ݡంࡓ ࡌ

అ޴ߝ ఒకܽ ࠳న࣒ వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद మࡱ࢑ ࠾ࡍవࠑ ݡ࠮ ࡱ ݀ వࠑ ߤ ݀ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ z xy z 
ఒకܽ ڒబܽद త޶పࡵ ࡍకऐ ऒߖڜࡍమ ڴరం߄ఆ ܽ࢒ మనం ࡹ ࡛  సమసङ లࣃۯ ݞږ ߘफ ࠭.
ࡓڒ  दࣄయߤ ఉతओ ࡔڒ ࠾ࡍफ మޒ दࣄయߤ ఉతओ కएࡅ फޒ  ఉపసࠫޔల ڝసం మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణࣃۯ ࡱफ  ߘ
ధనङ ధనङ ࡱ޳࢐  ࡱ޳࢐
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