
വിദّാർ،ികൾ്ׯ സٔാഗതം, ഇؗെ؋ ْപഭാഷണം കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗെ؋ കുറിتു׺തായിരിുׯം മൂ്ؗ ബാഗുകൾ നമു്ׯ എؗും എؗും xy z 
േപരിടാം, അതിനർ،ം ഒരു ബാഗ് ഒരു ബാഗ് ആണ്, അത് തീർ׺യായും ഒരു ബാഗാണ്, ഓേരാ x y 
ബാഗിലും അْതയും പؓുകൾ അട׹ിയിരിׯാം, എؗാൽ ഒരു ബാഗിൽ പരമാവധി ഒരു പ്ؓ മാْതേമ 
ഉൾെׯാتാൻ കഴിയൂ എ്ؗ നമു്ׯ നിയْؓിׯാം നി׹ൾ്ׯ അതിൽ ഒരു പ്ؓ മാْതേമ ഇടാൻ കഴിയൂ, 
അതിനാൽ എؗത് നീലേയാ ചുവേؚാ നിറ׹ളിലുت എبാ േബാളുകളുെടയും െസئിെന b 
സൂചിؚിׯെ؂, അതിനാൽ ആദّ െസئിൽ കൃതّമായി മൂ്ؗ ബാഗുകൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ 
അതിെന എؗും എؗും നാമകരണം െചᅃٝി؂ു؇്, ഞ׹ൾ്ׯ പؓുകൾ അടؗു׹ മെئാരു െസ്ئ xy z 
ഉ؇്, പേײ ഞ׹ളുെട താൽؚരّമാണ് പؓിന്െറ നിറ׹ളിൽ മാْതം, പؓിന്െറ നിറ׹ൾ കൃതّമായി 
നീലയും ചുവؚും ആണ് ഒരു ചുവؗ നിറമുت പ്ؓ, കാരണം ഓേരാؗും നമുׯറിയാം ബാഗിൽ ഒരു 
പ്ؓ മാْതേമ ഉൾെׯാتാൻ കഴിയൂ , അതുേപാെല തെؗ ബാഗ് നി׹ൾ്ׯ ഒരു നീല നിറമുت പ്ؓ y y 
അെ׸بിൽ ഒരു ചുവؗ നിറമുت പ്ؓ െകാ؇് നിറയ്ׯാം അെ׸بിൽ ഒരു ചുവؗ പ്ؓ െകാ؇് y z 
നമു്ׯ ഇേؚാൾ എؓാണ് ഉتത്, ഇവിെട എؓാണ് ഉتത്, ഓേരാ നിറ؋ിലും നأൾ ഒരു ബാഗ് 
ബؖിؚി׺ിരിുؗുׯ, ഓേരാ ബാഗിലും നأൾ പؓിന്െറ ഒരു നിറം ബؖിؚി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ 
നമു്ׯ അെതبാം എഴുതാം േജാഡികളായി കാരّ׹ൾ ആദّം പറയുؗു നി׹ൾ ബാഗ് x 
തിരെ؁ടുു؋െവؗും അതിനുتിൽ നീല പ്ؓ ഇടാൻ ْശമിുؗുׯെവؗും ര؇ാമേ؋ത് പറയുؗു 
നി׹ളുെട പׯൽ ബാഗ് ഉെ؇ؗും ചുവؗ പ്ؓ അവിെട മൂؗാമേ؋ത് നീല നിറമുت േബാൾ ഉت x 
ബാഗ് ആെണؗും നാലാമെ؋ ബാഗ് ചുവؗ നിറമുت പ്ؓ അ؀ാമേ؋ത് പിൻഭാഗം ഒരു നീല y y z 
നിറമുت പ്ؓ, ഒടുവിൽ ഒരു ചുവؗ നിറമുت പ്ؓ െകാ؇് പിൻ തല െമാ؋؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ആറ് 
സാധّതകളു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നൽകിയാൽ അത് ഔപചാരികമായി എഴുതാം. യിൽ നമു്ׯ ഒരു b 
േജാഡി ലഭിു׺, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േജാഡി േകാമ ലഭിു׺ നؗായി നമു്ׯ െസׯന്റിേല്ׯ b 
േപാകാം ഉദാഹരണമായി ഞാൻ അതിെന വാഹന׹ൾ എؗും അവയുെട െനയിം േുئ؛കൾ എؗും d 
വിളിׯാം , ചില സംرാന׹ളുെട ചില സംرാന׹ളുെട കൂ؂െ؋ സൂചിؚിׯെ؂, ഞാൻ അതിെന 
ഡൽഹി മധّْപേദശ് ഉ؋ര് ْപേദശ് എ്ؗ വിളിׯാം ആْؖാْപേദശ് തമിٌ٠ാട് നമു്ׯ അ؀് 
സംرാന׹ളു؇് . മറുവശ്؋, പൂജّം ഒ്ؗ പൂജّം ര؇് മുതൽ പൂജّം ഒآത് വെരയുت സംഖّകളായി 
എനി്ׯ െസ്ئ നൽകെ؂, ആഹ് നമു്ׯ ര؇് െസുئകളും നാല് അ؀് അവرകളും അടؗു׹ ര؇്b b, 
െസുئകളും ആദّ െസുئം ഒآത് അ׹ׯൾ ഉൾെׯാؗുت െസ്ئ ബി. ഒരു വാഹന؋ിന് ഒരു െനയിം b 
േ؛േئാ നآർ േ؛േئാ രൂപീകരിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിു׺ , ആ വّװി മധّْപേദശിൽ നിؗുت 
ആളാെണ്ؗ കരുതുക, അതിനുت സാധّത എؓാണ്, അതിനാൽ ഒരു വّװിയുെട സാധّത ശരിയാണ്, 
നുأെട െനയിം േئ؛ിെല ആളب, വരുؗ ഒരാൾ്ׯ ഒരു െനയിം േئ؛ിനുت സാധّത എ ംപി നؗായി എ്ؗ 
പറയുؗതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഇത് എ ംപി പൂജّം മൂ്ؗ ആയി എടുׯാം ഇത് സാധّതകളിൽ ഒؗാണ്, ഇത് 
ൈദനംദിന ജീവിത؋ിൽ നأൾ സാധാരണ കാണുؗ ഒؗب, പേײ ഇത് നമു്ׯ ഉت സാധّതകളിൽ 
ഒؗാണ് വാُവٝ؋ിൽ എؓാണ് അത് മൂലധനം ബിയിൽ അനയും സ്േമാൾ ബിയും നൽകിയിരിുؗുׯ 
േജാഡി േകാമ വലത് േജാടി ഒരു േകാമ നി׹േളാട് ആദّം പറയുؗത് വാഹനം ഏത് a b b a 
അവرയിലാണ് വലത് േജാഡിയുെട ഭാഗമാെണ്ؗ നി׹േളാട് പറയുؗു േകാമ ഇനിؚറയുؗത് bc 
സൂചിؚിുؗുׯ സംرാനം എؗത് വാഹന؋ിന്െറ നآറിെന സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ a b 
അവസാന ര؇ിൽ േജാഡികൾ്ׯ േകാമ ബി ഉയർؗു؋ സാഹചരّ׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഉദാഹരണ׹ൾ 
ഞ׹ൾ ക؇ു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഔപചാരികമായി ഉ؇ാׯാം, നൽകിയിരിؗുׯ െസുئകൾ a, b 
എؗിവയും ഘടക׹ൾ നിർവചിׯാം യിൽ ഉت േകാമ എؗിവ േജാഡിെയ േകാമ a in a , b b b b 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഓർഡർ െചയ് ത േജാഡി വലത് േജാഡി ഒരു േകാമ ബി ഈ േജാഡി ഞാൻ ഇതിെന ഒരു 
ഓർഡർ പായ്്ׯ എ്ؗ വിളിുׯം, നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി േനാׯാം, ആ എبാ േകാമ യിെലയുംx y 

േകാമ എبാ ഘടക׹ളും േനാׯാം, അതായത് ഉം ഉം േകാമ അെ׸بിൽ യഥാർ، x y x y x y 
സംഖّകളും സ് കٔയറും സ് കٔയറും ഒؗിന് തുലّമാണ് , ഈ െസ്ئ ഒരു സർׯിളിെന x y 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ എؗത് ഇേؚാൾ വّװമാണ്, ഞ׹ൾ ഒരു സർׯിൾ ഒരു െസ്ئ ൈറ്ئ രൂപ؋ിൽ 
എഴുതാൻ ْശമിുׯകയാണ്, അതിനാൽ ഈ െസ്ئ ഘടക׹ളുെട ഘടക׹ൾ ഈ െസ്ئ ഒരു 
സർׯിളിന്െറ മൂലക׹ളാണ് അെ׸بിൽ സർׯിളിൽ കിടؗുׯ ആ േപായിന്റുകൾ ْകമ؋ിനുت 
ഉദാഹരണ׹ളാണ് ഈ ഓർഡർ െചᅃٝ േജാഡികൾ പറ؁ുകഴി؁ാൽ , നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം, 
തുടർ്ؗ ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം എؗറിയെؚടുؗ ആശയം നിർവചിׯാം, അതിനാൽ 
എനി്ׯ നിർവചനം എഴുതാം, നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം എؗിവ ഏെത׸ിലും ര؇് a, b 
െസുئകളായിരിׯെ؂ േْകാസ് എؗതിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം നിർവചിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, a, b b 
അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ഒരു േْകാസ് െസ്ئ, എبാ ഓർഡർ േജാഡികളുെടയും െസئിന് തുലّമായ ഒരു b 
െസ്ئ ആണ്, േകാമ ആണ് കّാപിئൽ അതിനാൽ ഈ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിൽ ഓർഡർ b a, b b, 
െചᅃٝിت؂ു എبാം അട׹ിയിരിുؗുׯ. െസئിൽ നി്ؗ വരുؗ ആദّ ഘടകവും െസئിൽ നി്ؗ വരുؗ b 
ര؇ാമെ؋ ഘടകവും േജാടിയാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ തുട؋ׯിൽ ഉ؇ായിരുؗ ഉദാഹരണ׹ൾ 
ആദّ ഉദാഹരണം ആദّ ഉദാഹരണം ഒരു ഉദാഹരണമാണ് കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന് ഒരു ഉദാഹരണം . 
ഞ׹ളുെട െസ്ئ ْതീ ബ്ׯ െനയിം ആയി എؗും െസ്ئ എؗും േപരുت മൂ്ؗ ബാഗുകൾ a xy z b 
നീലയും ചുവؚും ആയതിനാൽ ഒരു േْകാസ് എبാ സാധّതകളും ഉൾെׯാؗുت എبാ സാധّതകളും b 
ഉൾെׯാുؗുت, അതായത് ഏത് പ്ؓ ഏത് നിറമുت പؓാണ് നأൾ േപാകുؗത് ബാഗിനുتിൽ x 
അെ׸بിൽ അെ׸بിൽ ഇടുക ആണ് ഇേؚാൾ പറയുؗത് നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം y zt hat 
േനാׯാം ഒരു വാഹന؋ിന്െറ െനയിം േുئ؛കൾ എؗറിയെؚടുؗതിെന കുറി്׺ അത് പറയുؗ 
ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ഒരു ഉദാഹരണമാണ് ഈ ഉദാഹരണം 
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ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണം ഇേؚാൾ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന് ഒരു ഉദാഹരണമാണ് നമു്ׯ മൂؗാമെ؋ 
ഉദാഹരണം േനാׯാം, അതായത് െസ്ئ സർׯിളിന്െറ െസ്ئ െസ്ئ ആഹ് നؗായി െസ്ئ െചുؗുإ, 
നമു്ׯ ഇത് ഈ രീതിയിൽ എഴുതാം, ْകമീകരി׺ േജാഡികൾ േകാമ അതായത് ഉം ഉം യഥാർ، x y x y 
സംഖّകളും ചതുരവും വർ״വും ഒؗിന് തുലّമാണ് ആദّം നأൾ കാേണ؇ കാരّം, ഇത് ഒരു x y 
സർׯിളാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ നؗായി അറിയാം, ഇതാണ് കഴി؁ ൈْപമിൽ ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത്, ഈ 
െസ്ئ ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമب ഈ െസ്ئ ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമب . 
അതാണ് നിരീײണ׹ളിൽ ഒ്ؗ, എؓുെകാ؇ാണ് ഈ െസ്ئ ര؇് െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ 
ഉൽؚؗം അبാ؋ത്, നമു്ׯ ഒ്ؗ േനാׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് 0 േകാമ 1 ഇതിനുتതാണ് സർׯിളിലും 
അതുേപാെല ഒരു േകാമ പൂജّം സർׯിളിലും ഉ؇് നമു്ׯ സർׯിളിൽ പൂജّം േകാമയും സർׯിളിൽ 
ഒരു േകാമ പൂജّവുമാണ് എؗതിനർ،ം ഇത് നേأാട് എؓാണ് പറയുؗത്, അതിനാൽ ഞാൻ െസ്ئ cle 
എഴുതുؗു എ്ؗ കരുതുക, ഞാൻ െസئിെന വിളിׯെ؂, ചിലർ എؗത് േْകാസ് ബി എؗ രൂപമാെണ്ؗ s 
കരുതുക, കാരണം പൂജّം േകാമ ഒരു േْകാസ് ബി യുെടതാണ്, അത് സൂചിؚിؗുׯത് 1 എؗത് b 
യുേടതാണ് , അതുേപാെല േജാഡി 1 േകാമ 0 ഒരു േْകാസ് യുെടതാണ്, അത് 1 യുെടതാണ് എ്ؗ b a 
സൂചിؚിുؗുׯ, എؗാൽ േജാഡി ഒരു േകാമ ഒ്ؗ ൽ ഉൾെؚടുؗിب, കാരണം എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് ഒരുs-
ചതുരവും ഒരു ചതുരവും യഥാർ،؋ിൽ ര؇് അبാ؋ത് ഒؗിന് തുലّമായതിനാൽ ഒരു േകാമ ഒ്ؗ 

ൽ ഉൾെؚടുؗിب, അതിനാൽ സർׯിളിൽ കിടؗുׯ എبാ േജാഡികളുെടയും ഗണമാണ് എؗത് s- s 
ര؇് െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമب എبാ െസുئകളും അب എبാ െസുئകളും എഴുതാൻ 
കഴിയിب എؗ വُٝു ത ഈ ഉദാഹരണം നൽകുؗു ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം എؗ നിലയിൽ ഒരു 
െസئിന് േജാഡി ഓർഡർ െചإാെമ׸ിലും അത് ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമാെണ്ؗ 
അർ،മാؗുׯിب, അതിൽ ചിലത് േനാׯാം, അടു؋ ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ േപാകുؗതിന് മു്آ നമു്ׯ 
ചില അഭിْപായ׹ൾ പറയാം , നി׹ൾ്ׯ ഉെ؇്ؗ കരുതുക. ര؇് െസുئകൾ നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് 
േനാׯാം ഒരു േْകാസ് ആയി കണׯാׯാം, േْകാസ് ആണ് ഈ ര؇് െസുئകൾ b b b e t 
ഒؗുതെؗയാണ്, ഏത് അടിرാന؋ിലാണ്, എ׹െനയാണ് ഒരു േْകാസ് എؗത് േകാമ എؗ b b 
േഫാമിന്െറ ഘടക׹ൾ ഉൾെׯാുؗുت, ഇത് യിൽ ഉت ഒരു േْകാസ് ആണ്, യിൽ എؗത് a a b b b 
ഒരു േْകാസ് ആണ് , മെئാ്ؗ േْകാസ് ആണ് എبാ വിപരീത േജാഡികളും ഉൾെׯാുؗുت േകാമ, b b a b 
അതായത് യിൽ ഉം യിെല ഉം ആണ് േചാദّം, നമു്ׯ ഇതിെന യിലും യിൽ യും b b a a j a b b 
എഴുതാൻ പئിേب എؗതാണ് അത് യിലും യിൽ യിലും എഴുതുؗത് തأിൽ വّതّാസമിب, പേײ a b b 
അത് ഈ ْകമം മാْതമാേണാ അർ،മാؗുׯത്, ഈ ْകമം കാരണം ഈ ര؇് െസുئകളും േജാഡി തികു׺ം
വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ ഒരു േകാമ േകാമയ്്ׯ തുലّമب, അതായത് ഒരു േْകാസ് േْകാസ് b b, b a 
എؗിവ തികു׺ം വّതُّമٝായ െസുئകളാണ് ഇേؚാൾ ഒരു കാരّം കൂടി ര؇ാമേ؋തിന് ര؇് 
ഘടക׹ൾ നൽകിയിരിؗുׯത് േകാമ ബി, സി േകാമ ഡി എؗിവ ഒരു േْകാസിൽ നി്ؗ ബി, േകാമ ബി 
സി േകാമ ഡി്ׯ തുലّമാണ്, സി േകാമ ഡി്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ, സി േകാമ ഡി്ׯ തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ അത് പറയുؗത് ആ േജാഡി അെ׸بിൽ ഓേരാؗിലും മൂലക؋ിന്െറ رാനം y 
ഇടതുവശتു؋ ആദّ رാനവുമായി െപാരു؋െؚടണം, ഞ׹ൾ്ׯ ഉ؇്, വലതുവശتു؋ a 
ആദّെ؋ ഘടകം ആണ് ആദّ رാന؋ിന് സമാനമായി ഞ׹ൾ. ബി ഉ؇്, ഇവിെട ഉ؇് , ഇവ c d 
ര؇ും ഓേരാ رാനു؋ം െപാരു؋െؚടുؗുെവ׸ിൽ ഇവ ര؇ും െപാരു؋െؚടണം, അേؚാൾ ഈ 
ْകമീകരി׺ േജാഡികൾ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണേമാ 
ْപശ് നേമാ േനാׯാം, ൈമനസ് പകുതിയും േകാമ ؛സ് പകുതിയും ؛സ് എ്ؗ കരുതുക. ഇത് x y x yx 
ര؇് േകാമ ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, ഞ׹ളുെട പׯലുتത് ൈമനസ് ഹാഫ് ؛സ് ആണ് , ഓർഡർ െചᅃٝ x y 
േജാഡി ൈമനസ് ഹാഫ് ؛സ് ؛സ് ഹാഫ് ൈമനസ് ഇത് ര؇് േകാമയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഉം യുംx y, x y x y 
കെ؇ു؋ക ഇടതുവശ്؋ നമു്ׯ ഒരു ഓർഡർ െചᅃٝ േജാഡി, വലതുവശ്؋ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു ഓർഡർ 
േജാഡി ഉ؇് , നൽകിയിരിؗുׯത് ഈ ര؇് ഓർഡർ േജാഡികൾ തുലّമാണ്, ഇത് എ׹െന പരിഹരിׯാം
, എؓാണ് ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത്, ഓർഡർ െചᅃٝ േജാഡികൾ അത് എ്ؗ എഴുതെ؛ ؂സ് x y 
ൈമനസ് പകുതിയും ൈമനസ് ؛സ് പകുതിയും ര؇് േകാമ മൂ്ؗ ആണ് , അതായത് ؛സ് x y x y 
ൈമനസ് പകുതി ര؇് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ؛സ് പകുതി ഇത് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് x y 
പരിഹരിׯാം നമു്ׯ ഇവ േചർׯാം അത് നൽകുؗ ര؇് കാരّ׹ൾ, ര؇് അ؀് ന് തുലّമാണ്, x 
അതായത് സമം അ؀് ര؇് ര؇് എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ ഒേര കൂ؂ം സമവാകّ׹ൾ എഴുതുക ؛സ് x x y 
ൈമനസ് പകുതി ര؇ിന് തുലّവും ൈമനസ് ؛സ് പകുതി മൂؗിന് തുലّവും ആദّേ؋ത് x y 
കുറയ്ׯാം ര؇ാമേ؋തിൽ നി്ؗ കുറയ്ׯാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ റؐാׯെؚടും, നമു്ׯ x x 
ലഭിؗുׯത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ײമിׯണം ൈമനസ് ആഹ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ y y 
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّമാെണ്ؗ കാണിുؗുׯ വലത് ഉം അതിനാൽ ഉം യും y x y x y 
അതിനാൽ തുലّം ന് 2 ഉം ന് തുലّവും ഇേؚാൾ നമു്ׯ കുറ്׺ കൂടി േനാׯാം ഉദാഹരണ׹ൾ x phi y z 
ഓ, ആഹ് പിെؗയും ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഒരു െസ്ئ ആെണ്ؗ കരുതുക , പൂജّം േകാമ ഒ്ؗ ൈമനസ് a 
ഒരു േകാമ പൂജّം ഒരു േْകാസിൽ ആെണ്ؗ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഒരു ക؇ുപിടിുׯക , എؓാണ് 
നമു്ׯ അറിയാവുؗത് ര؇് േജാഡി േജാഡി പൂജّം േകാമ ഒ്ؗ, ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗി׹െനയാണ് ഓർഡർ 
െചᅃٝത് േകാമ പൂജّം അെ׸بിൽ ഒരു േْകാസിൽ ഒരു കിണئിൽ എْത ഘടക׹ൾ സാധّമാണ് എؗ 
ആദّ േചാദّം എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതാണ് 0 േകാമ 1 ഒരു േْകാസിന്േറതാണ് എؗത് a 
സൂചിؚിؗുׯത് പൂജّം യുേടതും ഒ്ؗ സമാനമായ ഒؗിന്േറതുമാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ േകാമ പൂജّം ഇത് a 
ഒരു േْകാസ് യുെടതാണ്, അതായത് ൈമനസ് ഒ്ؗ യുേടതും പൂജّം യുേടതുമാണ് അതിനാൽ a a t o e 
ഞ׹ൾ്ׯ ലഭി׺ വിവര׹ളുെട അടിرാന؋ിൽ, ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം ഒ്ؗ ഈ െസ്ئ കൃതّമായി 
നുأെടതാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ അട׹ിയതാണ് ൈമനസ് ഒരു പൂജّം, ഒ്ؗ അതിനാൽ ഒരു a 
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േْകാസ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ േപാെല കാണെؚടും ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് a 
ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം പിെؗ അവസാനം ഒ്ؗ ഇത് എْത 
എലെമന്റുകൾ െചുؗുإ ഒരു േْകാസ് ഉൾെׯാുؗുت ഈ ഒരു േْകാസ് എയിൽ കൃതّം ഒآത് a 
ഘടക׹ൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് വീ؇ും ഒരു പരാമർശമായി എഴുതാം . a, b 
എؗിവയാണ് യുെട തുലّ സംഖّയിലുت മൂലക׹ളുെട എ؉മുت ര؇് െസുئകളും , യുെട a b 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം ആയി ഉتേؚാൾ ഒരു േْകാസിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം ആണ്, അതിനാൽ q pq a
യിെല മൂലക׹ളുെട ആെക എ؉ം േْകാസ് ബി എؗത് ഒരു മട്׹ മൂലക׹ളുെട ആെക സംഖّയാണ്, 
അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് ബിയിെല മൂലക׹ളുെട ആെക എ؉ം ഒരു തവണയിെല െമാ؋ം 
മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം . അവസാനെ؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ 
നമു്ׯ മുآെ؋ ഉദാഹരണം േനാׯാം ഒരിׯൽ കൂടി നأൾ കെ؇؋ിയ െസئിന് ൈമനസ് ഒരു a 
പൂജّം ലഭിു׺, അതിനാൽ യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉ം മൂ്ؗ ആണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു a 
േْകാസിന്െറ മൂലക׹ളുെട എ؉ം യുെട മൂലക׹ളുെട ഒരു തവണ സംഖّയുെട മൂലക׹ളുെട a 
എ؉മായിരിുׯം എؗാണ്. ഇത് മൂ്ؗ തവണ മൂ്ؗ ആകും, അത് ഒآത് ആകും, എؗാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
േനാׯാം, ഈ േْകാസ് എؓാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ a 
ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം, അവസാനം ഒ്ؗ മൂലക׹ളുെട എ؉ം 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഓേരാ മൂലക؋ിലും നأൾ മെئാരു മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ കൂടി േജാടിയാؗുׯത് 
നി׹ൾ ْശؑിുׯം, 
അ׹െന ഞ׹ൾ ഒآത് ഘടക׹ളിൽ അവസാനിു׺, അതിനാൽ ഒരു േْകാസിന് ഒآത് ഘടക׹ൾ 
ലഭിു׺, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒ്ؗ െചإാം. കൂടുതൽ ഉദാഹരണം ഒരു െസ്ئ ആകെ؂ , അതിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ 
ഉൽؚؗം അതിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽപؗം 16 ഘടക׹ൾ ഉتതിനാൽ േْകാസ് എؗ കാർ؂ീഷّൻ a 
ഉൽؚؗം തേؗാെടാؚം എടുുׯേآാൾ അത് േപാകും 16 ഘടക׹ളു؇് , ഇതാണ് ആദّെ؋ സൂചന 
നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് അതിനർ،ം ഒരു േْകാസ് ന് 16 ഘടക׹ൾ ഉ؇് , അതായത് a a 4 
മൂലക׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം, അതിന് 4 ഘടക׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാെമ്ؗ 
കരുതുക, ഒരു േകാമ ര؇് , മൂ്ؗ േകാമ നാല് എؗിവയിൽ ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ അറിയാെമ്ؗ കരുതുക. ഒരു 
േْകാസ് ഒരു കെ؇؋ൽ ഒരു കുരിശ് എ׹െന ഒരു കുരിശും ഒരു കുരിശും കെ؇؋ാം എؗതാണ് a, 
ഞ׹ൾ ഇവിെട നട؋ിയ ആദّെ؋ നിരീײണം, അതിനാൽ എؓാണ് ഒരു കുരിശിന്െറ 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം നൽകിയിരിؗുׯത്, അത് നأൾ െചᅃٝതുേപാെല 16 ആണ്. മുآെ؋ പരാമർശം, a
യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉ം നാലായിരിുׯെമ്ؗ ഇേؚാൾ േജാടി ഒ്ؗ േകാമ ര؇് ഇത് ഒരു േْകാസ് 
എയിലാണ്, അതിനാൽ ഒؗും ര؇ും അർ،മാؗുׯത് അവ ര؇ും സമാനമായ മൂ്ؗ േകാമയിലാണ്, 
അവ ഒരു േْകാസിലാണ് ആ മൂؗും നാലും ര؇ും യിലാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ െസئിൽ a a 
ഒരു നാല് ഘടക׹ൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ, നാല് ഇേؚാൾ ഒരു േْകാസ് അതിൽ 16 a 
ഘടക׹ളും ْകമ؋ിൽ ഉ؇ായിരിുׯം, േജാഡികേളാട് കൂടിയ 1 മുതൽ 4 വെര നؗായി കിടؗുׯ 
ൈലുׯകൾׯിടയിൽ ബി്ئ കിടؗുׯ ഘടക׹ൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ. ഇത് ഒരു േകാമ ര؇് ഒരു േകാമ 
മൂ്ؗ ഒരു േകാമ നാല് നؗായി ഒരു േകാമ ആയിരിുׯം ഒ്ؗ ര؇് േകാമ ഒ്ؗ ര؇് േകാമ ര؇് ര؇് േകാമ 
മൂ്ؗ ര؇് േകാമ നാല് മൂ്ؗ േകാമ ഒ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ ര؇് മൂ്ؗ േകാമ മൂ്ؗ മൂ്ؗ േകാമ നാല് നാല് േകാമ 
ഒ്ؗ നാല് േകാമ ര؇് നാല് േകാമ മൂ്ؗ, ഒടുവിൽ നാല് േകാമ നാല് 
അ׹െന ഇവയാണ് സാധّമായ 16 ഘടക׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ഒരു കുരിശിന്െറ 16 ഘടക׹ൾ മാْതേമ 
സാധّമാകൂ , നമു്ׯ ജّാമിതിയിൽ നി്ؗ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം, ഇതിെന അടിرാനമാׯി 
ഉയർؗ ഉദാഹരണ׹ൾ െചإാൻ ْശമിׯാം , ടു, ടു ൈഡമൻഷണൽ തലം എؗറിയെؚടുؗത് r 
എؓാെണ്ؗ നأിൽ മിׯവർുׯം അറിയാം, എؓാണ് ഈ ഇതിൽ ْകമീകരി׺ിരിؗുׯ r two r two 
എبാ േജാഡികളും േകാമ ഉം ഉം ഉം യഥാർ، സംഖّകളായി അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഇവിെട ഉം x y x y x 

ഉം യഥാർ، സംഖّകളാണ് , ഇത് കൃതّമായി േْകാസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു y r r 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന് ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, അതിനാൽ സാധാരണ ദٔിമാന തലം യഥാർ، 
സംഖّകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽപؗമാണ്, നമു്ׯ ഒേര കാരّം ര؇് മെئാരു വീײണേകാണിൽ നി്ؗ r 
േനാׯാം, ഞാൻ ഇവിെടയു؇്, എനി്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ കരുതി താെഴയുت ഡയْഗം േനാׯാം. 
താെഴ വിവരം ഒ്ؗ ആണ്, ഇത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ ഈ ബിؕുവിേലتുׯ ദൂരമാണ്, ഇതാണ് ation r 
എന്െറ േപായിന്റ് എനി്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് ഉ؇്, എനി്ׯ ഈ ദൂരം നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് p p r x 
അു׺ത؇ിൽ ഉ؇ാؗുׯ േകാണും ഇവയാണ് ഞാൻ ഞാൻ അതിെന തീئ എ്ؗ വിളിׯെ؂, അതിനാൽ 
ഈ ര؇് േജാഡികൾ േപാസിئീവ് െവൽ ആർ േപാസിئീവുت േകാമ തീئയും 180 ഡിْഗിയിൽ കുറേവാ r 
തീئേയׯാൾ 0 കുറേവാ തുലّേമാ അെ׸بിൽ വാُവٝ؋ിൽ അത് 180 ആവരുത് 360 ഡിْഗി ശരിയാണ്, 
നി׹ൾ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ഇْതയധികം കാരّ׹ൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഞാൻ അത് തിരിെക നൽകിയത് 
േപാെല ര؇ب ഞാൻ നീׯം െചإണം, ഞാൻ ഇത് നീׯം െചإണം, ഇതിൽ ഒറിജിനൽ സീേറാ േകാമ r 
സീേറാ അട׹ിയി؂ിب, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ പൂജّം േകാമ പൂജّം ഉൾെؚടു؋ണം. അത് ഇവിെട 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയി തിരിെക നൽകണം, അതിനാൽ ദൂരം നമു്ׯ 
ആവശّമുتേؚാൾ ദൂരം േപാസിئീവ് ആണ്, അതാണ് ഞ׹ൾ ْപതീײിؗുׯത്, എؗാൽ നി׹ൾ ഇത് 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ െസ്ئ ര؇് െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമാണ് നി׹ളിൽ 
ഭൂരിഭാഗവും ക؇ിരിേׯ؇ േപാളാർ േകാർഡിേനുئകൾ എؗറിയെؚടുؗ ഇവയാണ് 
ജّാമിതിെയുׯറിتു׺ ഒരു േകാഴ് സിൽ നി׹ളുെട പׯലുتത് ْധുവീയ േകാർഡിേനുئകളുെട ഒരു 
കൂ؂മാണ്, എؗാൽ ഈ െസ്ئ ഏതാ؇് ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം േപാെലയാണ്, അതാണ് ഞ׹ൾ്ׯ 
ശരി, എؗാൽ എؓായാലും ഞാൻ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് ഉൾെؚടു؋ാൻ േപാകുകയാെണ׸ിൽ r 
എനി്ׯ അത് എഴുതാം, ഇത് 
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അ׹െനയാകും ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമെ്ؗب േതാؗുؗു, ഇത് ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമെ്ؗب 
േതാؗുؗു, ײമിׯണം, ഇത് ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമെ്ؗب േതാؗുؗു, എؗാൽ ഇത് ഒരു 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമായി എഴുതാം, ഇത് എ׹െന എഴുതാം, ഈ െസ്ئ ൽ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതായ r-
എبാ നും തുലّമാണ് മൂ്ؗ അറുപത് ഡിْഗിയിൽ താെഴ പൂജّം തീئേയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയ r 
എبാ തീئയും മറികടുׯക , ഇത് ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ പിഴയ്്ׯ ഒരു ഉദാഹരണമാണ്, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ ഇെതبാം പറ؁ുകഴി؁ാൽ കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗെുׯ؋റി്׺ ഉം ബിയും അെ׸بിൽ a 
മേئെത׸ിലും അഭിْപായം കൂടി പറയെ؂ ര؇് െസുئകൾ അവയിെലാെؗ׸ിലും അനؓമാണ്, പിെؗ 
ഒരു േْകാസ് ബി ഒരു അനؓമായ െസئാണ് , ര؇് െസുئകളും അനؓമാണ്, അതിനാൽ കാർ؂ീഷّൻ 
ഉൽؚؗവും അനؓമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം േനാׯാം. ഒരു പരീײ കൂടി le
നമു്ׯ ഒരു െചറിയ െചറിയ െചറിയ എؗി׹െന തിരെ؁ടുׯാം, 1 2 3 ആയി കّാപിئൽ b, c b 
എؗി׹െന തിരെ؁ടുׯാം . േകാമ 1 േകാമ 2 േഡാ؂് േഡാ؂് c c 
അ׹െന പരിമിതമാെണ׸ിലും അനؓമാണ് എؗതിനാൽ ഇത് പറയുؗത് ഒരു േْകാസ് a b b 
അനؓമാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം കൂടി െചإാം ഇത് വീ؇ും ഒരു പരിചിതമായ 
ഉദാഹരണമാണ്, നമുെبׯാവർുׯം അറിയാവുؗ ഒؗാണ് ആദّം നമു്ׯ. ْതീ ْതിമാന തലം r 
േനാുׯക ഇതാണ് നأൾ ْതിമാന തലം േനാؗുׯത് എؓാണ് ഈ ْതിമാന ഒ്ؗ ْതീ എ്ؗ r 
നമുെبׯാവർുׯം അറിയാവുؗതുേപാെല എبാ ْടിؚിൾസും അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതായത് xyz xy, 

എؗിവയും യഥാർ، സംഖّകളാണ് . ഇത് ര؇് െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമാേണാ, ഇത് z 
േനാؗുׯതിന് ര؇് വഴികളു؇്, ഇത് ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമാെണ്ؗ ആദّം 
തിരി׺റിയാൻ ْശമിുׯക, തുടർ്ؗ മ്ئ സാധّത എؓാെണ്ؗ േനാׯാം എനി്ׯ ഇത് േകാമ എؗും x 
എഴുതാം േകാമ എؗ ْബാئׯിനുتിൽ എؗിവെയبാം യഥാർ، സംഖّകളാകും ഇത് y z xy, z r 

എ്ؗ എഴുതാനാകുേമാ എؗത് സٔാഭാവികമായ േചാദّം എؓുെകാ؇് എനി്ׯ െന cross r two x yz x
േകാമ േകാമ ആയി േവർതിരിׯാൻ കഴിയിب എؗതാണ് േകാമ േകാമ അെത അب ഈ y z x y z y 
രീതിയിൽ േകാമ േകാമ എ്ؗ ആദّ ര؇് എൻْടികളായി പിെؗ മൂؗാമേ؋തിന് േകാമ െകാ؇് x y z 
േവർതിരിؗുׯത് എؓുെകാ؇് ഇതب, വാُവٝ؋ിൽ ഇതാണ് ശരി, ആർ ടു േْകാസ് ആർ ഉപേയാഗി്׺ 
ആർ ْതീെയ തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝത് കാേനാനികമായി ْപകൃതിയിൽ 
കാണുؗ ْതിമാന തലം ര؇് െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമായി എഴുതിയിരിുؗുׯ എؗതാണ് 
ഈ ഘ؋؂ിൽ ഉയരുؗ സٔാഭാവികമായ ഒരു േചാദّം, ഇത് എ്ؗ എഴുതാൻ r cross r cross r 
കഴിയുേമാ എؗതാണ്, അത് അർ،മാുؗുׯേ؇ാ, അെത ഒരാൾ്ׯ എ്ؗ r 3 r cross r cross r 
എ്ؗ എഴുതാം, ഇേؚാൾ േْകാസ് എؗ ഈ അെآയ്്؋ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് അതിനാൽ r r 
നമു്ׯ ഒരു പടി കൂടി മുേؗാ؂് േപായി സ׸ൽؚെ؋ നിർവചിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ എؗിവ മൂ്ؗ െസുئകളായിരിׯെ؂, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ 
ര؇് , മൂ്ؗ എؗിവയുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗം ഒരു േْകാസ് എ 2 േْകാസ് സൂചിؚിുؗുׯ a 3 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത് 1 േْകാസ്, 2 േْകാസ് ആ എبാ ْടിؚിുئകൾുׯം തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ര؇് െചറുത് a 3, 
ഒ്ؗ െചറുത് ര؇് െചറുത് മൂ്ؗ കൂെട നൽകിയാൽ ഒ്ؗ മൂലധന؋ിൽ ഒ്ؗ െചറുത് ര؇് a 
മൂലധന؋ിൽ ര؇്, െചറുത് മൂ്ؗ മൂലധന؋ിൽ മൂ്ؗ , ആദّ സؕർഭ؋ിൽ നമു്ׯ ഉ؇ായിരുؗത് 
ഓർഡർ േജാഡികളാണ് അെ׸بിൽ ര؇് ടّൂؚിൾ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ْടിؚിൾ ഉ؇് അെ׸بിൽ ഒരു ْതീ 
ടّൂؚിൾ ْതീ ടّൂؚിൾ, ആദّ മൂലകം ഒരു െസׯന്റ് മൂലകം ര؇ിൽ നി്ؗ വരുؗു, മൂؗാമെ؋ മൂലകം 
മൂؗിൽ നി്ؗ വരുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْതീ ْതിമാന തലം r 
അ׹െന ْതീ എؗതിന്െറ മുൻ ഉദാഹരണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം. ഇത് ന് r r cross r cross r 
സമാനമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ െസുئകളുت ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന് ഇത് ഒരു ഉദാഹരണമാണ് , 
മൂ്ؗ െസുئകളുെട കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന് ഇത് ഒരു ؛സ് ؛സ് േകാമ ൈമനസ് x y z x 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതി ഘ؋؂ിൽ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചإാം ൈമനസ് ഉം ؛സ് ൈമനസ് ഉം y z x y z 
ഇത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇതാണ് ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് എؗിവ xy, z 
കെ؇ു؋ക , നി׹ൾ്ׯ ഇത് നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന പരിഹരിׯാം, 
അതിനാൽ ഈ ْപٍ؋٠ിനുت പരിഹാരവുമായി മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് മു്آ നമു്ׯ േനാׯാം ഒരു 
പരാമർശം കൂടി നടു؋ക, അത് നأൾ എؓാെണؗതിന് സമാനമാണ് ര؇് െസുئകളുെട ര؇് e 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ കാരّ؋ിൽ അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ a1 a2 a3 
െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ , 
അ׹െനെയ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ എെؓ׸ിലും മൂ്ؗ െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ, ْടിؚിൾ ഒരു ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ 
െസുئകളും കൂടാെത ْടിؚിൾ ആെണ׸ിൽ ഒരു ഡാഷ് ഒരു ര؇് ഡാഷ് ഒരു മൂ്ؗ ഡാഷ് ഉെ؇׸ിൽ, ഈ 
ര؇് ْടിؚിൾസും ഒരു േْകാസ്, ടു േْകാസ്, ْതീ എؗിവയുേടതാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാെമ׸ിൽ, കൂടാെത 
ْടിؚിൾ എؗത് 1 ഡാഷിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. 2 ഡാഷ് ഒരു 3 ഡാഷ് a one a two a 3 
സൂചിؚിؗുׯത് 1 ന് തുലّമായ 1 ഡാഷാണ്, ര؇് ര؇് ഡാഷിന് തുലّവും മൂ്ؗ മൂ്ؗ ഡാഷിന് 
തുലّവുമാണ്, അതായത് ഓേരാ رാനു؋ം അവ ഓേരാ േകാർഡിേനുئം െപാരു؋െؚടണം അെ׸بിൽ
ഓേരാ رാനു؋ം അവ െപാരു؋െؚടണം, അേؚാൾ മാْതേമ ആ ْടിؚിുئകൾ ര؇് ْടിؚിുئകൾ 
തുലّമാണ് എ്ؗ നി׹ൾ പറയുؗു, അവ ഓേരാؗും േകാർഡിേന്ئ െചᅃٝാൽ ര؇് ْടിؚിുئകൾ തുലّമാണ്
അെ׸بിൽ ഓേരാ رാനവും തിരി׺ാണ് അ׹ׯൾ യഥാർ، സംഖّകൾ െപാരു؋െؚടുെؗ׸ിൽ, 
അ؋രം ര؇് ْടിؚിുئകൾ തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ പറയുؗു. എؓാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എؗതിെന 
അടിرാനമാׯി ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന പരിഹരിׯാം എؗ ْപٍ؋٠ിനുت പരിഹാര؋ിേല്ׯ ഞ׹ൾ 
േപാകുؗു ഇടതുവശ്؋ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ْടിؚിൾ ؛സ് ؛സ് ൈമനസ് ൈമനസ് x y z x y zx
 ി y z xׯാനമാرഅടി ؋പരാമർശെ تതുലّമാണ്, മുകളിലു ׯസ് ൈമനസ് ْടിؚിൾ വൺ ടു ْതീ്؛
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 സ് y z x y z x y؛ സ് ഒؗിന് തുലّം ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّവും؛ സ് എ്ؗ പറയാം؛
ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّവും ഞാൻ ഈ സംഖّെയ ഓേരാ സമവാകّവും ഒ്ؗ ര؇് എ്ؗ വിളിׯെ؂, 3 1, 2z 
എؗിവ േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ര؇് ലഭിുׯം, അത് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ മൂؗായി x x 
ര؇ിേല്ׯ ഇേؚാൾ ഒؗും മൂؗും േചർുؗുׯ , ഞാൻ ഒؗും മൂؗും േചർׯാൻ േപാകുകയാെണ׸ിൽ 
എനി്ׯ എؓാണ് ലഭിുׯക, നമു്ׯ ര؇് ؛സ് ടു നാലിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ നമുׯറിയാവുؗത് x y x
മൂ്ؗ ര؇ാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ എؗതിന് പകരം വയ്ׯെ؂ ْതീ ൈബ ടു, അതായത് ര؇ിൽ നി്ؗ x 
മൂ്ؗ ൈബ ടു ؛സ് ടു െയ നാലിന് തുലّമാണ്, ര؇് ന് തുലّമാണ്, ര؇് ْതീ ൈബ ര؇് , മൂ്ؗ നാല് y 
ൈമനസ് മൂ്ؗ, അതായത് ഒ്ؗ എؗത് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് ആണ് പകുതി ഇേؚാൾ അവസാനമായി നമു്ׯ y 
ആദّേ؋ത് േനാׯാം ؛സ് ؛സ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇതാണ് ഇേؚാൾ എന്െറ പׯലുتത് ന്െറ x y z x 
മൂലّം മൂ്ؗ ര؇ാണ് , മൂലّം എؗത് ഒ്ؗ ൈബ ടു ؛സ് എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അത് ْതീ ൈബ ടു y z 
 സ് എؗത് എؗത് ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമാണ്, z z؛ ്؇ര ,ുؗുׯസ് വൺ ൈബ ടു സൂചിؚി؛
അതിനാൽ എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ മൂ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ര؇്, ൈമനസ് ഒ്ؗ യഥാْകമം അടു؋ xy, z 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഇവെയ അടിرാനമാׯി ഞ׹ൾ കുറ്׺ കൂടുതൽ ْപٍ׹٠ൾ െചുإം കൂടാെത 
കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിനും കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഉപവിഭാഗ׹ൾുׯം ചില ഉദാഹരണ׹ൾ 
കൂടി െചുإം നؕി നؕി 
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