
เർ౲ ൮ბಗัಡ ๬౷ ಗತ කโ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඩ౳ ฏ෗๯ವ ෮ದฤ ಇಂൽನ ಉಪක౲ ಸโ ౽ചბ๏ಯඨ 
ಉತ౭ ನ౬ ದ ෬ว ಇฆತ౨ ං, ಃಲโ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಮൡ౨  ಆඃಶ ೯ೕലಗಳ ಕಲ౭ චಯ ಮಹತ౷ ವඝ౬  
ಅಥბ෥ലಆಳ౶ ฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ කโ ෨ಂൿವค෷ವ ෮ದฤ ಃಲโ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ෥ഺೕಣ කโ ಈಗ කโ 
ಒಳತಂലฆವ ಒಂൿ ๲ഡ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ෩ฆ ೉ೕಲಗำ කโ ಅದඝ౬  ಮൡ౨  ಎಂൿ ກಸค๵ೕಣ, ಇದರಥბ xy z 

ಒಂൿ ೉ೕಲ ಒಂൿ ೉ೕಲ ಮൡ౨  ಅൿ ಒಂൿ ೉ೕಲ ಸಹಜ฿ಜ ಪ౳ ൟ ೉ೕಲโ ಅඡಕ ೎ಂഴಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං ಆದฉ x y 
ಒಂൿ ೉ೕಲโ ಄ವಲ ಒಂൿ ೎ಂಡඝ౬  ෥ತ౳  ຄಂൽฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ ඛಬბಂඌ๵ೕಣ ಮൡ౨  ඛೕโ ಅದರย౵  ಒಂൿ 
೎ಂಡඝ౬  ෥ತ౳  ๻ಕಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಎม౵  ೎ಂഴಗಳ ๲ഡ ಅඝ౬  ඛೕย ಅಥ฿ ಃಂඬ ಬಣ౧ ಗูಂൽಡ ๰೉ಸฤ ಅඝಮൟ๭ 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ๲ഡ ඛಖರ฿ಜ ෩ฆ ೉ೕಲಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ಮൡ౨  ಎಂൿ ກಸค๭ං౪ ೕๅ කโ ೎ಂഴಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆವ ಮ൧౨ ಂൿ ๲ഡ ಅඝ౬  xy z 
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಆದฉ ನಮ౱  ಆಸ౾౨ ෷ ಅಡಜං ೎ಂലನ ಬಣ౧ ಗಳ ෬ว ෥ತ౳  ೎ಂലನ ಬಣ౧ ಗำ ඛಖರ฿ಜ ඛೕย ಮൡ౨  ಃಂඬ 
ಬಣ౧ ർ౪ ಜฆತ౨ ๅ ಈಗ ඛೕโ ಆ ೉ೕಲಗಳඝ౬  ൡಂಬಬ๾ർದ เเಧ ๬ಧ౲ ൤ಗำ ෴โโ ඛೕโ ෇౲ ಩ ಅඝ౬  ඛೕย ಬಣ౧ ದ x 
೎ಂലඛಂದ ൡಂ෈ಸಬ๾ൿ ಅಥ฿ ඛೕโ ೉ೕಲ ಅඝ౬  ൡಂಬಬ๾ൿ ಃಂඬ ಬಣ౧ ದ ೎ಂഴ ಏಃಂದฉ ಪ౳ ൟ෽ಂ඀ ನಮಡ x 
ൟัൽං ೉ೕಲโ ಄ವಲ ಒಂൿ ೎ಂಡඝ౬  ෥ತ౳  ຄಂൽರಬ๾ൿ , ಎರಡචಯൿ ಅඃ คೕൟ ෇౲ ಩ ඛೕโ ಅದඝ౬  ඛೕย y y 
ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඛಂದ ಅಥ฿ ಅඝ౬  ಃಂඬ ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඛಂದ ൡಂ෈ಸಬ๾ൿ ಅಥ฿ ಅඝ౬  ಃಂඬ ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඛಂದ y y 
ಮ൤౨  ඛೕโ ಕಲฑ ෇౲ ಩ ກಸคನ ෇౲ ಩ ಅඝ౬  ຄಂൽൽ౪ ೕค, ಅದರย౵  ඛೕโ ඛೕย ೎ಂಡඝ౬  ๻ಕಬ๾ൿ ಅಥ฿ z z z 
ಃಂඬ ೎ಂലඣಂൽಡ කโ ಈಗ ಏನඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ, ಇย౵  කโ ಇย౵  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂದฉ කโ ಪ౳ ൟ ಬಣ౧ ౙಁ  කโ 
೉ೕಲವඝ౬  ๸෽ೕ೧๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಪ౳ ൟ ೉ೕಲ ౙಁ  කโ ೎ಂലನ ಬಣ౧ ವඝ౬  ๸෽ೕ೧๭ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎಲ౵ ವඞ౬  ಬฉ෽ೕಣ ೯ೕല෴ಜฆವ เಷಯಗำ ෮ದฤ ඛೕโ ೉ೕಲ ಅඝ౬  ಆค๭ൽ౪ ೕค ಎಂൿ x 
ຂำൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ඛೕโ ಅದฌಳಡ ඛೕย ೎ಂಡඝ౬  ๻ಕฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๯ൟ౨ ൽ౪ ೕค ಮൡ౨  ಎರಡචಯൿ ඛಮ౱  ಬั ೉ೕಲ ಇං x 
ಎಂൿ ຂำತ౨ ං ಮൡ౨  ಃಂඬ ೎ಂഴ ෩ರචಯൿ ඛೕย ಬಣ౧ ದ ೎ಂಡඝ౬  ຄಂൽฆವ ෇౲ ಩ ಆಜං කಲౙ ඡ ಒಂൿ y 
෇౲ ಩ ಃಂඬ ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඣಂൽಡ ಐದඡ ಒಂൿ ෇౲ ಋ ඛೕย ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඣಂൽಡ ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ๼ಂූಗದ y z 
ತว෷ ಃಂඬ ಬಣ౧ ದ ೎ಂലඣಂൽಡ ๸තಣბ฿ಜ ನಮಡ ಆฆ ๬ಧ౲ ൤ಗัๅ, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෴โದක౬ ದง ඛೕലದฉ ಅದඝ౬  ಔಪೈคಕ฿ಜ ಬฉ෽ೕಣ. ಮൡ౨  ನย౵  කโ ೯ೕലಯඝ౬  b 
ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ೯ೕലಯඝ౬  ಅಲ౭ เฃಮವඝ౬  ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ ೎ක౬ ಜ කโ ๲౽ඨ ಡ ຄೕತೕಣ ಉർಹರൕಡ b d 
කඝ ಅದඝ౬  ฿ಹನಗำ ಮൡ౨  ಅโಗಳ කಮಫಲಕಗำ ಸค෴ಜ ಃಲโ ฃಜ౲ ಗಳ ಃಲโ ฃಜ౲ ಗಳ ๲ഡ ಅඝ౬  ๰೉๵ೕಣ 
ಅದඝ౬  ංಹย ಮಧ౲ ಪ౳ ඃಶ ಉತ౨ ರ ಪ౳ ඃಶ ಆಂಧ౳  ಪ౳ ඃಶ ತ෦ำකഴ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ කโ ಐൿ ฃಜ౲ ಗಳඝ౬  
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಮ൧౨ ಂංഷ ನನಡ ෈ ๲ഡ ಅඝ౬  ๵ච౬ ෵ಂದ ಒಂൿ ๵ච౬  ಎರഴ คಂದ ๵ච౬  ಒಂಬತ౨ ರವฉಜನ 
๸ಒ౲ ಗะಜರย කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಆຉ ನಮ౱ ย౵  ಎರഴ ๲ഡ ಮൡ౨  කฤౙ  ಐൿ ฃಜ౲ ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆವ ෮ದಲa b 
๲ഡ ಮൡ౨  ಒಂಬൡ౨  ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ ๲ഡ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ කඝ ฿ಹನಃౙ  කಮಫಲಕ ಅಥ฿ ඦಬฑ b 
ද౵ ೕഡ งඪಸฤ ಬಯ๭ං౪  ಆ ವ౲ ౾౨  ಮಧ౲ ಪ౳ ඃಶದವฆ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ, ಆ ๬ಧ౲ ൤ ಏඝ ๻ಛದฉ ನಮ౱  කಮಫಲಕದ 
ವ౲ ౾౨ ಯಲ౵ ದ ವ౲ ౾౨ ಯ ๬ಧ౲ ൤, ಬฆವ ವ౲ ౾౨ ಡ කಮ ಫಲಕದ ๬ಧ౲ ൤ ಎಂඪ ೎ක౬ ಜං ಎಂൿ ຂำโದคಂದ කโ ಅದඝ౬  
ಎಂඪ ๵ච౬  ෩ฆ ಎಂൿ ຄಂඅೕಣ ಇൿ ๬ಧ౲ ൤ಗಳย౵  ಒಂർಜං, ಇൿ කโ ൽನඛತ౲ ದ ೧ೕವನದย౵  ඣೕഴವ 
๬෥ನ౲ ฿ದದ౪ ಲ౵  ಆದฉ ಇൿ ನಮಡ ಇฆವ ๬ಧ౲ ൤ಗಳย౵  ಒಂർಜං ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಅൿ ಏඝ ౽౲ ඪಟฯ ෈ ನย౵  ಅක ಮൡ౨
๬౱ ฯ ෈ ඛೕಡมಜං ೯ೕല ಅಲ౭ เฃಮ ෈ ಬಲ ೯ೕല ಅಲ౭ เฃಮ ෈ ඛಮಡ ෮ದಲචಯದඝ౬  ຂำತ౨ ං ฿ಹನโ a 
ಬಲ ೯ೕലಡ ๳คฆವ ๭౩ ൟಯඝ౬  ඛಮಡ ൟั๯ತ౨ ං ಅಲ౭ เฃಮ ಈ ಃಳಜನโ ๰೉๯ತ౨ ං ฃಜ౲  ฿ಹನದ bc a b 
๸ಒ౲ ಯඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಆචಯ ಎರಡರย౵  ೯ೕലಗัಡ ಅಲ౭ เฃಮ ಅඝ౬  ກ೉౞ ๯ವ ๸ದಭბಗัๅ ಎಂൿ කโ ඣೕലං౪ ೕๅ b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ಔಪೈคಕ฿ಜ ෥ഺೕಣ ಮൡ౨  ಆഔౣ ฆವ ๲ഡ ಗำ ಮൡ౨  ಮൡ౨  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಅಲ౭ เฃಮ a b 

෽ಂൽಡ ಮൡ౨  ನย౵  ೯ೕലಯඝ౬  ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಒಂൿ ಆಡბฑ ೯ೕല ಬಲ ೯ೕല b a b b b 
ಅಲ౭ เฃಮ ෈ ಈ ೯ೕല කඝ ಇದඝ౬  ಆಡბฑ ඩ౲ ಋ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕච , ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ, ಆ 
ಎม౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಯย౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಅඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಅಂದฉ ಮൡ౨  ಅಲ౭ เฃಮ ಅಥ฿ ජಜ x y x y x y x y 
๸ಒ౲ ಗำ ಮൡ౨  ವಗბ ಮൡ౨  ವಗბโ ಒಂದಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂ්ൿ ಈಗ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං, ಈ ๲ഡ ಬಲ ವಲಯವඝ౬  x y 
ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං . ಈ ๲ഡ ไತ౨ ಃౙ  ๳คದ ಅಂಶಗะಜๅ ಅಥ฿ ไತ౨ ದ ෬ว ಇฆವ ෈ಂൿಗำ ಕ౳ ಮಃౙ  
ಉർಹರൕಗะಜๅ ඩ๺ ಇൽೕಗ ಈ ಆඃಶದ ೯ೕലಗಳඝ౬  ຂั ඦತರ කโ ෨ಂං ຄೕತೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ ಎರഴ ed 
๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಕฉಯಲ౭ ഴವ ಕಲ౭ චಯඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ฿౲ ಌ౲ ನವඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ, ฿౲ ಌ౲ ನඅಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗๵ೕಣ ಮൡ౨  ෴โඃ ಎರഴ ๲ഡ ಆಜರย a b a
ಮൡ౨  ಯ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ౽౳ ๺ ෈ ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං b 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಮ൧౨ ෫౱  ಎม౵  ಆಡბฑ ೯ೕലಗಳ ๲ഡ ಡ ಸ෥ನ฿ದ ಅಡ౥  ๲ഡ ಆಜං, ಮൡ౨  ීಡ฿ಳದย౵  b a b a 
ಮൡ౨  ඣಂൽಡ ಅಲ౭ เฃಮ b b 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ ಎม౵  ಆඃಶಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಎ ๲ഡ ඛಂದ ಬฆವ ෮ದಲ ಅಂಶ ಮൡ౨  ෈ 
๲ഡ ඛಂದ ಬฆವ ಎರಡඡ ಅಂಶඅಂൽಡ ೯ೕലಗำ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆฏಭದย౵  ຄಂൽದ౪  ಉർಹರൕಗำ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆฏಭದย౵  ຄಂൽದ౪  ಉർಹರൕಗำ ෮ದಲ ಉർಹರൕ෺ಂದฉ කโ ຄಂൽದ౪  ౽ചბ๏ಯඨ 
ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ಉർಹರൕ෴ಜං ನಮ౱  ๲ഡ ಅඝ౬  ෩ฆ ಬಋ ກಸคඦ൤ ಮൡ౨  ಎಂಬ ෩ฆ ೉ೕಲಗำ ඛೕย ಮൡ౨  xy z 
ಃಂඬ ಎಂൿ ກಸคಸಬ๾ൿ, 
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ෈ ಇൿ ಎม౵  ๬ಧ౲ ൤ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಎม౵  ๬ಧ౲ ൤ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಅಂದฉ ಅൿ ෴ವ 
೎ಂഴ ෴ವ ಬಣ౧ ದ ೎ಂലಡ ຄೕಞತ౨ ං ೉ೕಲದ ಒಳಡ ಇค๭ ಅಥ฿ ಅಥ฿ ജೕඪ෷ ಈಗ ಏඝ ຂำತ౨ ං x y zt 
ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಎರಡඡ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ, ಅൿ ฿ಹನದ කಮ ಫಲಕಗำ ಎಂൿ ಕฉಯಲ౭ ഴವ ಬಡ౛  
ຂำವ ಎರಡඡ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
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ಆದ౪ คಂದ ಮ൧౨ ෫౱  ಇൿ ಒಂൿ ಉർಹರൕ෴ಜං ಈ ಉർಹರൕ ಎರಡඡ ಉർಹರൕ෷ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  
ಒಂൿ ಉർಹರൕ෴ಜං . කโ ෩ರඡ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಅൿ ๲ഡ ಸಕბฯ ๲ഡ ಒಂൿ ๲ഡ ಅຉ ೎ක౬ ಜ
ຄಂൽ๯ತ౨ ං කโ ಅದඝ౬  ಈ คೕൟ ಬฉ෽ೕಣ ಆඃಶ ೯ೕലಗำ ಅಲ౭ เฃಮ ಅಂದฉ ಮൡ౨  ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ x y x y 
ಮൡ౨  ಚದರ ೯൤ಡ ವಗბโ ಒಂದಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං කโ ඣೕಡ෎౽ದ ෮ದಲ เಷಯๅಂದฉ, ಈ ๲ഡ ಒಂൿ x y 
ไತ౨  ಎಂൿ ನಮಡ ೎ක౬ ಜ ൟัൽං, ಇದඝ౬  කโ ಆචಯ ಅเූಜ౲ ದย౵  ಗಮඛ๭ං౪ ೕๅ ಈ ๲ഡ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ 
౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಈ ๲ഡ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಇൿ ಅವสೕಕನಗಳย౵  ಒಂർಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಏಃ ಈ ๲ഡ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵ , කโ ෴โದක౬ ದง ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಉർಹರൕಡ 0 ಅಲ౭ เฃಮ 1 ಇൿ ಇದಃౙ  ๳คං ไತ౨ ದ ෬ว ๻ಡ෻ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ๒ನ౲ ใ ಸಹ 
ไತ౨ ದย౵ ං කโ ไತ౨ ದย౵  ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ๭ฑ ನย౵  ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ๒ನ౲ ವඝ౬  
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅಂದฉ ಇൿ ನಮಡ ಏඝ ຂำತ౨ ං cle 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ๲ഡ ಅඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕච ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ කඝ ๲ഡ ಅඝ౬  ಒಂൿ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ කඝ ಅದඝ౬  
ಃಲโ ಗำ ౽౳ ๺ ෈ งಪದย౵ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಈಗ ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮโ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಡ ๳คං ಎಂൿ s b 
๰೉๯ತ౨ ං 1 ಡ ๳คൿ౪  ಅඃ คೕൟ ೯ೕല 1 ಅಲ౭ เฃಮ 0 ౽౳ ๺ ಡ ๳คൿ౪  ಅൿ 1 ಡ ๳คං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ಆದฉ b b 
೯ೕല ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮโ ಡ ๳คಲ౵  ಏಃಂದฉ ಅൿ ಏಃ ಒಂൿ ೓ಕ ಮൡ౨  ಒಂൿ ೓ಕโ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಎರഴ ಅಲ౵  s 
ಒಂದಃౙ  ಸಮ 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮโ ಡ ๳ฆโൽಲ౵  s 
ಆದ౪ คಂದ ไತ౨ ದ ෬ว ಇฆವ ಎม౵  ೯ೕലಗಳ ๲ഡ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಎม౵  ๲ഡ ಗಳಲ౵ , ಎม౵  s 
๲ഡ ಗಳඝ౬  ಬฉಯมಞโൽಲ౵  ಎಂಬ ಅಂಶವඝ౬  ಈ ಉർಹರൕ ನಮಡ ඛೕഴತ౨ ං ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜ ಒಂൿ ๲ഡ 
೯ೕലಯඝ౬  ಆಡბฑ ෥ಡಬ๾ർದง ಅൿ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಅಥბವಲ౵ , ಃಲโ 
ಉತ౨ ಮ฿ದದ౪ ඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෨ಂൽನ ಉർಹರൕಡ ຄೕಞವ ෮ದฤ ಃಲโ ഔೕಃಗಳඝ౬  ෥ഺೕಣ , ඛೕโ ຄಂൽൽ౪ ೕค ಎಂൿ 
ූเ๵ೕಣ. ಎರഴ ๲ഡ ಗำ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ಇ ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ ກ๺ b b b t 
ಎರഴ ๲ഡ ಗำ ಒಂඃ ಮൡ౨  ෴ವ ಆඋರದ ෬ว ಮൡ౨  ຂಡ ౽౳ ๺ ෈ งಪದ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಒಳತಂലං ಅಲ౭ เฃಮ b 
ಇൿ ದย౵  ಮൡ౨  ಯย౵  ಒಂൿ ಅಡ౥  ಆಜದ౪ ฉ ಇඣ౬ ಂൿ ಅಡ౥  ಎม౵  เฆದ౫  ೯ೕലಗಳඝ౬  ಒಳತಂലං a a b b b b a 

ಅಲ౭ เฃಮ ಅಂದฉ ನย౵  ಮൡ౨  ನย౵  කโ ಅದඝ౬  ಮൡ౨  ನย౵  ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ದಲ౵ ๆ b a b b a in j a bs b 
ಎಂ්ൿ ಮൡ౨  ನย౵  ಎಂൿ ಬฉ෷โದರ ನഴๅ ෴โඃ ವ౲ ൞౲ ಸเಲ౵  ಆದฉ ಅൿ ಈ ಆඃಶಃౙ  ෥ತ౳  a b b 
ಅಥბเං෻ ಅൿ ಈ ಆඃಶದ ౽ರಣൽಂർಜ ಈ ಎರഴ ๲ഡ ಗำ ๸තಣბ฿ಜ เ෗ನ౬  ೯ೕല 
ಆದ౪ คಂದ ಅಲ౭ เฃಮ ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ಸ෥ನ฿ಜಲ౵  ಅಂದฉ ಅಡ౥  ಮൡ౨  ಅಡ౥  ๸තಣბ฿ಜ เ෗ನ౬  b a b b a 
๲ഡ ಗำ ಈಗ ಇඣ౬ ಂൿ เಷಯ ಎರಡචಯൿ ౽౳ ๺ ෈෵ಂದ ಅಲ౭ เฃಮ ෈ ಮൡ౨  ๭ ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂಬ ಎರഴ d 
ಅಂಶಗಳඝ౬  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ කโ ຂำ൤౨ ೕๅ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮโ ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  c d c b 

ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං d 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಏඝ ຂำತ౨ ං෽ೕ ಅൿ ಆ ೯ೕല ಅಥ฿ ಪ౳ ൟ ๬౩ ನโ ಎಡූಗದย౵  ෮ದಲ ๬౩ ನದย౵  y 
ຄಂൽಃ෴ಗ෎ಀ කโ ಮൡ౨  ಬಲූಗದย౵  ෮ದಲ ಅಂಶโ ๭ ෮ದಲ ๬౩ ನವඝ౬  ಎರಡඡ ๬౩ ನಗัಡ ຄೕฤತ౨ ං a b 
ಮൡ౨  ಇย౵  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ, ಈ ಎರഴ ಪ౳ ൟ ๬౩ ನದล౵  ຄಂൽಃ෴ಗ෎౽ದฉ ಈ ಎರഴ ຄಂർ൐ಃ෴ಗ෎ಀ d 
ඦತರ කโ ಈ ಆඃಶದ ೯ೕലಗำ ಸ෥ನ฿ಜๅ ಎಂൿ කโ ຂำ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ಉർಹರൕ ಅಥ฿ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ. ಇൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ 3 ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಬಲ 
ನಮ౱ ย౵ ฆವൿ ෭ನ๺ ಅಧბ ಮൡ౨  ಮൡ౨  ಆಡბฑ ෥ലದ ೯ೕല ෭ನ๺ ಅಧბ ೯൤ಡ ಮൡ౨  ೯൤ಡ ಅಧბ x y x y x 
෭ನ๺ ಇൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮඈ൤෻ ಇฆತ౨ ං ෩ฆ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಉഴ๼ല෵ค y x y 
ಆದ౪ คಂದ ಎಡූಗದย౵  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಆಡბฑ ෥ലದ ೯ೕല ಮൡ౨  ಬಲූಗದย౵  කโ ಆඃಶದ ೯ೕലಯඝ౬  
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈ ಎರഴ ಆඃಶದ ೯ೕലಗำ ಸ෥ನ฿ಜๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ຂಡ ಪคಹค๯โൿ ನಮಡ ಏඝ ඛೕಡมಜං ಎಂದฉ ಆಡბฑ ෥ലದ ೯ೕലಗำ ಅದඝ౬  ಎಂൿ x 
ಬฉ෽ೕಣ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ಅಧბ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ೯൤ಡ ಅಧბ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ y x y 
ಆದ౪ คಂದ ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಅಧბโ ಎರഴ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ෭ನ๺ ೯൤ಡ ಅಧბโ x y x y 
෩ฆ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಪคಹค๵ೕಣ කโ ಇದඝ౬  ๳ค๵ೕಣ ಅൿ ಆഴವ ಎರഴ เಷಯಗึಂದฉ ಎರഴ ಐದಃౙ  ಸ෥ನ x 
ಅಂದฉ ಸ෥ನ฿ಜ ಐൿ ා ಎರಡඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං ಅඃ ಸ෦ೕಕರಣಗಳ ๲ഡ ಅඝ౬  ಬฉ෵ค ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಅಧბಃౙ  x x y 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎರഴ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ౘ෦๭ ෭ನ๺ ಆຉ ಎರഴ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂದಃౙ  y y 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಅൿ ๒ನ౲  ಬಲ ಎಂൿ ൧ೕค๯ತ౨ ං y 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  x y 
ಆದ౪ คಂದ ಸ෥ನ฿ಜ ಡ 2 ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං වඨ ಈಗ කโ ಇඞ౬  ಃಲವඝ౬  ඣೕഺೕಣ x phi y z 
ಉർಹರൕಗำ ಆຉ 
ಆದ౪ คಂದ ಆຉ ಇඞ౬  ಃಲโ ಉർಹರൕಗำ ๲ഡ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಮൡ౨  ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ a 
ಅಲ౭ เฃಮ ๵ච౬ ෷ ಅಡ౥ ದย౵ ං ಎಂൿ ನಮಡ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ಉഴ๼ല෵ค ಮൡ౨  ನಮಡ ൟัൽฆವ เಷಯๅಂದฉ 
ಎರഴ ೯ೕലಗำ ೯ೕല ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಒಂದඝ౬  ಆඃ๏๭ๅ ಅಲ౭ เฃಮ ๒ನ౲  ಅಥ฿ 
౽౳ ๺ ನย౵  කโ ಄ಳฤ ಬಯ๯ವ ෮ದಲ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ຂಡ ಉഴ๼ല෷โൿ ಎಂದฉ ෇เಯย౵  ಎ๠ౣ  ಅಂಶಗำ ๬ಧ౲  
ಎಂൿ 0 ಅಲ౭ เฃಮ 1 ಒಂൿ ಅಡ౥ ಡ ๳คං ಅಂದฉ ๒ನ౲ โ ಡ ๳คං ಮൡ౨  ಒಂൿ ಇඃ คೕൟಯർ౪ ಜං ಎಂൿ a a 
๰೉๯ತ౨ ං ෭ನ๺ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ๵ච౬  ಇൿ ಅಡ౥  ಡ ๳คൿ౪ , ෭ನ๺ ಒಂൿ ಡ ๳คൿ౪  ಮൡ౨  ๒ನ౲  ಡ a a t 
๳คං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං o e 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ඛೕലದ ෥๼ൟಯ ಆඋರದ ෬ว ನಮಡ ൟัൽฆโൿ ಏචಂದฉ, ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ಒಂൿ ಈ ๲ഡ 
ඛಖರ฿ಜ ನಮ౱ ൿ, 
ಆದ౪ คಂದ ෩ฆ ಅಂಶಗಳඝ౬  ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬ ෵ಂದ ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಒಂൿ ಅಡ౥  ෭ನ๺ ಒಂൿ a a 
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෭ನ๺ ಒಂದฏ൤ ౽൒ತ౨ ං ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ๵ච౬  ಒಂൿ ෭ನ๺ 
ಒಂൿ ๵ච౬  ๵ච౬  ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ಒಂൿ ಇൿ ಎ๠ౣ  ಅಂಶಗಳඝ౬  ෥ഴತ౨ ං ಒಂൿ 
౽౳ ๺ ಒಳತಂലං ಈ ಅಡ౥  ඛಖರ฿ಜ ಒಂಬൡ౨  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಒಳತಂലං a a 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ಮ൧౨ ෫౱  ഔಪ౭ ൐෴ಜ ಬฉ෽ೕಣ ಮൡ౨  ಎಂ්ൿ ಯ ಸ෥ನ ๸ಒ౲ ಯ ಅಂಶಗಳ a b a 
ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ຄಂൽฆವ ෴โඃ ಎರഴ ๲ഡ ಗำ ಮൡ౨  ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෽ಂൽಡ ಆಜದ౪ ฉ , ಅಡ౥  b q b 
ನย౵ ฆವ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  pq 
ಆದ౪ คಂದ ನย౵ ฆವ ಅಂಶಗಳ ಒഖౣ  ๸ಒ౲  ౽౳ ๺ ෈ ಎಂ්ൿ ಒಂൿ ෇คಯ ಒഖౣ  ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  ಯย౵ ನ ಒഖౣ  a b 
ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲  
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ಯ ಒഖౣ  ಅಂಶಗಳ ಒഖౣ  ๸ಒ౲ ෷ ಒಂൿ ෇คಯ ಒഖౣ  ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಬಲದย౵ ನ ಒഖౣ  b b 
ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඣೕഺೕಣ . ಆචಯ ಉർಹರൕಯย౵  කโ ๼ಂൽನ ಉർಹರൕಯඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಮ൧౨ ෫౱  කโ 
ಉഴಆಂಡ ๲ഡ ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬ ಯඝ౬  ಪഷൿಆಂലං ಮൡ౨  ಒಂൿ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ෩ฆ ಆಜฆತ౨ ං, a 
ಇൿ ಅಡ౥  ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෴ಗยං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං . ಇൿ ෩ฆ ෇ค a 
෩ฆ ಆಗยං ಅൿ ಒಂಬൡ౨  ಆದฉ ಈಗ කโ ಈ ౽౳ ๺ ಎ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ 
๵ච౬  ෭ನ๺ ಒಂൿ ๒ನ౲  ෭ನ๺ ಒಂൿ ๵ච౬  ๵ච౬  ๵ච౬  ಒಂൿ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂൿ ಎಂ්ದඝ౬  ಮ൧౨ ෫౱  
ಬฉ෽ೕಣ ๵ච౬  ಮൡ౨  ಅಂൟಮ฿ಜ ಒಂൿ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಎ൐ಃ ෥ಡฤ ಅವ౽ಶ ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಪ౳ ൟ ಅಂಶඅಂൽಡ කโ ಇඣ౬ ಂൿ ෩ฆ ಅಂಶಗูಂൽಡ ೯ೕല෴ಞൟ౨ ฆโದඝ౬  ඛೕโ 
ಗಮඛಸಬ๾ൿ ๼ೕಡ කโ ಒಂಬൡ౨  ಅಂಶಗูಂൽಡ ಆචತಂലං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಅಧბದ๠ౣ  ಒಂಬൡ౨  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಪഷൿಆಂലං ಈಗ කโ ಒಂದඝ౬  ෥ഺೕಣ ກ೉౞ ನ ಉർಹರൕ෷ ಒಂൿ 
๲ഡ ಆಜರย, ಅದರ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ ಅದฌಂൽಡ ಅದರ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ 16 ಅಂಶಗಳඝ౬  ಪഷൿಆಂലං , 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಅದฌಂൽಡ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ൤ಡൿಆಂറಗ ಅൿ ຄೕಞತ౨ ං 16 ಅಂಶಗಳඝ౬  ຄಂൽං ಇൿ 
෮ದಲ ๯ัโ ನಮಡ ඛೕಡมಜං ಎಂದฉ ಒಂൿ ౽౳ ๺ ಅಂಶಗಳඝ౬  ಪഷൿಆಂലං ಅಂದฉ ಅಂಶವඝ౬  a 16 a 4 
ຄಂൽฆತ౨ ං ಅൿ 4 ಅಂಶಗಳඝ౬  ຄಂൽರยං ಈಗ ಅൿ ನಮಡ ൟัൽං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ 
ಮൡ౨  ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ . ಒಂൿ ౽౳ ๺ ಎ වಂി ಎ ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ಎ ಮൡ౨
౽౳ ๺ ಅඝ౬  ຂಡ ಉഴ๼ല෷โൿ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಇย౵  ෥ലದ ෮ದಲ ಅವสೕಕನ฿ಜං, 
ಆದ౪ คಂದ ๏ฤ෍ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ඛೕലฆโൿ 16 ಆಜං, ಅൿ කโ ෥ലඈ൤ ๰೉๯ತ౨ ං ๼ಂൽನ ຂัಃ෷ a
ಯ ಅಂಶಗಳ ๸ಒ౲ ෷ කฤౙ  ಆಜฆತ౨ ං ಈಗ ೯ೕല ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಇൿ ಒಂൿ ಅಡ౥  ನย౵ ං ಮൡ౨  a 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ಅๅರവ ಒಂඃ คೕൟಯ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಅโ ಒಂൿ ಅಡ౥  a
ಆ ෩ฆ ಮൡ౨  කฤౙ  ಎರಡರล౵  ಇๅ ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ๲ഡ ಎ කฤౙ  ಅಂಶಗಳඝ౬  ಒಳತಂലං ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  කฤౙ  ಈಗ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಇൿ ಎม౵  16 a 
ಅಂಶಗಳඝ౬  ຄಂದยං ಮൡ౨  ೯ೕലಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆವ ೯ೕലಗูಂൽಡ 1 คಂದ 4 ರವฉಡ ೎ක౬ ಜ ಮಲಜฆವ 
ษಋ ಗಳ ನഴๅ ಇං ಇൿ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಒಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ೎ක౬ ಜ ಒಂൿ 
ಅಲ౭ เฃಮ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ಎರഴ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಎರഴ 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ ෩ฆ ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ෩ฆ 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  කฤౙ  කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ಒಂൿ කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ಎರഴ කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ ෩ฆ ಮൡ౨  
ಅಂൟಮ฿ಜ කฤౙ  ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ๼ೕಡ ಇโ ๬ಧ౲ เฆವ 16 ಅಂಶಗำ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಒಂൿ ๏ฤ෍ಯ 16 ಅಂಶಗำ 
෥ತ౳  ๬ಧ౲ , කโ ชಌಗ൐ತൽಂದ ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ಮൡ౨  ಇದඝ౬  ಆಧค๭ ກ೉౞ ನ 
ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ , ನಮ౱ ย౵  ກ೉౞ ನವฆ ഖ ಎರഴ ಆ෴ಮದ ಸಮತಲ ಎಂൿ r 
ಕฉಯಲ౭ ഴವದඝ౬  ൟัൽฆ൞౨ ฉ ಈ ಏඝ ಇൿ ಮൡ౨  ೯൤ಜನ ಎม౵  ಆಡბฑ ೯ೕലಗำ r two r two x y x 
ಅಲ౭ เฃಮ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං, ಅย౵  ಮൡ౨  ජಜ ๸ಒ౲ ಗะಜದ౪ ฉ ಇൿ ඛಖರ฿ಜ ౽౳ ๺ ಡ y x y r r 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ಉർಹರൕ෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ๬෥ನ౲  ಎರഴ ಆ෴ಮದ เ෥ನ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳ ඛಖರ฿ಜ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං, කโ ಒಂඃ 
เಷಯ ಎರಡඝ౬  ෎ฉ ඁ๞ౣ ಆೕನൽಂದ ඣೕഺೕಣ, කඝ ಇย౵ ං౪ ೕච ಮൡ౨  ನನಡ ಒಂൿ ෈ಂൿเං ಎಂൿ ූเ๯ವ r 
ชಌ೉ತ౳ ದ ಃಳಜನ ชಌ೉ತ౳ ವඝ౬  ඣೕഺೕಣ. ಃಳಜನ ෥๼ൟ ಎಂ්ൿ ಆಜං ಇൿ ෩ಲൽಂದ ಈ ation one r 
ງತಃౙ  ඛಖರ฿ಜ ಇฆವ ಅಂತರ฿ಜං, ಇൿ ನನ౬  ෈ಂൿ ನನಡ ಒಂൿ ෈ಂൿเං ಮൡ౨  ನನಡ ಈ ඀ರವඝ౬  p p 
ඛೕಡมಜං ಮൡ౨  ಅൿ ಅౘඅಂൽಡ ෥ഴವ ಆೕನโ ಈ ಎರഴ เಷಯಗะಜๅ කඝ කඝ ಅದඝ౬  ൮ೕഓ ಎಂൿ r x 
ಕฉ෷൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಆฑ ​​ഖ ಎಂൿ කඝ ಆಡბฑ ෥ലದ ಎม౵  ೯ೕലಗำ ಆฑ ౽෥ ൮ೕഓವඝ౬  ಆฑ ඩ๭ഔํ ๅฯ ಆฑ 
ඩ๭ഔํ ಮൡ౨  0 ಕല෫ ಅಥ฿ ൮ೕഓಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං 180 ലಜ౳ ಜಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಅൿ 180 ಆಜರ෇ರൿ 
360 ലಜ౳  ಸค෴ಜං ඛೕโ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಇ๠ౣ  เಷಯಗಳඝ౬  ຄಂൽൽ౪ ೕค 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಅದඝ౬  ๼ಂൽฆಜ๭ದ คೕൟಯย౵  ಄ವಲ ಆฑ ಎರಡඝ౬  ൤ಡൿ๻ಕ෇ರൿ කඝ ಈ ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮ 
๵ච౬ ಯඝ౬  ಒಳತಂലಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮ ๒ನ౲ ವඝ౬  ๳คಸฤ ൤ಡൿ๻ಕ෎ಀ ಅದඝ౬  ಇย౵  ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ກೋ౞  ಅಥ฿ 
ಸ෥ನ฿ಜ ๼ಂൟฆಜಸ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ඀ರโ ನಮಡ ෎౽ർಗ ඀ರโ ಸ౷ ಲ౭  ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං, ಅದඝ౬  කโ ඛคೕ౾౹ ๯൤౨ ೕๅ ಆದฉ ඛೕโ ಇದඝ౬  
ඣೕലದฉ ಈ ๲ഡ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං ಇโಗಳඝ౬  ඎ౳ เೕಯ ඛඃბ๎ಂಕಗำ ಎಂൿ 
ಕฉಯมಞತ౨ ං, ಇದඝ౬  ඛೕโ ກ೉౞ ನವฆ ඣೕലರ෎ಀ ชಌಗ൐ತದ ಆೕ๺ ბನย౵  ඛೕโ ຄಂൽฆโൿ ඎ౳ เೕಯ 
ඛඃბ๎ಂಕಗಳ ಞಂඩಜං ಆದฉ ಈ ๲ഡ ಬ๾൥ಕ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ඈൟං, ಅൿ ನಮಡ ಸค෴ಜං ಆದฉ ຂಛದง 
කඝ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಅඝ౬  ๳คಸฤ ຄೕದฉ කඝ ಅದඝ౬  ಬฉಯಬ๾ൿ ౽ഡ ბเೕฯ ಇൿ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  r 
ಎಂൿ ൧ೕฆൟ౨ ං ౘ෦๭ ಇൿ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಎಂൿ ൧ೕฆತ౨ ං ಆದฉ ಇದඝ౬  ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ 
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ಬฉಯಬ๾ൿ ಇದඝ౬  ຂಡ ಬฉಯ෎ಀ ಈ ๲ഡ ನย౵ ನ ಎม౵  ಡ ඛಖರ฿ಜ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ r r r 
ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ෩ฆ ಅರವൡ౨  ലಜ౳ ಜಂತ ಕല෫ ಇฆವ ൮ೕഓಃౙ  ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ ಸಮකಜฆವ ಎม౵  
൮ೕഓಗಳඝ౬  ർಟฤ ಇൿ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಉತ౨ ಮ ಉർಹರൕ෴ಜං, 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಈ ಎม౵  เಷಯಗಳඝ౬  ຂัದ ඦತರ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಬಡ౛  ಎ ಮൡ౨  ෈ ಅಥ฿ ෴โർದง 
ಒಂൿ ഔೕಃ ෥ഺೕಣ ಎರഴ ๲ഡ ಗำ ಅโಗಳย౵  ಕඛಷ౤  ಒಂർದง ಅඦತ฿ಜฆತ౨ ๅ ඦತರ ౽౳ ๺ ಁಡ ๼ಂൽನ b 
๸ದಭბದย౵  ಅඦತ ๲ഡ ಗำ ಎರവ ๲ഡ ಗำ ಅඦತ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ ಸಹ ಅඦತ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ಸರಳ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ . ಇඞ౬  ಒಂൿ ಪคೕಃ౹  කโ ೉ಕౙ  ೉ಕౙ  ಮൡ౨  ಸಣ౧  le a b c 
ಮൡ౨  ීಡ฿ಳ ಅඝ౬  1 2 3 ಇ൞౲ ൽ෴ಜ ಈಗ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ಆ෺ౙ  ෥ഺೕಣ ಇൿ ಅಲ౭ เฃಮ 1 ಅಲ౭ เฃಮ 2 b b a 
റഡ റഡ ಅಲ౭ เฃಮ 1 ಅಲ౭ เฃಮ 2 റഡ റഡ റഡ ಮൡ౨  ಅಲ౭ เฃಮ 1 ๭ ಅಲ౭ เฃಮ 2 റഡ റഡ b b c 
ಆದง ๭ೕ෦ತ฿ಜං ಆದฉ ಅඦತ฿ಜฆโದคಂದ ಇൿ ౽౳ ๺ ಅඦತ฿ಜං ಎಂൿ ຂำತ౨ ං ಈಗ කโ a b b 
ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ಇൿ ಮ൧౨ ෫౱  ನಮಡ ൟัൽฆವ ಒಂൿ ಪค೉ತ ಉർಹರൕ෴ಜං. ෩ฆ r 
෩ฆ ಆ෴ಮದ ಸಮತಲವඝ౬  ඣೕല ಇൿ ๬෥ನ౲ ฿ಜං කโ ෩ฆ ಆ෴ಮದ ಸಮತಲವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಈ 
෩ฆ ಆ෴ಮದ ಒಂൿ ෩ฆ ಇൿ ನಮಡಲ౵  ൟัൽฆ๋൤ ಇൿ ಎม౵  ഔ౳ ಪฯ ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಅಂದฉ r xyz 

ಮൡ౨  ಎม౵  ෩ฆ ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ಪ౳ ๔౬  ಇൿ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං෻ ಇದඝ౬  ඣೕಡฤ xy z 
ಎರഴ ෥ಗბಗัๅ කโ ಇದඝ౬  ෮ದฤ ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಞฆൟಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  
ඦತರ ಇඣ౬ ಂൿ ๬ಧ౲ ൤ ಏචಂൿ ඣೕഺೕಣ කඝ ಇದඝ౬  ಅಲ౭ เฃಮ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ ෇౳ ಃഡ ಗಳ ಒಳಡ x y 
ಅಲ౭ เฃಮ ಅಂದฉ ಮൡ౨  ಇโಗึಲ౵ ใ ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ಒ෫౱  කඝ ಇದඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕච ಇದඝ౬  z xy z r cross r 

ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ඃ ಎಂ්ൿ ಸಹಜ฿ದ ಪ౳ ๔౬ ෺ಂದฉ කඝ ಅඝ౬  ಅಲ౭ เฃಮ ಅಲ౭ เฃಮ ຆൿ two x yz x y z 
ಅಲ౵  ಈ คೕൟಯย౵  ಅಲ౭ เฃಮ ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂൿ ಏಃ ಪ౳ ൤౲ ೕ౾ಸฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ಮൡ౨  ෮ದಲ ಎರഴ y x y z 

ನ෩ൿಗะಜ ඦತರ ಅಲ౭ เฃಮൽಂದ ಪ౳ ൤౲ ೕ౾๭ ෩ರචಯದಃౙ  ಏಃ ಇದಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ඛಜ฿ಜං ಮൡ౨  ಒಬ౯ ฆ ಆฑ ෩ರඝ౬  ಆฑ ഗ ౽౳ ๺ ಆฑ ඣಂൽಡ ಞฆൟಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಏඝ ෥ലං౪ ೕๅ ಎಂದฉ කโ ಪ౳ ಂൟಯย౵  ඣೕഴವ ෩ฆ ಆ෴ಮದ ಸಮತಲವඝ౬  ಎರഴ ๲ഡ ಗಳ 
౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಬฉಯมಜං ಈ ງತದย౵  ಉದ౰ เ๯ವ ಸಹಜ ಪ౳ ๔౬ ෺ಂದฉ ಇದඝ౬  ಆฑ ౽౳ ๺ ಆฑ ౽౳ ๺ 
ಆฑ ಎಂൿ ಬฉಯฤ ๬ಧ౲ ๆ ಅൿ ಅಥბ฿ಜං෻ ຆൿ ಆฑ 3 ಅඝ౬  ಆฑ ౽౳ ๺ ಆฑ ౽౳ ๺ ಆฑ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ 
ಈಗ ಆฑ ౽౳ ๺ ಆฑ ನ ಈ ෈ฤ౵ ಛರನ ಅಥბๆඝ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ກ೬ౠ  ෨ಂං ຄೕತೕಣ ಮൡ౨  ಕಲ౭ චಯඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ฿౲ ಌ౲ ನඅಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗๵ೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ ಮൡ౨  ෩ฆ ෩ฆ ๲ഡ ಆಜರย ඦತರ ಒಂൿ ಎ 
ಎರഴ ಮൡ౨  ෩ರರ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ โ ಒಂൿ ౽౳ ๺ ಎ 2 ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං ಅඝ౬  1 ౽౳ ๺ a 3 a 2 cross 

ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං, ಆ ಎม౵  ൟ౳ ವัಗัಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಒಂൿ ಎರഴ ೉ಕౙ ൿ ಒಂൿ ಸಣ౧  ಎರഴ ೉ಕౙ ൿ a 3 a 
෩ฆ ೯൤ಡ ಒಂൿ ීಡ฿ಳದย౵  ಒಂൿ ೉ಕౙ ൿ ಎರഴ ීಡ฿ಳದย౵  ಎರഴ ಮൡ౨  ೉ಕౙ ൿ ෩ฆ ීಡ฿ಳದย౵  
෩ฆ ෮ದಲචಯ ๸ದಭბದย౵  කโ ຄಂൽದ౪ ඝ౬  ೯ೕല෴ಜ ಆಡბฑ ෥ಡมಜං ಅಥ฿ ඣೕഺೕಣ ಎರഴ 
ഖಪฯ ಈಗ කโ ഔ౳ ಪฯ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅಥ฿ ෩ฆ ഖಪฯ ൟ౳ ೕ ഖಪฯ ෮ದಲ ಅಂಶโ ಒಂൿ ๲ಃಂി 
ಎರಡคಂದ ಬฆವ ಒಂൿ ಎರಡඡ ಅಂಶൽಂದ ಬฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෩ರචಯ ಅಂಶโ ෩ರคಂದ ಬฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ನಮ౱  ๼ಂൽನ ಉർಹರൕಯ ൟ౳  ൟ౳  ഹ෫ನ౹ ನฯ ද౵ ೕඨ r 
ಆದ౪ คಂದ ෩ฆ r 
ಆದ౪ คಂದ ๼ಂൟฆಜ ඣೕഺೕಣ ಇൿ ඛಖರ฿ಜ ౽౳ ๺ ౽౳ ๺ ඦ൤෻ ಇฆತ౨ ං r r r 
ಆದ౪ คಂದ ෩ฆ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ෩ฆ ๲ഡ ಗಳ ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ಇൿ ಒಂൿ 
ಉർಹರൕ෴ಜං, ನಮಡ ಈ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಅಲ౭ เฃಮ ෭ನ๺ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๯ವ ງತದย౵  x y z x 
ಇඣ౬ ಂൿ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ෭ನ๺ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಇൿ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ರಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං y z x y z 
ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಉഴ๼ല෵ค ಮൡ౨  ඛಮಡ ಇದඝ౬  ඛೕಡมಜං xy z 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ຂಡ ಪคಹค๯โൿ 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ಸಮ๲౲ ಡ ಪค๻ರඅಂൽಡ ෨ಂൿವค෷ವ ෮ದฤ කโ ඣೕഺೕಣ ಇඞ౬  ಒಂൿ ഔೕಃಯඝ౬  
෥ല, ಅൿ කโ ඛಖರ฿ಜ ಅඃ คೕൟಯർ౪ ಜං ಎರഴ ಗಣಗಳ ಎರഴ ౽ഔბ๭ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ๸ದಭბದย౵  e a1 a2 

 ಅಥ฿ ඛೕโ ෴โඃ ෩ฆ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ෴โඃ ෩ฆ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ಮൡ౨  ๻ಜದ౪ ย౵  a3
ඛೕโ ෴โඃ ෩ฆ ๲ഡ ಗಳඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ಮൡ౨  ൟ౳ ವั෷ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಮൡ౨  ഔ౳ ಪฯ ಆಜದ౪ ฉ ಒಂൿ റ౲ ๜ 
ಎರഴ റ౲ ๜ ෩ฆ റ౲ ๜ ಇದ౪ ฉ ಈ ಎರഴ ൟ౳ ವัಗำ ಒಂൿ ౽౳ ๺ ಎ ഗ ౽౳ ๺ ಎ ൮౳ ೕ ಎಂൿ ඛಮಡ ൟัൽದ౪ ฉ ಮൡ౨  
ൟ౳ ವั ಎ ಒඨ ಎ ഖ ಎ  റ౲ ๜ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ඛಮಡ ൟัൽං.  റ౲ ๜ ಎ  റ౲ ๜ ಇൿ  റ౲ ๜ ಡ 3 1 2 3 1
ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಎರഴ ಎರഴ റ౲ ๜ ಡ ಸ෥ನ ಮൡ౨  ෩ฆ ෩ฆ റ౲ ๜ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅಂದฉ ಪ౳ ൟ ๬౩ ನದย౵  ಅโ i
ඡ ಆೕി ಡ ຄಂൽಃ෴ಗ෎ಀ ಪ౳ ൟ ඛඃბ๎ಂಕโ ຄಂൽಃ෴ಗ෎ಀ ಅಥ฿ ಪ౳ ൟ෽ಂൿ ๬౩ ನದล౵  ಅโ 
ຄಂൽಃ෴ಗ෎ಀ ಆಗ ෥ತ౳  ಆ ൟ౳ ವัಗำ ಎರഴ ൟ౳ ವัಗำ ಸಮ ಎಂൿ ඛೕโ ຂำൟ౨ ೕค, ಅโ ಪ౳ ൟ෽ಂ඀ 
ಸಮನ౷ ಯತั๭ದฉ ಅಥ฿ ಪ౳ ൟ ๬౩ ನದ ಪ౳ ౽ರ ๸ಒ౲ ಗำ ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ෥౲ ഡ ಆಜದ౪ ฉ ಅಂಶಗำ ຄಂൽಃ෴ಜದ౪ ฉ 
ಅಂತಹ ಎರഴ ൟ౳ ವัಗำ ಸ෥ನ฿ಜๅ ಎಂൿ ඛೕโ ຂำൟ౨ ೕค. ಏඝ ඛೕಡมಜං ಎಂ්ದರ ಆඋರದ ෬ว ಈ 
ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ຂಡ ಪคಹค๯โൿ ಎಂൿ කโ ಸಮ๲౲ ಯ ಪค๻ರಃౙ  ຄೕಞ൤౨ ೕๅ ನย౵  ನಮಡ ඛೕಡมಜං ಎಂದฉ 
ಎಡූಗದย౵  ನಮಡ ഔ౳ ಪฯ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಅඝ౬  ഔ౳ ಪฯ ಒඨ ഖ ൮౳ ೕಡ x y z x y zx y z 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ෬ยನ ຂัಃಯ ಆඋರದ ෬ว ಪ౵ ๺ ಎಂൿ ຂಳಬ๾ൿ ಪ౵ ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ෭ನ๺ x y z x y z 
ಎರಡಃౙ  ಸ෥ನ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ෩ರಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜ කඝ ಈ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಪ౳ ൟ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಒಂൿ x y z 
ಎರഴ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕච ಮൡ౨  3 ಅඝ౬  1 ಮൡ౨  2 ๳ค๭ කโ ಎರഴ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං x x 
ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ෩ರಃౙ  ಎರಡಃౙ  ಈಗ ಒಂൿ ಮൡ౨  ෩ฆ ๳ค๯ൟ౨ ං౪ ೕච කඝ ಒಂൿ ಮൡ౨  ෩ฆ ๳คಸฤ ຄೕದฉ 
කඝ ಏನඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕච කโ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ಅඝ౬  කಲౙ ಃౙ  ಸಮකಜ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಆದฉ ನಮಡ ൟัൽฆವ x y 
เಷಯๅಂದฉ ෩ฆ ಎರഴ ಎಂൿ x 
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ಆದ౪ คಂದ කඝ ಅඝ౬  ಬದย๯൤౨ ೕච ෩ರคಂದ ಎರഴ x 
ಆದ౪ คಂದ ಎರಡคಂದ ෩ರคಂದ ಎರಡಃౙ  ಎರഴ ಮൡ౨  ็ කಲౙ ಃౙ  ಸಮ ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං, ಇൿ ಎರഴ ็ ಸ෥ನ කฤౙ
ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං, ಎರಡคಂದ ෩ರคಂದ ಎರഴ , ෩ฆ කฤౙ  ෭ನ๺ ෩ฆ, ಅಂದฉ ็ ಒಂದคಂದ ಎರಡඝ౬  
๰೉๯ತ౨ ං ಅಧბ ಈಗ ಅಂൟಮ฿ಜ කโ ෮ದಲචಯದඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಒಂದಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಇൿ x y z 
ನನ౬  ಬั ಈಗ ෰ಲ౲ โ ෩ฆ ಮൡ౨  ಎರഴ ಮൡ౨  ෰ಲ౲  ಎಂ්ൿ ಒಂದคಂದ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅൿ x y z 
෩ರคಂದ ಎರഴ ೯൤ಡ ಒಂದคಂದ ಎರಡඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං, ಇൿ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒಂದಃౙ  ಸಮකದ z z 
ಅඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ಛಜ ෰ಲ౲ ಗำ ෩ರคಂದ ಎರಡคಂದ ಎರഴ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಒಂൿ ಕ౳ ಮ฿ಜ ෨ಂൽನ xy z 
ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಇโಗಳ ಆඋರದ ෬ว ಇඞ౬  ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬  ಮൡ౨  
౽ചბ๏ಯඨ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಉಪเූಗಗัಡ ಇඞ౬  ಃಲโ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಧನ౲ ฿ದಗำ ಧನ౲ ฿ದಗำ 
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