
झ݋࣊   ߯ ङߕఉప ࡍవۨ ࠾ࡍడవ మ࠮  छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद ࠴దܽ ࡓంݡ ఉపߕङ  ల ݋࣊ ࠭࠲ ࡹలࣃ
కएࡅ  ऴߦథࠫక ࠙వనలߘ పࡍచయం ࠭ࣃۯ మ࠾ࡍ ఈ ݋࣊ ܌ࡗ లߖڜ ߖࡹऒ  ఆపࡔషࡱ ߤ మ࠾ࡍ 
ऒߖڜ ߖࡹల ݋࣊  ऴߦపࡎ द࣒ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంۧ࠭.
 ࠭ంࡏڷ ڴ޶फ۪ޘ ڕऐ కएࡅ ݟంڝ  అ࠮ ߖࡹ ݋࣊ ޴ߝలڒల సంఖङ  అޙ࠼ ఇۨऐ న ࡓం݋࣊ ݡ ల a n a 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ߤయߖ࠿ సంڝ ల ݋࣊ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍసం మڝ కएࡅ న࣒࠳  కएࡅ   a b b n n n 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ ఒక ߖ࠿యߖ࠿ ߤయࡅ ߤకए  b c ݡ࠮ 
࣊టऱ ڝసం ఇࡅ ޴కए  n n 
 ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒  సࠪనం n b n ڕ 
, ఏࡓ ߕ޼ంݡ ఖండన࠮ ࡹలڒల సంఖङ కएࡅ న࣒࠳ బܽद ఒక ఖండనڒ న࣒࠳   ఖండన ࠳న࣒ n b n b c 

ఒక ఖండన మږ ݡ࠮ ࠾ࡍడ࠮ ߖࡹ࡯లڒల సంఖङ  ఒక ఖండన ఖండన ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद ఈ n c b c 
घࡏ߷ కएࡅ , ࠼ఉంܼ ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ࡱ࡮  ఏ݋࣊ ߕ޼ ల ڝసం ݞږ నߘऒ  ऴ࢐యߖవछ ంݟ a a 
కएࡅ  ఒక ࠳న࣒ మ࠾ࡍ ఖండన ఇ޴  ఎం޶కం݄ అࡅ ޴ߝకए  అసమघ  n b n b a a ࠉ న࣒࠳  క࠼కల ޒ
మ࠾ࡍ ఖండన ڒ ࠉబܽद ఈ ߷ࡏघ ऒߖڜ ڴరం߄ఆ ࡮  సమసङ ల޳ۯ ߘभ ం ڒబܽद సమసङ  ఒకܽ మనڕ 
ఇవछ బݟన޴ అڕߘం޳ం ࡅకए  ఆࡅ ࡏకए కएࡅ న࣒࠳ ޙ࠼సࠪనం అ ړڷࡱߕ సࠪనం ࠉ   a n n n 
కएࡅ  కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ఎంత ڒబܽद మన࠮ ߖࡹ ڕలڒల సంఖङ  మ࠮ ߖࡹ ࠾ࡍలڒల b a b
సంఖङ  ఇవछ బޔݡం޴ మ࠳ ࠭࠲ ࠾ࡍన࣒ ࠮ ࡹలڒల సంఖङ ऒߕంܿڕߘల࠻ऴ࢐ ߘ బܽद bڒ ࠭ a 
కएࡅ  ఒక ࠳న࣒  ప ऱ࣒ కएࡅ  n b n n.ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ 
  ఖండన ڒబܽद ࠳న࣒ ࡅకए  అࡅ ޴ߝకए  ఖండన ࡅకए ఖండన b b n a bn n ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳  b 
కएࡅ కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ 6  కएࡅ   కߖషद ࡱ࢑వߘ కھߘనړߖݞ n b n 
ఖండన ࡅకए కएࡅ   గࡍషद ࡱ࢑వ ఎంత అߖ మనం అడ࡯ڴ మ࠾ࡍ ఖండన ࡅకए  కߖషदంڴ b n b n 
ఉనऒ ओߩ కएࡅ న࣒࠳ ݡ  గࡍషदంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఖండన అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఖండన b n b b 

కएࡅ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.b a 
  ఖండన ࡅకए ఇవछ ڴసࠪనం ړ ڷࡱߕ  బݟన ࡅకए  కం݄ తڕए వ అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴ b n ri b n gt 
ల సంఖङڒల࠮ ࡹఖండన ࠾ࡍబܽद మڒ एڕకం݄ ఎ ڷࡱߕ  వ ఉండږడڒ ޶బܽद ࠳న࣒ ࡅకए  a b b n 
ఆ࠳ ࡏన࣒ ڷࡱߕ కం݄ ఎڕए వ, ఇࡓ ޴ంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ కߖషद ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ ڝసం 
మనం ۯయవలࣄ ఉంܿం޴ ఒక ఖండన ڝࣆޓగల కߖషद ࡱ࢑వ ఏࠫܽ అߖ అడగంݟ, b 
ङࡃఅ ݋࣊ ࢁڣ బܽद ఖండనڒ ࡱ ݋࣊ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࠾ࡍబܽद మڒ  అవڒశం ఉం޴, అڼ࡮ ఖండన  a b b b 
కएࡅ ఉం݄ ఖండన ڴࢁڣ  సࠪనం  0 ڒబܽद b n 
కएࡅ న࣒࠳  గࡍషद ࡱ࢑వ 6 ࠳న࣒ 0ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇړ6 ޴ సࠪనం ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ b n a b 
࢑డ޵యబݟనటऱޙ࠼, ఆ సందరग ం࠳ ࡹన࣒ ࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ ల సంఖङڒల࠮   b ڴసࠪనం ڕ
ఉంܿం޴.
 త޶పࡍ సమసङ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘటऱ࣊ ݡ࠮ ޴ఇ ࡹ
ఈ 25 మంࡌ࢐ ޴फ పऴޒకలࡹ అర࢙ మం޴ ఉߕऒ రߖ అڕߘం޳ం ࡌ࢐फ పऴޒకలߘ చࡏ࢐࢘޴ h 26 
మ࠾ࡍ మࡖక 26 మంࡌ࢐ ޴फ పऴޒకలߘ చڒ ,ࡏ࢐޴బܽद మనࡌ࢐ ݡ࠮ ڕफ పऴޒకࡱ ఉߕऒ  ߘߝ ࠾ࡍమ ࠼
࠙రత޻శం మ࠾ࡍ ࠙రޓయ ࡮ڒల ࣕంࣃ޷फ झ࠹݅ ߤ  అߦۮ ߖओ झڙఎऴ ߘ ओ ࣒ మ25  ࠭࠲ ࠾ࡍ మం޴ h 26
घࠫޛ ڕࠪ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖ࢐ర޴చ ݭࡎ  t 26 h h ࠾ࡍమ ޴మం ݡంڜపద ߘߝ ࠾ࡍమ ޴మం ޴

 t t ࡏठڷ࠭ ړࡍవۨ ߖࡍठڷ࠭ ࠾ࡍమ ࡏ࢐޴చ ߗంܽݟంࡓ ޴మం ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ࡏ࢐޴చ ߗంܽݟంࡓ
వङ ओߩఇ ݡ࠮ ࣆࡱޘ ڕߕ ࡗ࢐޴చ ޴ఎంత మం ࡱफڕ  ࡹࡍठڷ࠭ ,޴దܽ࠴ ޴నࣄనవలھߘమనం క ݡ
కߗసం ఒకߖߖ޳ చ࢑޴న వङ फల సంఖङڕ  మࡓ ࠾ࡍండవ޴ 
సڴࡍठ  ఒక ࡌ࢐फ పऴޒక చ࢘޴ వङ फల సంఖङڕ एڝߘక ߘ ంڒ ,ݟబܽद ۧ࡮ సࠪۧరం ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ڕߕ మࢁऱ 
۫పߖవछ ంݭࡎ  ܽ ݭࡎ  ۶ࣛ ݭࡎ  ۶ࣛ ݭࡎ  ݟ ఐ  ۶ࣛ ݭࡎ  ߖ ۶ࣛ ݭࡎ మ25 60 ݋ࡔ  ܽ ࠾ࡍ 26 26 26 9 11 8
ఐ మڷ࠭ ࠾ࡍठࡏ ఈ ݟ࠮ంܽߖ చڒ ࡏ࢐޴బܽद ߖ޵ऒ ऒߖޑऴۨڣࡔ ߤࢗ ࡏࠬ ړߖݞయۯ   ړߖݞయڶ 
ऴపయޒऒ ంచడం ఉతफమ ࠪరठం ڒబܽद మనݡ࠮ ڕ ࣊ ऱܿ మ࠾ࡍ మࡌ࢐ ݡ࠮  ࠾ࡍफ పऴޒకలߘ ht i 
చڷ࠭ ࢘޴ठࡏ వङ ऒߕఉ ࡱफڕ ओߩఅ ,ࡏ  బܽद h tڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖ࢐ర޴చ ߘల ࠾ࡍమ ޴మం ݡంڜపద ݡ

మ࠾ࡍ ఖండన࠮ ߖࡹలڒల ఖండన సంఖङ  పదڜంڒ ݡబܽद ఈ ࠙గం࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ  ఎ޴ࠫߖ h t 
ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄  ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ फࣃڵࡆఉప ߖ ߤߧ కࡖమ ߘߝ ,ݡంڜపద ݡ࠮   ޴ࠫߖబܽद ఈ ࠙గం ఎڒ ߘ
ఇݡ࠮ ޴ ఆ߯ మ࠾ࡍ చ࢑޴న ࡍ࢐ సంఖङ घࠫޛ   h i h i ࡏڷࡏఆ ࢘޴చ ࠲ऴతࠪ ࠾ࡍబܽद మڒ ޴
ఉߕऒ  t i ࡏ࢐޴చ ࡏठڷ࠭ ࡏठڷ࠭ బܽदڒ ࠾ࡍమ ݟచదవం  ޶ڒ ޴మం ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ࡏठڷ࠭ ߗڒ ,ࡏ
 ߘల࠻࢑ష ఇతర ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟठ చదవంڴࡍస ߘߝ ࠾ࡍమ ݟచదవం ࠲ऴతࠪ ࡏڷ޶న ఐ࡯ڵࠫ బܽदڒ
ంచవ۪ऐࡍߪ ݞږ ࢑న వङ޴చ ࠲బܽद ࠪऴతڒ  फల సంఖङڕ  ఇర࢙ ఐ޶ మం޴ చ࢑޴న ऱܿ ࠪࣆࡱޘ ڕ h h 
బܽद ఇకएڒ డ ࠭࠲ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭  ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ फࡌ࢐ ݡࣜ޴ప ࡏఆ ࠾ࡍమ ݡంڜపద ݡ࠮  పऴޒకࡹ కߗసం 
 ࡏ࢐޴చ ݡంࡓ
 h ޴࢑న 8 మం޴చ ࠲ऴతࠪ ޴బܽद ఇڒ న࣒ 17࠳ 25 ޴న࡯ڵࠫ బܽदڒ
, ఆ߯ ࠪऴత࠲ ఇర࢙ ఆڒ ࡏబܽद ࠪڕ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ పऱ࣒ ݡంڜపద ݡ࠮   ఆࡏ ఆࡏ ఉߕऒ పऱ࣒ ݡంڜపద ࠼  t 
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ఐ޶ పదࣔڒ ࡏబܽद 10 ఇకए డ ఉߕऒ బܽद 6 పڒ 26 ࠲ऴతࠪ ߘߝ ఆ߯ ࠼ ऱ࣒  3 9 ప ऱ࣒ బܽद 12 ఇకएڒ 14 5  డ 
ఉߕऒ ओߩఇ ࠼ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴలభంࣆ ޴ڼݟఅ ࡏࠬ ݡ  ޴దܽ࠴ బܽदڒ 
కߗసం ఒకߖࡍ చ࢑޴న వङ फల సంఖङڕ   ఈ ݟ࠮ంܽࡏࠬ ࡹ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  అం݄ ࠭࠲ 

కएࡅ ߤయߖ࠿ ߤయߖ࠿  అం݄ ఏࠫ݇ ࡮࢐ڒ అం݄ మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ   h t i n i n tn n 
కएࡅ కएࡅ   మ࢑ ࠾ࡍభజనల ࡅకए  ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఆ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  n n n 
మړࡵ ࠾ࡍए ంచవ۪ऐ ऒߖޑऴۨڣࡔ ఈ ࡏࠬ ޳ࡶ  छࡌన తࣄڶ  త ࠭࠲ ఈ సంఖङ లݟܔ ߘంۧ࡯.
 ఇࡹ ޴ సࠪనం, మనڕ ఇర࢙ ఐ޶ పऱ࣒  ప޴ పऱ࣒  ఐ޶ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ ఉంڒ ޴బܽद అࡓ ࠢ࠻ ޴ంړݡ సࠪనం h
కएࡅ ߤయߖ࠿ ߤయߖ࠿ ޳ࡶ  ఉపࡆగం  ప ऱ࣒ కएࡅ    ప ऱ࣒ కएࡅ  h t n i h n t n i n h ړ న࣒࠳ 
సࠪనం  ఖండన ࠳న࣒ ࡅకए  ఖండన ࠳న࣒ ఖండన  ప ऱ࣒ కएࡅ   ఖండన ఖండన t n t i nh i n h t i 
ऒߖޑऴࣇ ఈ ڴࡏߝ ࡏࠬ దܽ ࠙గం࠴ బܽदڒ ݟڕ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  మۯ ࠾ࡍయవ۪ऐ  ࡏࠬ ߗڒ 
ऒߖޑऴۨڣࡔ కܽ సంఖङࡖफ మ࣋ڶ  फࡌ࢐ ठ ఒకڴࡍస ޴ంޔڷݡఅ ߘ పऴޒకߘ చ࢑޴న వङ ఆ సంఖङ ,ࡹफలڕ  మࢁऱ ఈ 
హڕए సओ ݟంߘ  షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, 
ऒߕఉ ޴మం ޴ࠫߖఎ ࡹࡍ࢒ ऒߕఉ ޴మం 8 ࡏ࢐ ࢑న޴చ ࠲ऴతࠪ ࡹ޴మం 10 ࡏ࢐ ,ࡏ  ࡏ
మ12 ࠾ࡍ మం޴ ࠪऴత࠲ చࡏ࢐޴ మ12 ࠾ࡍ మం޴ ࠪऴత࠲ చࡏ࢐޴ 
మ࠾ࡍ ఉమघ ప  ޴ప ߧ࡯క ޴ࠫߖబܽद ఎڒ ޶ࡶ ఏࠬ ڴݟ ऱ࣒  పߜऒ ంݡ అం݄ చ࢘޴ ࠭߯ओ  మంߤࢗ ޴ 
ठڴࡍస ݟంߘ ऴతంۨڣࡔ  ఒకܽ చ࢑޴న వङ फల సంఖङڕ ठڴࡍస ݟంߘ   ఒకܽ ఇ޴ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤ݃   పߜऒ ంڕݡ 
సࠪనం, ఇ޴ ࠭߯ओ ړणࠏఆ ڕࠬ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړݟڕ  द࢟  ऴపశऒ ఈ సంఖङ ࡏࠬ ఉం݄ ࡱ లߘ తछ రڴ 
एړࡵ ంచవ۪ऐ  
సమసङ ࡍప޶బܽद తڒ  సڕߕ ࡔ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  ఈ ߜڒझ క సమసङࡖమ ڴరం߄द ల ఆߵ కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ   b 
ఖండన ߖ అߘమޒంచంݟ ఇ޴ ఆࡏ మࡅ ࠾ࡍకए పऱ࣒ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳  bvxn ࠾ࡍమ ݡంࡓ  x b n a x 
ఇవछ ݞږ బݟన޴ ఏࠫటం݄ , ࡅకए  అࡅ ޴ߝకए సࠪనం.a n b n ړݟڕ ߕࠪࡍజ ࠾ࡍమ ړ  x 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹఖండన ڕబܽद మనڒ    మ࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ  b b a 
ఇవछ బޔݡం޴ మ࠮ ߖࡹ ࠾ࡍలڒల సంఖङ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ  ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ڕ a ړߖݞయۯ  b a 
కएࡅ  సࠪనమߖ మనࣆࡱޘ ڕ n 
ఒక ఖండన ࡅకए న࣒  ప࠳  ऱ࣒ ప  ࡏఆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  ऱ࣒ b b n ࠾ࡍమ ݡఏ ޴సࠪనం, ఇ ړ  x x x b 
కएࡅ  ఖండన ࡅకए న࣒  ప࠳  ऱ࣒ పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ  పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  సࠪనం ړ   n, ab a n a n x 

అం݄ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ࠮  కएࡅ  ݟంߘ  x x a n b n ޴ߝఅ ݡసࠪనం మన వదभ ఏ ړ  x 
ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ ఇకए ࡍస ࡔస ݡంࡓ ޴ߝఅ ޴फంࣆఇ ߝంటࢗ ڕࠬ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ݡ࠮  డ ࠬࡏ x x 
కएࡅ ߤయߖ࠿ ऒߖޑऴࣇ సంڝ  ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ   మ࠾ࡍ ఖండన  ప ऱ࣒  ऒb n bߖ޳ ంۨڵࡆఉప ߖ 
एړࡵ ంచవ۪ऐ కएࡅ   న࣒  ప࠳  ऱ࣒ కएࡅ  घࡏ߷ ఇతర ࠾ࡍన࣒ మ࠳   ంచడం n b n b aڵࡆఉప ߘ࡮
छ޳ కएࡅ ߤయߖ࠿ ࡌ  అ޴ߝ ఒక ఖండన ࡅకए  ప ऱ࣒ కएࡅ   సమం n b n b n ߖ࢐ܽ ఆ߯ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 
ఇకए ߗڒ ݟయంۯ డ ࠬߖ޵ ࡏऒ  గమߖంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴ ࢘గంڴ ఉంܿంߖ޵  ޴ऒ  ఈ ࢑ధంڴ పࡍషए  ړߖݞంచࡍ
సࡔ త޶పࡍ సమసङ खࠑݥ బܽदڒ   ࡏޑఇషदపడ ߖݟࠫࠪ ޴తం మంࢡ 82 ࠾ࡍమ ࡽߧ࠻ ࡱ࠾ޓతం ࠙రࢡ 
మ࠾ࡍ 

బܽदx xڒ ࡏంܼھߘక ߖ ڴషदంࡍగ ࠾ࡍమ ڴషदంߖక ࡏ࢐ ࠾ࡍమ ࡏޑఇషदపడ ߗంܽݟంࡓ ࡱ࠾ޓతం ࠙రࢡ
ఇకए డ ߘߝ ఒక ࢡతంڴ ऴ࢐࣋फ ఏࠫ ఇవछ బݟంڴ࡮ ࡽߧ࠻  ޴ ऴ࢐࣋ వङ ओߩఅ ࡱफڕ కएࡅ ݡ खࠑݥ  కएࡅ   n n 

అం݄ ࠪࠫߖݟ ఇషदపࡍ࢐ ݦ సంఖङ  ఇࢡ 82 ޴తం మ࠾ࡍ ఒక ఖండన ࡅకए  m m n x ڕబܽद మనڒ తంࢡ 
కएࡅ ߤయߖ࠿ టం݄ , ఒకࠫ࠲࢑షయ నࣄ࡯ޘ झ࡯࠻ۯ ޴ఇ ݟంߘ   ఉంܿం࠴ ݟڕ 100 ޴తफం వంద n 
एڕకం݄ త ࢛ߨ తంࢡ వڴ ఉం࡯ݞ  దయߖݟࠫࠪ ޳ࡶ ࡽߧ࠻ ࣄۯ ఇషदపݦ వङ  తం కం݄ࢡ వంద ࡱफڕ
ఎڕए వ ఉండڒ ࡏࡶబܽद మనڕ  ప ऱ࣒ కएࡅ   సࠪనం అం݄ n n m n m ړవంద ޴ఇ ,޴న࣒ ఖండన ఉం࠳ 
खࠑݥ  ప ऱ࣒  ఎనࠢ ࡓం࠳ ݡన࣒ తڕए వ  వందڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ అߖ޵ ޴ߝ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉం࡯ݞ x x 
అం݄ 152 ࠳న࣒ 152 సࡕనڒ ޴బܽद ఆࡽߧ మݟࠫࠪ ࠾ࡍ పంࡓ ݡంݟంܽߗ ఇషदపࡍ࢐ ݦ సంఖङ  తంࢡ 52 
కం݄ తڕए వ ఉండږడ޶ ఇߩओ కएࡅ ޴ందగలం ఒక ఖండన ఇ߰ ࡮ఎ ߘవࡱ࢑ షदࡍమనం గ ݡ  x m a 
ఉపసࠫޒ అڝࣆࡱޘ ߖంڒ ,ݟబܽद ఖండన ࡅకए  అࠑݥ ޴ߝख एڕన కం݄ త࠼సࠪనం అ ړ వڴ m n n 
ఉంܿం޴ 
खࠑݥ బܽदڒ एڕతం కం݄ తࢡ  వڴ ఉం࡯ݞ మࡓ ࠢ࠻ ࠾ࡍంࢡ ݡతం కం݄ ߭దभڴ޴ ఉం࡯ݞ సڒ ࡔబܽद x 
త޶ప࢑ ࡍషయం ఈ పవ࡛ ࣊ࡏڷ ߖ ݋फڕࣆۯం޳ం 

కएࡅ  అߖऒ  ఉపసࠫࡱޔ మࡅ ࠾ࡍకए  పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల సంఖङ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ   a a a ڕ
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ సࠪనం ڒబܽद త޶పࡍ సమసङ  ఏࠫܽ  ࠮లڒల సంఖङ కएࡅ   పవ࡛ ࣊݋ పవ࡛ ࣊݋ i  n phi 
కएࡅ  పవ࡛ ࣊݋, ఇకए డ అڒ ݋࣊ ࢁڣ ޴ߝబܽद ࠭ంࡏࠬ ڴ޶ పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల సంఖङ  phi phi 
ఏࠫ݇ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ, కߘక ఇ࠮ ޴లڒల సంఖङ  సࠪనం ړߖ޳ ݟంߘ 
కएࡅ ݋࣊ ࢁڣ ޴ߝఅ  ݋࣊ ࢁڣ  పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల సంఖङ  ఇ޴ పవ࡛  ړ సࠪనం  0 ڕ ݋࣊ ࢁڣ 0 1
సࠪనం ࡹ ݋࣊ ࢁڣ ఒښ ఒక ఉపసࠫޒ ఉం޴, ఇࡹ ݋࣊ ࢁڣ ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖࡹ ݋࣊ ࢁڣ పవ࡛ ࣊ߖࡹ ݋ 
ల సంఖङڒల࠮   ఒకܽ ఆ߯ 
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ఇ޴ పవ࡛ ࣊ߖࡹ ݋ పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లకం సంఖङ झ݋ం࠱࡯ఎ ߖࡹ ݋࣊ పవ࡛  ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߘ  phi 5
పవ࡛ నంబ࡛ ړ ڕ సࠪనం, ఇڒ  ޴బܽद ఇ޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ ࠮లڒల సంఖङ 2 ޴फంࣆۨࣇ ߘ 1 2
కएࡅ ࠀ  పవ࡛ ࣊݋ పవ࡛ ࣊݋ పవ࡛ ࣊݋ ఇࡓ ޴ంݡ ࣋ए छ ࡛ లڕ సࠪనం, ఇړڷࡱߕ ޴ సࠪనం ڒబܽद ఈ 
సమసङ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ݋࣊ వలం పవ࡛ښ  ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ߘ  ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబࢢभ޻సం ఉڝ వడంڝ
సమసङ  సంఖङ  ఐڒ ޶బܽद ߘߝ మࡖక సమసङ भ޳ۯ ߘ ం.
 పవ࡛ ࣊ࡹ ݋ ఈ ࠮లڒల సంఖङ ఇవछ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆڵࡆఉప ߘ బݟనటऱࡅ , ޙ࠼కए  ంత su  n bڜ 
సంఖङ కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల ࠳న࣒ సంఖङ కएࡅ   పవ࡛ ࣊ߖࡹ ݋ mn n b 
ల సంఖङڒల࠮  
112 అߖ ఇవछ బޔݡం޴, అߩओ కएࡅ ࠾ࡍफ మ࣋࡯ޘ ڕࠬ కߘక ,ݟనంھߘక ߖ ࠾ࡍమ ݡ  పవ࡛ m n a b 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹల ݋࣊ కएࡅ   వङ ङޑ సం, ߖࡹ ࠭࠲ అߝక ࠮లڒల࠮ ߖࡹలڒల సంఖङ  b ߘ
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ బܽद ఇకएڒ ,࠭ డ ఇవछ బݟన޴ ఏࠫటం݄, ࡅకए  పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల సంఖङ  a 
శړ फ࠳  2 ړన࣒ ࡓంߘ ݡంݟ శړ फړ ఇߙ ޴ట పߜऒ ంڕݡ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఒښ ఒక సࠬకరణం ఉందߖ m n 
ం݀ ఉండవ۪ऐڕߘఅ ࡏࠬ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ మనం మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߗ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴ m n 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ߗڒ ऒߖఅ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡏయగలۯ  ంܽ࠴ ࡹదܽ޴ అࣆۨࣇ ߖफం޴ కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ m n 

కం݄ ߭దभ޴ , ఆ߯ ࠬߖ޵ ࡏऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ , మనం ߄ࣃరణం ߘంࡓ ݟంݟంܽڝࣆޓ ߖవ۪ऐ  మ࠾ࡍ n n 
తࡌछ త మనࡓ ڕంݡ పవ࡛ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ఒకܽ ఇߙ ޴ట పߜऒ ంڕݡ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ మనం 2 m n 
అࡌڒ߅లߕڕࣆޓ ߘऒ మߖ గమߖంచంࡱࢗ  ݟపల మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠫ࡯ڵన࢑ 2 పవ࡛ ࠳న࣒ ఇ޴ సࡍ m n, 
ధߕతघ క ࡌߪप ంకం ڒబܽद ఈ ࠙గం ࡌߪ ࣄࠐप ంకం ڒబܽद ࠬۯ ࡏయړߖݞ ऴపయޒऒ ంښ ޴ۯవలం m  inus 1 
ऒߜట పߙ ంߖݡ ఉతओ ऒߖ޵ బܽदڒ ऴ࢐యడం ڴफޒ  పదࣔࡏࣃ ࡏऱ ఏݡ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇߘ 2 ޴ంࡏࣃ 4 ݟऱ 7ړ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ తపओ  n m n ړ7 ޴ఇ ړన࣒ 1࠳ న࣒࠳ ݟంߘ 2 ࠾ࡍమ 4 ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڴࡍసߖ
సࠪనం, అం݄  ߘం࠳ ݟన࣒ ړ సࠪనం అం݄  ږङ 2 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߖ ޴బܽद ఇڒ ࡱ ࠗ m n 8 2 n 4 2 m 
ङږ ݡంࡓ అం݄ ޴ࠫߖఎ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  n n nm n ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ ࠗ
అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ړڷࡱߕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఏړݡ సࠪనం ఇ޴ సమసङ  ఆࡏ తࡌछ త మనڕ ࣊ ऱܿ n m 
ఇవछ బݞन  a ba b ࡏఆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴ߝఅ ڷࡱߕ  ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࠼
ల సంఖङ ݋࣊ కएࡅ ޴ߝఅం݄ ఖండన అ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ  ఉపసࠫޒ మ࠾ࡍ అߖ࠿ ޴ߝయߤ b c c b
కएࡅ  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ࠭࠲ కڵ࡯ ఉనऒ  అߖऒ  ఉప అߖऒ  c.࡯ߕھߘక ߘల ݋࣊ 
 
ఒక ఖండన మ࠾ࡍ అߖ࠿ ޴ߝయࡅ ߤకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఒక ఖండన 2ߖ కڵ࡯b c b b 
ఉనऒ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏఆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡ࠮  ޴ఇ ߤయߖ࠿ ఒక ࠾ࡍమ  ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ ݋࣊   4 b 1 2
కएࡅ ޴ఏࠫటం݄ 2 4 ఇ ޴నࣄవలڒ ڕబܽद మనڒ ݋࣊  ఉపసࠫڴޒ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴ అ3 2 1 ޴ߝ c ac 
కएࡅ  ఉపసࠫޒ.
  4 మ6 ࠾ࡍ.
ంచగల ఒక ࠪరۨࡹఆ ࡏࠬ  ठం ఏࠫటం݄, ࠬ࠴ ࡏతफం ࣊ߘ ݋ ऴࣄ࢐ ఉంచడం అం݄ అࡓ ޴ంݡ మ࠾ࡍ c 
కएࡅ ࡏఆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ڷࡱߕ  ఉపసࠫޒ 
మ࠾ࡍ ఆ ࢑ధంࡏࠬ ڴ సంఖङ एړࡵ ߘ ంచవ۪ऐ  అܿవంܽ ࣊ߗڒ ࡱ ݋ ఈ ࢑ష࡮ۧ ࡱ࠻ ఎ࠱࡯ం݋ లߘ 
కڵ࡯ ఉం݄ అ޴ కషदమޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ ఏࠫ ۯయగలం ڒబܽद ఇߖ࠿  ݋࣊ ࣄ ޴య4 2 ڕ ߤ
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, మࡖక ࣊ࣄ ߘߝ ޜ ݋ व߯࠹ అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ߘ డ ࣄ व߯࠹ అ޴ߝ ఒక 
.ޒఉపసࠫ ݡ࠮
  మ࠾ࡍ ఆڒ ࡏబܽद ࠬߖ ࡏ అసమघ फࣃऴ࢐ ڴ ߤయߖ࠿ ޒ తపओ ڷࡱߕ ݡంࡓ బܽदڒ ࡏ  c ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, ఆ߯ అ޴ ఇతర ࠮లڒలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ݋࣊ ޴ ఒకܽ ݡ࠮ మ࠾ࡍ ఆݟڕ ࡏ 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ బܽदڒ ࡯ݞఉం ݟంߘ కएࡅ బܽदڒ   సంఖङ  అܿవంܽ అ޴ߝ c c c 
ఒక ݡ࠮ మ࠾ࡍ ఆࡏ మࡅ ޤ ࠾ࡍకए  ఉపసࠫޒ అ࠼న व߯࠹ సంఖङ  పవ࡛ c 136 ޴సࠪనం  ఇ ڕ
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ݋࣊  తపओ  మࡖకܽ ڒదڒ ࣃࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఒక ڡࣄ ݡ࠮झ झ݋ం࠱࡯ఎ ݡ࠮ ࡹ   
ఉంܼڒ ࠼బܽद పవ࡛ ࣋दࡓ ݋ంߘ ݡంݟ పవ࡛ ړ ఎ޴ࠫߖ ఎ࠱࡯ం݋ లߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣊3 ࡱ ݋ 10
ఉనऒ ڵ࡯క ߘల ݋ం࠱࡯ఎ  ޳ࡶ పओ సంఖङ ݋࣊ ࣄۯ ࡮ఇ ࡏࠬ ڔܽ ంచవ۪ऐށగ ߘ  సڒ ࡔబܽद స20 ߘߝ ࡔ c 
మࡗ సమసङ फࣃऴ࢐ ߘ సంఖङ ݦఉం ڕన࣒ 1 వర࠳ న࣒ 3࠳ ݟంߘ ݟంߘ 4 ࠹ర߷ ޴ߝఅ ߘ లߘ x n n n 
కڵ࡯ ఉంڴ ݋࣊ ݦ ఉండߖవछ ంݟ అం݄ సహజ సంఖङ  మࠫޛ ݋࣊ ࠾ࡍघ న࣒ ఒకܽ ఇకए࠳ ऱࡏࣃ ޴ డ n y  n 

సహజ సంఖङ  అߩओ ఇవछ ࡱకߧఎం ڷࡱߕ ڕసࠪనం అం݄ మన ߤయߖ࠿ ݡ బݞन  సహజ n x y ޴ఇ ࠼
సంఖङ  ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం ఇړ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం  ڒ ߩ࢙ݟڕబܽद ఇ޴ బࣗళ b y xc x d y 
ఎంߧక ऴపశऒ  మ࠾ࡍ ఈ ࣊ࠉ ݋లन࡛  ߷రࡹ ࠹ ऴࣄ࢐న మڕࠪ ࡱ ݋࣊ ࠾ࡍ ఇవछ బݞन  x y ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼

బܽद అܿవంܽ సమసङڒ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘఅం݄ ఏࠫ݇ క ߤయߖ࠿  దܽ x y࠴ ࡏࠬ ړߖݞయۯ ߘ
ऒߖڜ ంܽߖ ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  మࡅ ࠾ࡍకए x y x ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖ ࡏࠬ కߘక ࡱڒల࠮ 
బܽद ఇకएڒ న࣒ 1࠳ న࣒ 3࠳ 4 ޴వ  ఇ ,ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ1 ߖ ߘߝ డ ࠴దܽ ࠮లకం 0 అړ 2 ߘߝ ߖ n
సࠪనంڴ ߭ܽदనటऱ4 ޙ࠼ చదరߩ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࡏన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࠫޛ ڕߕघ  n ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ ޴
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మనం ړݡ࠮ ߖ సࠪనంڴ ఉంۨڷࡱߕ ޙ అర࢙ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࠫޛघ  బܽद n qڒ న࣒ ఒకܽ࠳  ޴फంࣆఇ ޴
అڷࡱߕ ࠢ࠻ ޴ మ࢐ڒ ڕࠬ ࠾ࡍలం݄ ࠬࡏ మࡍంత ړࡵए ంచవ۪ऐ కएࡅ ࠾ࡍమ బܽद ఇ࢑ڒ   x y 
ऒߕࣆ ޴సࠪనం ఇ ړߖ޳సం ఒకڝ ࡱڒల࠮ , అߩओ घࠫޛ ڕమన ݡ  n ޴ఉంܿం ݡఇర࢙ ఏ ޴ࠫߖभ޺ప ޴
సओ ޴ߝబܽद అڒ షदంڴ ఉంܿంࠫޛ  ޴घ కएࡅ ޴  అߖऒ घࠫޛ ࡹల܉ށڷ  ऒߖఅ ޴  ऴపږޒల ڷణڒ ࡱڒబܽद y 
ఇߩओ సओ ࡏࠬ ݡ షदంڴ ۫࣋फ ఒకܽ ߖ࠿యۮ ړ ߤం޴నڒ ޶ڒ ޴బܽद తߩओ x y ߤయߖ࠿ ݞږ  a x y y 
అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒదࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭ ఎం޶కం݄ 18 ۮ ړం޴నڒ ޶ࡶ ࡹ 18  ߗڒ ޴బܽद x y x x 
కएࡅ ޴ߝఅ ,޶ڒ సࠪనం ړݟڕ ޴ߝఅ ߤయߖ࠿  ఉపసࠫޒ అޙ࠼ ఇړ ޴ సࠪనంڴ y x y x x
ఉంܿంڒ ޴బܽद ݞږ తߩओ  అߖ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఇړ ޴ సࠪనం ڒగల޳ అߧۮ ߖओ ంڒ ޴బܽद ఇ޴ c y x x b 
కڵ࡯ ఉంܿంߖࡶ ࡹ ޴ అߖऒ ऒߖఅ ߖࡹ ߖࡶ ࡹ ߘలڒల࠮  పओۮ ߘలڒల࠮  ంڒ ݟబܽद ఇ޴  ఇ޴ మࢁऱ x x y x
ऒߕࣆ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,޶ڒ సࠪనం ړ ߤయߖ࠿ y ߗڒ ޴న޴ంۮ ړ ߤయߖ࠿ ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖ x y
ऒߕࣆ ऑۨ࢈ఈ బࣗ ࡏࠬ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ڔంܽݟంࡓ ࠾ࡍకం݄ 0 మ޶ఎం ޶ࡶ ࡹ న࣒࠳  క ऴపశऒ  y x x y 
फనऒࣆۯ టऱޙ࠼ ࠪऴత࡯ڵࠫ ࠲ ఉంڒ  ޴బܽद ఎߝࠫ࡯ష޳ ߤछ ࣋  ࡌ द࠱ ݋ం݋ లࡹ ఒకܽ ߖజమߖ d 
ఇۨऐ నటऱޙ࠼ అߖ ޴జం అ࠼ ఉం࡯ݞ, అߧࡐߖ ߖߖ޵ ޙ࠼ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद ߘߝ 
పओۮ దڕ۪ࡱనऒ కएࡅ ݟڕ  ࡯ంۧߧ۫ ߖఅ ߘߝ సࠪనం అం݄ ߤయߖ࠿ ఏࠫటం݄ ޴  x y y x y 
ఉపసࠫڒ ޒబܽद ڙ ऱࡅ ࠹࠼కए  ఉపసࠫޒ అߖ ఇߖ࠿ ޴యړ ߤ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ y x y
ఎంڕ޶ అం݄ మనం ߘం࠳ ڷࡱߕ ݟన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ ࠙ڵంచగలద࡯ߦ۫ ߖ n n 
తफం సహజ సంఖङ࠴ घࠫޛ ړ  घࠫޛ ړ ޒన࣒ ఒకܽ ऴప࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݟంߘ బܽदڒ ޴ n ޜ޴ n n n n 
 n n n ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ సం ఒకڝ బܽदڒ ,࡯ݞ۫ మనం ߖందޔݡంచబڵ࠙
సࠪనం అߖ గమߖంచంߕࣆ  ݟऒ घࠫޛ   ړߖݞంచߧࡐߖ ߖߖ޵ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴
మనڕ గށత ࣇऴతం అߧ ߖలవబ޴ݦ అవసరం ࠬࡏ మࡖక అ߄ङ యం࢑ ࡹవరంࡏߝ ڴऐ  ࡽఎࠪܽక ߝڕ
ఇండࣾߤ, అࣃߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ޙ࠼फ घࠫޛ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ బܽदڒ ߘ  k k ޜ޴
ప  ݟంߘ 4 ࠭࠲ ,ం޳ంڕߘఅ ߖందޔݡంచబڵ࠙ ऱ࣒ న࣒ 3  ప࠳ 1  ऱ࣒  k k ޴ఇ ࠭ޑߩ۫ ߖన࣒ 1 అ࠳ 1 
छ޳ 9 ݞږ  n ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖజం అߖ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳బܽद ఒకڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ

 n n n ݟంߘ ݡ࠮  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ
ఇండࣾ޳ ߤछ ऒߖఅ ޴ఇ ࡌ ంܽߖ ڔజం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎంڕ޶ అం݄  ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ऴڙ ޓ ప ऱ࣒  వߤ k 
भࣃऴ࢐ ߖఅ ڷࡱߕ ړ ߤన࣒ వ࠳ ం, ߖߖ޵ మనం 4 ࡏࣃऱ 4 ߘం࠳ ݟన࣒ 3 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  బܽद k kڒ న࣒ 1࠳  
ఇڕߕ ޴  ప ऱ࣒ ఇకए ߗڒ ޴फంࣆఇ  ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ న࣒࠳   డ ڕߕ  ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ k 1 12 k 4 k k 
ऒߕఉ ڷࡱߕ ړ ࡛ࠂ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࠼ పऱ࣒ ݡ घࠫޛ  घࠫޛ అం݄ ఈ ࠙గం ࡯ంۧݟܔ ߖ ޴ k ޜ޴
घࠫޛ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ घࠫޛ తफం࠴ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޴  ޜ޴
సమసङ ࡍప޶బܽद తڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ङږ ݋࣊  ం޳ంڕࣆޓ ߘ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ n n n 
ङږ ࠗ, ఇకए డ అ޴ߝ సహజ సంఖङ  మ࠾ࡍ అࠫޛ ޴ߝघ n b nn n ޴ఏ ࡹ࢐ܽ ޴ంړఆ߯ ఈ ऴ ,޴ఉంܿం ࡹ ޴
కएࡅ ޴ߝఅ ޴దܽ࠴ ޳ࡶ జంߖ  ఉపసࠫࡓ ޒండవ࠮ ޴డవࡅ ޴కए  ఉపసࠫޒ అړ ޴ߝ a b b b  a b
సࠪనం మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए  సࡕన ఉపసࠫڒ ޒబܽद అࠫޛ ޴ߝघ కएࡅ ޴  అߖऒ  ల d b bږߘࣃ 
స సహజ సంఖङࡏవ ݡ࠮ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల܉ށڷ ల ఘߕల ޑ࠴फ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ a 
ఒకܽ పऱ࣒ ڕߕ ఆ߯ ,ߘఉంۧ ڴసࠪనం ړ1 ߖ ߘߝ  फ ఉం݄࣋۫ ࡏࠬ బܽदڒ ङږ ݀  ࠗ పऱ࣒  ऴږ ޓङ  a n 
ఉం޴, అ޴ ࠭߯ओ  ఆړࡏ సࠪనం ڒబܽद 
ऒߖ޳కࡖమ ࡏࠬ  కھߘనవ۪ऐ , ఇࡓ ޴ంږ ݡङ ࠗ పऱ࣒  ऴږ ޓङ ࠗ పऱ࣒ ङږ ࡛ࠂ  ࠗ మ࠾ࡍ త޳छ నऒۨ ࡌ  సంఖङ   

అ޴ߝ ࠭߯ओ  ఆڒ ࡏబܽद ړݟڕ సࠪనం ޶ڒ, ఎం޶కం݄ అࠫޛ ޴ߝघ  a a b b ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ޴
కएࡅ ݟڕ ޴ߝఅ ݞږ  ఉపసࠫڒ ޶ڒ ޒబܽद మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ࠴దܽ b b c b 
घࠫޛ ణకంڷ లకం 36࠮ एړࡵ ࡏࠬ ऱࢁమ ޴ࡍప޶త ޴ ࣋फ అࠫޛ ݞږ ޴घ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖరం అڒణڷ ړ޴  
ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ ऒߗలڒల࠮ ఈ ޴फంࣆߧߖక ࡮ܽ   ఈ సంఖङ ङږ ࡱ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ n n n 
ङږ घࠫޛ ࠗ ڙ ޙ࠼అ ࡱ܉ށڷ ړ޴ ऱږ ࠹࠼ङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒  వߤ పऱ࣒ ङږ ݀  ࠗ ऴపړߖ޳ޒ n n 
घࠫޛ  ࡯ంۧߧࡐߖ ࡮ఎ ߖరం అڒణڷ ړ޴
సహజ సంఖङ ङږ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒ ङږ ܿ  ࠗ అం݄ ఏࠫ݇ n n n 
एړࡵ ంచవ۪ऐ ప  ࡏࠬ ,  ऱ࣒  వږ ߤङ ङږ ޴फ ఇ࣋ࡍ࢑సफ ߘ ࠗ ङږ ڕࠬ ޴సࠪనం ఇ ړ ࠗ ࠗ పऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ n n n n 
 ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  ఇࣆफం޴  ఒకܽ ఆ߯  ప ऱ࣒ ङږ ݀  ङږ ࠗ ࠗ పऱ࣒  ఆࡏ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ  ప ऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ n n n n n 
ఆ߯ ఈ ࠴తफం  ࡓ ऱܿ ږङ ࠗ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ए࣋ ޴బܽद అڒ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  3 n 3 n 6 n 9 n 
పߘࣜ޴  ప ऱ࣒ घࠫޛ  घࠫޛ ޴ఇ ޴ ऒߕంܿڕߘంۧలߧࡐߖ ࠭࠲ ߖరం అڒణڷ ړ޴ ࠭, ఇ޴ ఇపओ  n ښܽ
घࠫޛ ऱ ࣋एࡏࣃ ޴ छ ࡛ ప ऱ࣒  వڕ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ߯ మనږ ݡ࠮ ڕङ ࠗ పऱ࣒  పߘࣜ޴ ఉంڒ ޴బܽद n n n 
అࡏࣃ ݡ࠮ ޴ऱ ࣋ए छ కएࡅ  ޴ఇ  ړߖݞంచߧ۫ బܽदڒ సࠪనం ړݟڕ ޶ఐ ܿߦ ޜ ࡛ n n 9 ߖణకం అڷ 
ए࣋  ࡯ݞ۫ ߖ ऱࡏࣃ ࡏࠬ छ ࡛ ప ऱ࣒  5 అ3 ޴ߝల ڷణకం ڒబܽद మࡖక ڙ ऱࡓ ࠹࠼ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ n n ࢟ࠀ  n n 
అݟ࠮ ޴ߝంܽ ڷణకం ڒబܽद అڷ ݡ࠮ ޴ߝణࡱڒ అޙ࠼, అݟ࠮ ޴ߝంܽڷ ړణڒరం ڒక߱ޙ, ఇ޴ n n 
ణకం తపओڷ ݡ࠮ పऱ࣒  ݡ࠮ ڴࡍసߖ  వ޳ࡶ ߤ ऴޓ  ప ऱ࣒  n k k ݟంచంށగ ࡏࠬ ఆ߯ , ࡯ݞఉం ࡹపంࡐ ݀ 
పऱ࣒  ݡ࠮ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ݡ࠮ బܽदڒ  ఒకܽ అޙ࠼ ఇ޴ మంۨ޴, ఆ߯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఐ޶ ఇ޴ n k n k n 
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పऱ࣒  ݡ࠮  అޔ࢓ం޴  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఐڒ ޶బܽद ݡ࠮  ప ऱ࣒  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఐ޶ ఇࠫޛ ޴घ  k k k ޴
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆࡏ  ప ऱ࣒  ఆړࡏ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡅ ݡ࠮ ޴కए  ణకం kڷ 

 ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం   ప ړ  ऱ࣒   అం݄ మࢁऱ  ࡓ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ 3 k 2 5 9 k 12 k 4 5 3 3 k 
 ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  3 ఇ޴ మࢁऱ 3 ࡅకए ङږ బܽद ఈڒ ణకంڷ  ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వږ ߤङ ࠗ పऱ࣒   ప ऱ࣒ ङږ ݀  ࠗ అ޴ߝ k n n n 

घࠫޛ ړ తफం࠴ ߖࡹ బܽद మనం nڒ రంڒణڷ ړ޴ n
కएࡅ ݋࣊  సࡕన ఉపసࠫڒ ޒబܽद మ࠾ࡍ సࡕనڒ ࢑బܽद సࡕన ఉపసࠫޒ అޙ࠼ a b a d a t 

గమߖంచంݟ  అం݄ అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఇ݋࣊ ޴ లߖࡹ అ߄ङ ऒߖ࠻ ࡍߪ  फ ࣆۯफం޴ hat a b ok 
 బܽद ఈڒ
࠙వనలޜ ࣏కరङ వంతంڴ ఉండܼࡏࠬ ړߖ ఈ ࢑ష࠻ల߯ మߖࡍऒ  ऴపశऒ లߘ ऴڔߦ द࣒ ధనङ ࡯࠻ۯ   ࡱ޳࢐
ధనङ  ࡱ޳࢐
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