
 ெசட் பற்௣ய இரண்டாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ கடந்த வஶப்௔ல் ெசட் 
என்றால் என்ன என்பைதப் பற்௣ ேப஼ேனாம், ௔ன்னர ்ெசடக்ளில் ஼ல ெசயல்பா௄கைளப் பற்௣
ஆய்௵ ெசய்ேதாம், ேம௩ம் பல ஶ௣ப்௖கைள அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், எனேவ கணிப்௖கள் 
கணிதத்ொன் ஒவ்ெவா௠ ழைள௜௩ம் பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் ௘க௵ம் பய௑ள்ள க௠த்ௌக்கள்.
 
எனேவ எல்லா இடங்களி௩ம் ெசயல்பா௄கள் உற௵கைளப் பற்௣ நீங்கள் பூக்ஶம் ேபாௌ , 
ெசடக்ள் வ௠வைத நீங்கள் காண்௕ரக்ள், எனேவ ெசடக்ளின் க௠த்ௌகைள நன்ஶ 
௖ரிந்ௌெகாள்வௌ ௘க௵ம் ௚க்ழயம், 
எனேவ ௚த௧ல் 
ஒ௠ ெதாஶப்ைபக் ஶ௣க்ஶம் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ வ௯கைளப் பற்௣ நாங்கள் ேப஼ேனாம் 
என்பைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்.
 
இரண்டாவதாக , ேராஸ்டர ்பூவத்ொல் அைமக்கப்பட்ட ௔ல்டர ்பூவம், அைனத்ௌ உ௥ப்௖க௬ம் 
படூ்ய௧டப்பட௄்ள்ளன 
என்பைத நிைன௳ல்   ெகாள்ேவாம்.
 
எங்களிடம் இயற்ைக எண்கள் அல்லௌ இரடை்ட எண்கள் இ௠ந்தால், நாம் இன்௑ம் ேராஸ்டர ்
பூவத்ைதப் பயன்ப௄த்தலாம், ஆனால் ெபாௌவாக ௔ல்டர ்பூவத்ைத அைமக்கலாம்.
 ௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம் எனேவ நான் ஼ல ஶ௣௝௄கைள அ௣௚கப்ப௄த்ௌேவன், 
எனேவ உண்ைமயான எண்களின் ெதாஶப்௔ல் இைடெவளிகள் என்௥ அைழக்கப்ப௄வைத 
நாங்கள் வைரய௥ப்ேபாம், 
எனேவ மற்௥ம் ஆழயைவ உண்ைமயான எண்களாக இ௠க்கட௄்ம், ஐ ௳டக் ஶைறவாக a b b 
இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்இைடெவளிைய எ௱ௌேவாம் இௌ அைனத்ௌ இன் ெதாஶப்௔ற்ஶம் ab x 
சமம் என்பௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் என்பௌ ஐ ௳டக் ஶைறவானௌ, இௌ ஐ x a x b 
௳டக் ஶைறவானௌ , இௌ ொறந்த இைடெவளி என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ மற்௥ம்a 

க்ஶ இைட௜ல் கண்ூப்பாக இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ உண்ைமயான எண்களின் ெதாஶப்பாஶம், b 
ேம௩ம் இந்த ௛ூய அைடப்௖க்ஶ௣ைய நாம் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 
இதன் ெபா௠ள் எல்லாம் ஷ௥ழறௌ  என்பௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் என்பௌ x x a x 
க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவானௌ க்ஶ சமம் இௌ ௛ூய இைடெவளி மற்௥ம் நாங்கள் பாொ b 
ொறந்த அல்லௌ பாொ ௛ூய இைடெவளிகைள௞ம் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ என்பௌ x x 
என்பௌ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் என்பௌ கண்ூப்பாக  ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் க்ஶ x a b
சமமானைத ௳ட ஶைறவானௌ இைதப் ேபாலேவ இல் உள்ளௌ என்௥ம் க்ஶ x r a x 
சமமானைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ 
என்௥ம் ஷ௥ழறௌ.
 காற்௖ள்ளி ௚ூ௳௧ என்பௌ அைனத்ௌ என்பௌம் என்பௌ ஆஶம்  உண்ைமயான எண் x x a 
மற்௥ம் ஒ௠ ௛ூயைத ௳ட ெபரியௌ ௚ூ௳௧ என்பௌ அைனத்ௌ ஐ௞ம் ஶ௣க்ஶம், அதாவௌx x 

ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் ஆனௌ க்ஶ சமமான க௯த்தல் ௚ூ௳௧ைய ௳ட x x b 
ெபரியௌ, 
அதாவௌ ஆனௌ க்ஶ க௯த்தல் ௚ூ௳௧ைய ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ழறார ்x x b b 
அைனத்ௌ என்பௌ என்பௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் மற்௥ம் என்பௌ ஐ ௳ட x x x b 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் மற்௥ம் அைனத்ௌ உண்ைமயான எண்களின் 
ெதாஶப்ைபக் ஶ௣க்க ைமனஸ் ௚ூ௳௧ ௚ூ௳௧ையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ இங்ேக 
௚ூ௳௧ என்பௌ ஒ௠ ஼ன்னம் , இௌ உங்க௬க்ஶ இைடெவளிகைளக் ெகா௄க்ழறௌ.
 இந்த அைனத்ௌ இைடெவளிகளின் அைனத்ௌ ௌைணக்ஶ௱க்க௬ம் இன் ௌைணக்ஶ௱க்கள் r 
எனேவ நீங்கள் கால்ஶலஸ் அல்லௌ ௔ற பாடங்களில் இந்த இைடெவளி ௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக 
இ௠க்ஶம், 
எனேவ அ௄த்ததாக நாங்கள் அ௣௚கப்ப௄த்ௌேவாம், எனேவ ஒ௠ ெதாஶப்௔ன் 
ௌைணக்ஶ௱க்களால் நாம் என்ன ெசால்ழேறாம் என்பைத நாங்கள் வைரய௥க்ழேறாம் , 
எனேவ ஼ல சமயங்களில் இந்த ஶ௣ப்ைபப் பாரக்்ழேறாம்.
  இந்த ெசால் சரியான ௌைணக்ஶ௱ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ என்பௌ இன் a x 
ௌைணக்ஶ௱ ஆனால் என்பௌ இன் சரியான ௌைணக்ஶ௱ என்௥ ஷ௥ழேறாம், ஆனால் a x a x
வலௌக்ஶ சமமாக இல்ைல, ேம௩ம் 
நாம் பயன்ப௄த்ௌம் ஶ௣௝டானௌ ௌைணக்ஶ௱௳ற்ஶ இன் ௌைணக்ஶ௱ைவப் x 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம் மற்௥ம் சரியான ௌைணக்ஶ௱ைவப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
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 இைத இப்பூ எ௱ௌங்கள், இதன் அரத்்தம் இ௠க்ஶம் என்பௌ இன் சரியான ௌைணக்ஶ௱ a x 
ஆஶம், அதாவௌ இன் ஒவ்ெவா௠ உ௥ப்௖ம் இல் உள்ளௌ மற்௥ம் a x x 
இல் ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ உ௥ப்௖ உள்ளௌ, அௌ இல் இல்ைல, எ௄த்ௌக்காட்டாக ஒன்௥ இரண்௄a 
இௌ ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ மற்ெறா௠ ெசால்௧ன் சரியான ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம்.
  பயன்பா௄ என்பௌ ிப்பரெ்சட், எனேவ இன் ௌைணக்ஶ௱ என்றால் என்பௌ இன் a b a 
ிப்பரெ்சட் என்௥ ெசால்ழேறாம், ேம௩ம் இங்ேக என்பௌ இன் ிப்பரெ்சட் என்பைதக் b a 
ஶ௣க்க இைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , ௔ன்னர ் என்றால் இன் ிப்பரெ்சட் ஆனால் b a b 
சமமாக இல்ைல.

க்ஶ, இன் சரியான ிப்பரெ்சட் என்௥ நாம் எ௱ொனால், இன் சரியான ிப்பரெ்சட்  a ab a 
என்௥ ெசால்லலாம் , இதன் அரத்்தம் இௌதான் மற்௥ம் என்பௌ சரி என்பதற்ஶச ்சமம் அல்ல b 
என்௥ கடந்த வஶப்௔ல் ௟னியன் ஶ௥க்ஶெவட௄் நிரப்௖தல் மற்௥ம் ௳த்ொயாசத்ைத அைமக்க 
ேபான்ற ெசடக்ளில் ஼ல ெசயல்பா௄கைளப் பற்௣ அ௣ந்ேதாம்.
 இன்௥ நாம் இந்த ெசயல்பா௄களின் ௟னியன் மற்௥ம் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ஼ல பண்௖கைள 
படூ்ய௧௄ேவாம், 
எனேவ ௚த௧ல் ஒன்௥ என்னிடம் இரண்௄ ெசடக்ள் இ௠ந்தால் ஒ௠ ௟னியன் ௔ 
௟னியைனப் ேபான்றௌ, இௌ பரிமாற்றச ்சட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ இரண்டாவௌ 
என்னிடம் ௛ன்௥ ௌைணக்ஶ௱க்கள் இ௠ந்தால் ௟னியன் ௔ ௟னியன் ஼ இௌ ௟னிய௑டன் b 
ஒ௠ ெதா௯ற்சங்கம் ஼ இௌ  அேசா஼ேயடூ்வ் சட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ 
உண்ைமயான எண்கைளச ்ேசரப்்பதற்கான இந்த ௳ொ௚ைறகைள நீங்கள் ேகடூ்௠க்க 
ேவண்௄ம் 
, ஷட்டல் என்பௌ பரிமாற்றக் ஷட்டல் என்பௌ அேசா஼ேயடூ்வ் ஆஶம், எனேவ ௟னியைன 
எ௄த்ௌக்ெகாள்வௌ மாற்றத்தக்க அேசா஼ேயடூ்வ் ௛ன்றாவௌ, எங்களிடம் இௌ கா௧யாக 
உள்ளௌ, எனேவ நீங்கள் ெவற்௥ ெதாஶப்ைபக் ெகாண்ட ௟னியைன எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் .
  இௌ க்ஶ சமம் எனேவ இௌ உண்ைமயான எண்ேக்ஶ சமம் ஒ௠ ஷட்டல் 0 க்ஶ சமம் இௌ a 
உண்ைம மற்௥ம் ஒ௠ ெதா௯ற்சங்கம் க்ஶ சமம் இைத ஼ல சமயங்களில் அைடயாளச ்சட்டம் a 
என்௥ அைழக்ழேறாம் , இைத ஐெடம்ேபாெடன்ட் என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் எனக்ஶ 
ஒன்௥ ௔ூக்ஶம் எனேவ என்றால் இன் ௌைணக்ஶ௱ ௔ன்னர ் உடன் ஒ௠ a a u u 
ெதா௯ற்சங்கம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஶ௥க்ஶெவட௄்க்கான ஒத்த பண்௖கைள நாங்கள் u 
ெகாண்௄ள்ேளாம் ௙ண்௄ம் ெவட௄்ம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் மாற்றத்தக்கௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் b 
என்பௌ உடன் ஶ௥க்வ௄ என்பௌ உடன் ஶ௥க்ழடப்பட்ட உடன் ெவட்டப்பட்டதற்ஶ aa b c c 
சமம்  ெவற்௥த் ெதாஶப்௖ ெவற்௥த் ெதாஶப்ைபக் ெகா௄க்ழறௌ ஒ௠ ெவட்டப்பட்ட என்பௌ a a 
ஆஶம் , என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱வாக இ௠ந்தால், உடன் ெவட்டப்பட்ூ௠ப்பௌ a b b a 
ேபாலேவ இ௠க்ஶம், எனேவ இந்தப் பண்௖கள் அ௄த்த ஒன்ைறச ்சரிபாரக்்க ௘க௵ம் எளிதானௌ.
 ௚க்ழய ௳ஷயம் என்னெவன்றால், ௳நிேயாகச ்சட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ ab 
மற்௥ம் ஆழய ௛ன்௥ ெசடக்ள் இ௠ந்தால் , ௟னியன் உடன் ெவட்டப்பட்டால், c b c b 
௟னிய௑டன் ஶ௥க்ழடப்பட்ட ஒ௠ உரிைமக்ஶ சமம், எனேவ இௌ ஶ௥க்ஶெவட௄் c 
ஒன்௣யத்ொன் ௙ௌ ௳நிேயாழக்ழறௌ என்௥ ஷ௥ழறௌ.
 ௙ண்௄ம் ஒத்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால், உங்களிடம் தயாரிப்௖ மற்௥ம் ஷட௄்த்ெதாைக 
இ௠ந்தால், ஒ௠ ௚ைற ஷட்டல் என்பௌ ஒ௠ ௚ைற ஷட்டல் ஒ௠ ௚ைற மற்௥ம் b c b c 

உடன் ஒ௠ ஒன்௣யம் ஶ௥க்ழடப்பட்ட ஒ௠ ஒன்௣யம் என்பௌ ஒ௠ ௟னியன் உடன் b c b c 
ஶ௥க்ழடப்பட்டௌ, எனேவ இௌ ௚த௧ல் ௳ளக்ஶழேறன்  ஒன்௥ ெவன் வைரபடத்ைதப் 
பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம், மற்௥ம் ௛ன்௥ ெதாஶப்௖கள் இ௠ந்தால், உடன் ab c b 
ெவட்டப்பட்டைத இந்த ஼வப்௖ மற்௥ம் உடன் ெவட௄்வௌ இந்த பஶொ என்௥ எ௱ௌழேறன், c 
நீங்கள் இந்த இரண்ூன் ஒன்௣யத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ஼வப்௖ ஒ௠ ெவட௄்  மற்௥ம் b 
நீலப் பஶொ உடன் ஶ௥க்ழடப்பட்டௌ மற்௥ம் இவற்௣ன் ஒன்௣யம் ௟னியன் உடன் c b c 
ஶ௥க்ழடப்பட்டௌ அேத ேபால் நீங்கள் இரண்டாவதாக மற்ெறா௠ ௳ஷயத்ொற்ஶ ஼ல நிரப்௖ 
பண்௖கைள ெசய்யலாம், எனேவ என்னிடம் இ௠ந்தால் அௌ உலகளா௳ய ெதாஶப்௖ ஆஶம்.u 

என்பௌ ைமனஸ் ஒ௠ உரிைமையத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ ௚தல் ெசாத்ௌ  t u 
என்னெவன்றால், நாம் நிரப்௔௜ன் பாராடை்ட எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இதற்ஶ சமமாகப் 
ெப௥ழேறாம் , ஏெனன்றால் ஒ௠ பாராட௄் நிரப்௖ என்பௌ ைமனஸ் ஒ௠ நிரப்௖ மற்௥ம் இௌ u u 
ைமனஸ் ைமனஸ் ஆஶம் ஒ௠ தாேன சமம் மற்௥ம் ெவற்௥ ெதாஶப்௔ன் நிரப்௖ என்ன, u a 
ஏெனனில் ெவற்௥ ெதாஶப்௔ல் உ௥ப்௖ இல்ைல  
மற்௥ம் இரண்௄ம் ௞னிவரச்ல் ெசட் இன் ௌைணக்ஶ௱க்கள் ௔ன்னர ் இன் நிரப்௖ ஒ௠ u b 
உரிைம௜ன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், ஏெனனில் நிரப்௖த௧ல் உள்ள அைனத்ௌம் இல் b u 
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இ௠க்ஶம் ஆனால் இல் இல்லாத அைனத்ௌ ஷ௥கைள௞ம் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ஒ௠ உ௥ப்௖ b b 
இல் இல்ைல என்றால் அௌ ௚ூயாௌ ல் இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ என்பௌ இல் இல்ைல a x b 
என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, இௌ என்பௌ இல் இல்ைல என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, ஏெனனில் x b a 
என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம்.b 
  பாராட௄் எனேவ அ௄த்ௌ நாம் ெதா௯ற்சங்கங்கள் மற்௥ம் உள்ள ெதாடர௖்  நிரப்௖த௩டன் 
ஶ௥க்ஶெவட௄், எனேவ இைவ இரண்௄ ௘க ௚க்ழயமான பண்௖கள் மற்௥ம் இைவ ூ 
ேமாரக்னின் சட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, எனேவ ௚தல் ஒன்௥  , பாராட௄்களின் 
ஶ௥க்ஶெவட௄்க்ஶ சமமான ெதா௯ற்சங்கத்ொன் நிரப்௖தைல நான் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், ஒ௠ 
௟னியன் நிரப்௖ என்பௌ உடன் ெவட்டப்பட்ட பாராட௄்க்ஶ சமம்.b b 
 நிரப்௖ மற்௥ம் இரண்டாவதாக நான் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் நிரப்௔ைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், நான் 
௙ண்௄ம் பாராட௄்க்களின் ஒன்௣யத்ைதப் ெப௥ழேறன், இைத நீங்கள் வைரபடத்ைத 
வைரவதன் ௛லம் பாரக்்கலாம், எனேவ நீங்கள் ஒ௠ ௟னியன் ஐப் பாரத்்தால் ெவன் b 
வைரபடத்ைத வைரந்தால்,  இௌ மற்௥ம் அொல் இல்லாத அைனத்ௌம்  இல் இல்ைல, எனேவ a b 
இந்த பஶொ ஒ௠ ௟னியன் என்றால் என்ன ஒ௠ மற்௥ம் b complement complement b 

என்பௌ இல் இல்லாத அைனத்ௌ ஷ௥கைள௞ம் உள்ளடக்ழயௌ complement a complement a 
ஆனால் இௌ இல் இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிகைள உள்ளடக்ழயௌ ஆனால் அேத b b complement 
இல் இல்லாத அைனத்ௌ ஷ௥க௬ம் இல் இல்லாதைவ ஆனால் இல் இ௠க்ஶம் ஆனால் b a b 
இல் இல்லாத தனிமங்கைளக் ெகாண்ூ௠க்கலாம், இந்த இரண்௄ ஼வப்௖ நிறங்க௬க்ஶம் 
ெபாௌவான தனிமங்களின் ஶ௥க்ஶெவட௄் 
சரியாக சமமாக இ௠க்ஶம்.
 நீல நிறமானௌ, இௌ எங்க௬ைடய ஒ௠ நிரப்௖, இௌ எங்கள் நிரப்௖ , ௔ன்னர ்இௌ b b 

உடன் ெவட்டப்பட்ட ஒ௠ பாராட௄்க்ஶ சமம் , அ௄த்ௌ நாம் ெசய்ேவாம், நம்௘டம் complement a 
மற்௥ம் இரண்௄ ெசடக்ள் உள்ளன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் அொல் உள்ள b 
உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.

மற்௥ம் ௔ன்னர ்௟னியனில் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகையப் பற்௣ எௌ௵ம் ஷற   a b 
௚ூ௞மா, 
எனேவ ௚த௧ல் மற்௥ம் இரண்௄ வைரய௥க்கப்படட் ெதாஶப்௖கள் என்௥ எ௱ௌழேறன், a b 
அதாவௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் கா௧யாக இ௠க்ஶம், அௌ மற்௥ம் இரண்௄ இைணயான b a b 
ெதாஶப்௖கள்.
 
௟னியனில் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக என்ன என்றால் , ஒ௠ ௟னியன் இன் இன் b n n 
க்ஶ சமம் இௌ வலௌ௖றத்ொல் உள்ள ஒ௠ ஷட்டல் இன் க்ஶ சமம், ஏெனனில் b n n 
ெதா௯ற்சங்கத்ொல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகயானௌ, அௌ அல்லௌ இல் உள்ளௌ a b 
மற்௥ம்  இல் உள்ள தனிமங்களின் எண்ணிக்ைக இன் ஆஶம், இௌ இல் உள்ள a a n b 
உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக இன் இௌ இல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக மற்௥ம் n b a a 
மற்௥ம் இரண்ூற்ஶம் ெபாௌவான எந்த உ௥ப்௖ம் இல்ைல என்பதால் , தனிமங்களின் b 
எண்ணிக்ைக என்பௌ ெதளிவாழறௌ.
 ஒன்௣யத்ொல் மற்௥ம் ல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக௜ன் ஷட௄்த்ெதாைக ஆஶம்a b so
 இந்த ௳ஷயத்ொல், மற்௥ம் என்ற இரண்௄ ெதாஶப்௖கள் உள்ளன, அைவ ஒன்௥க்ெகான்௥ a b 
இைணக்கப்பட௳ல்ைல, எனேவ அல்லௌ இல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகைய a b 
எண்ேவௌ மற்௥ம் இல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகையச ்ேசரப்்பௌ ேபாலேவ a b 
இ௠க்ஶம்.
  ெபாௌவாக நாங்கள் ெசால்ழேறாம், எனேவ ெபாௌவாக 
ஒ௠ ௟னியனின் இன் இௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ைமனஸ் இன் இன் ௔ளஸ் க்ஶ n b b n n n 
சமம் இௌ ௟னியனின் உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகக்கான ௘க ௚க்ழயமான ித்ொரமாஶம், b 
இௌ உங்க௬க்ஶ ௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம்  கற்றல் நிகழ்தக௵ எனேவ இௌ ஏன் உண்ைம 
என்பைத நி௡௔ப்ேபாம், எனேவ ௟னியன் ஆ ௟னியன் ஐ ஒ௠ ைமனஸ் ௔ ௟னியனின் ௔ள௵ b 
௟னியன் என எ௱தலாம்.
 ஒ௠ ைமனஸ் ஶ௥க்ஶெவட௄் மற்௥ம் ைமனஸ் ேஜாூவரிைசயாகப் ௔ரிக்கப்ப௄ம் ba b b a 
இடத்ொல் இைவ ூஸ்ேஜா௜ண்ட் ஆஶம், இப்ேபாௌ நாம் அ௣ழேறாம்.
  ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ சமம்  ௔ளஸ் இன் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ௔ளஸ் இன் க௯த்தல் n b n b n b a 
இப்ேபாௌ மற்௥ம் இல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைக௜ன் அூப்பைட௜ல் இைத a b 
ெவளிப்ப௄த்த ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ இல் உள்ள தனிமங்களின் எண்ணிக்ைக ஒ௠ a 
க௯த்தல் இல் உள்ள தனிமங்களின் எண்ணிக்ைகையத் த௳ர ேவ௣ல்ைல என்பைத b 
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நிைன௳ல் ெகாள்க.
 மற்௥ம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் உள்ள தனிமங்களின் ஷட்டல் எண்ணிக்ைக, எனேவ இௌ ஒ௠ 
ைமனஸ் ௔ ௔ளஸ் இன் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ௔ளஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.n b n  
 ஒ௠ க௯த்தல் ஒன்௣யம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் இௌ ஒன்௥க்ெகான்௥ இைணந்த ஒன்௣யம் b b 
எனேவ இன் ஒ௠ ைமனஸ் ௔ளஸ் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க்ஶ சமம் இேதேபால் a n b n n b n 
இன் என்பௌ இன் க௯த்தல் ஷட்டல் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் எனேவ நீங்கள் பாரத்்தால் b b b a n b 
௚ந்ைதய பக்கம் ஒ௠ ைமனஸ் ௔ ௔ளஸ் இன் ௚தல் இரண்௄ ெசாற்கள் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் n 

இௌ இன் ஒ௠ ைமனஸ் ஒ௠ ௔ளஸ் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் இௌ இன் ஆஶம், ௔ன்னர ்n b n b b n 
நாம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ைமனஸ் ஐக் ெகாண்௄ள்ேளாம், எனேவ ஒ௠ ௟னியன் n n b 
என்பௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் இன் ஷட்டல் இன் க௯த்தல் க்ஶ சமம் எனேவ இௌ n n b n 
௘க௵ம் ௚க்ழயமான ித்ொரம் எனேவ இங்ேக நாம் உள்ளௌ  ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் உள்ள e 
உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகையக் க௯க்க, ஏெனனில் நாம் இன் உ௥ப்௖களின் a 
எண்ணிக்ைகைய௞ம் இன் உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகைய௞ம் எண்ேம் ேபாௌ b 
ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் உள்ள உ௥ப்௖கள் இரண்௄ ௚ைற கணக்ழடப்ப௄ழன்றன, எனேவ நாம் 
க௯க்க ேவண்௄ம், எனேவ நீங்கள் இைத நிைன௳ல் ெகாள்ள ஒ௠ வ௯.
 ித்ொரம் இப்ேபாௌ ஒ௠ ௟னியன் ௟னியனின் பற்௣ என்ன, என்னிடம் ௛ன்௥ ெசடக்ள் b n 
உள்ளன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔றஶ மற்௥ம் ௟னியனின் ௟னியனில் உள்ள ab c n 
உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகக்ஶ ஒத்த ஃபார௚்லாைவ எ௱தலாம் ௚ந்ைதய ித்ொரத்ொன் ௛லம் 
இைத எ௱தலாம்  ௟னியன் மற்௥ம் இன் ௟னியன் மற்௥ம் இன் ஒ௠ ௔ளஸ் இன்b c n b c n n 

௟னியனின் க௯த்தல் என நாம் ௙ண்௄ம் அ௣ேவாம், இைத நாம் இன் ஷட்டல் b c n b b n 
இன் ைமனஸ் இன் ஶ௥க்ஶெவட௄் க௯த்தல் ஆக எ௱தலாம்.c n b c n 
 ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் ௟னியன் இப்ேபாௌ ூ ேமாரக்னின் சட்டத்ொன்பூ மன்னிக்க௵ம் b c 
பழரந்்தளிக்ஶம் ெசாத்ௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் ௟னியன் இௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் b c b 
ஒன்௣யத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ உடன் ெவட்டப்பட்ட ஒ௠ ௟னியன் இௌ ஒ௠ c n b c 
ஶ௥க்ழடப்பட்ட க்ஶ சமம் n 
ஒ௠ ெவட௄்ம் இன் ஷட்டல் இரண்௄ ெசடக்ளின் ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க௯த்தல் wi b n  th c n, 
இௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் உடன் ஶ௥க்ழடப்பட்ட ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் ஆஶம், எனேவ இௌ ஒ௠ c b 
ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் க்ஶ சமம் ௔ளஸ் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄்டன் க௯த்தல் ஒ௠ n b n c c 
ஶ௥க்ஶெவட௄் ஶ௥க்ஶெவட௄் ஒ௠ ஶ௥க்வ௄ உடன் ஶ௥க்ழடப்பட்டௌ உடன் நாம் b b c 
இந்தச ்சமன்பாடை்டப் ெபற்௥ள்ேளாம், ௔ன்னர ்சமன்பா௄ இரண்௄ உள்ளௌ, எனேவ சமன்பா௄
இரண்ூல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ ெவட௄் ௟னியன் இன் இன் மொப்ைப சமன்பாட்ூல் ைவத்தால் , b c n 
ஒ௠ ௟னியன் ௟னியன் இன் என்ன ழைடக்ஶம்  ஒ௠ ஷட்டல் இன் ௔ளஸ் இன் b c n n b n c 
ைமனஸ் ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவடூ்ன் ைமனஸ் க்ஶ சமம்.n b n 
   தனிமங்கள் ஒவ்ெவான்௣௩ம் உள்ள தனிமங்களின் எண்ணிக்ைகைய ௚த௧ல் இன் n a 
ஷட்டல் இன் ௔ளஸ் இன் ஐக் ஷடூ்னால், இரண்௄ ஶ௥க்ஶெவடை்ட ஒேர ேநரத்ொல் n b n c 
எ௄த்ௌ, ௔ன்னர ்அவற்௣ல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகையக் க௯த்ௌ௳ட௄் , 
ஶ௥க்ஶெவடை்டப் பாரக்்க௵ம்.
 ௛ன்௣௩ம் நீங்கள் ைவ 
ஒ௠ ேநரத்ொல் இரண்ூன் ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகைய நீங்கள் 
க௯க்ஶம்ேபாௌ அவற்ைற இங்ேக ேசரக்்க ேவண்௄ம்.
 ௛ன்௥ இேதேபால் நான்ழன் ஒன்௣யத்ொல் உள்ள உ௥ப்௖களின் எண்ணிக்ைகக்கான 
ித்ொரத்ைதப் ெபறலாம் , ஆனால் நாங்கள் அைதச ்ெசய்ய மாட்ேடாம் , எனேவ ஒ௠ 
உதாரணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ 400 ேபர ்இ௠க்ழறாரக்ள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , 
அவரக்ள் ஆங்ழலம் அல்லௌ இந்ொ ேபாழறாரக்ள் அல்லௌ ஼லர ்ேபாழறாரக்ள்.
  இந்த 400 ேபரில் 250 ேபர ்ேபாழறாரக்ள் என்பௌம், இந்த 400 200 ேபர ்
ஆங்ழலம் ேபாவௌம் நமக்ஶத் ெதரிந்த ௳ஷயம் என்னெவன்றால், எத்தைன ேபர ்இ௠ 
ெமா௯கைள௞ம் ேபாழறாரக்ள் என்பௌதான் சரி,
 அதனால் நாம் என்ன ெசய்ய 
ேவண்௄ம் என்பௌதான்.

இல் ேபாம் நபரக்ளின் ெதாஶப்௖ ஆங்ழலம் ேபாம் நபரக்ளின் ெதாஶப்பாஶம், எனேவ  e n 
இன் என்பௌ இ௠௏ற்௥ ஐம்பௌ இன் 200 மற்௥ம் இன் ஒன்௣யம் எனேவ h n e n h e h 
ஒன்௣யம் என்பௌ ேபாம் நபரக்ளின் ெதாஶப்பாஶம்.e 
 இந்ொ அல்லௌ இ  ஆங்ழலத்ொல் இௌ 400 என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ மற்௥ம் உடன் e 
ஶ௥க்ழடப்பட்ட இன் என்ன என்பைதக் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், ஆங்ழலத்ொல் h n n 
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எத்தைன ேபர ்ேபாழறாரக்ள், எனேவ 
௟னியன் இன் இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ இைதக் கணக்ழடலாம் என்பைத h e 

அ௣ேவாம்.
 

ஶ௥க்ஶெவட௄் இன் ஷட்டல் இன் க்ஶ சமம், எனேவ இௌ உடன் ெவட்டப்பட்ட h e h n n e h 
இன் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ ௟னியனில் க௯த்தல் இந்த ஷட்டல் இன் ஷட்டல் க்ஶ சமம் n e n h n 
எனேவ இௌ க௯த்தல் நான்ழற்ஶச ்சமம்  ௏௥ ஷட்டல் 250 ஷட்டல் 200 என்பௌ 50 ஐக் 
ெகா௄க்ஶம்.
 எனேவ 50 ேபர ்இந்ொ மற்௥ம் ஆங்ழலம் இரண்ைட௞ம் ேபாழறாரக்ள், எனேவ நான் ஼ல 
஼க்கல்கைளச ்ெசய்ழேறன், எங்களிடம் மற்௥ம் ெசடக்ள் உள்ளன என்௥ ab c 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதாவௌ ஒ௠ ௟னியன் என்பௌ ௟னியன் மற்௥ம் உடன் ெவட௄்ம்b c b 

உடன் ெவட்டப்பட்டதற்ஶச ்சமம் என்பௌ உங்க௬க்ஶ ஒ௠ ௟னியன் என்பௌ ஒ௠ ௟னியன் c b c
க்ஶ சமம் என்௥ம் , உடன் ஶ௥க்ழடப்ப௄வௌ உடன் ெவட்டப்பட்டால் என்பௌ க்ஶ சமம் b c b c 
என்பைத நி௡௔க்க௵ம், எனேவ இரண்௄ ெதாஶப்௖கள் ஒேர மாொரியானைவ என்பைத எவ்வா௥
நி௡௔ப்பௌ என்பைதக் காட௄்ழேறன்.
 எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைதக் காட்ட, என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ என்பைத b c b c 
நி௡௔ப்ேபாம்.
 

௚தல் வைர l c 
என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ என்௥ம் என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ என்௥ம் காடூ்னால் b c c b 

ேபாௌம்,
 அதனால் ஏன் இன் ௌைணக்ஶ௱ என்௥ பாரக்்கலாம் எனேவ என்பௌ இல் உள்ள எந்த b c x b 
உ௥ப்பாக௵ம் இ௠க்கட௄்ம் என்பௌ ௩ம் இ௠ப்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம்.x c 
 எனேவ என்பௌ ஒ௠ ௟னியனின் ௌைணக்ஶ௱ என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இல் b x b 
இ௠ந்தால் அௌ௵ம் ஒ௠ ௟னியன் ஆனால் ஒ௠ ௟னியன் என்பௌ ஒ௠ ௟னியன் க்ஶ சமம் b b c 
எனேவ இௌ நான் இல் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அௌ ஒன்௣யத்ொற்ஶச ்ெசாந்தமானௌ x x 
என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.

மற்௥ம் எனேவ இௌ என்பௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்லௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ   a c x a x c 
என்பைத இப்ேபாௌ நாம் நி௡௔க்க ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், ல் உள்ளௌ எனேவ x c x c 
இல் இ௠ந்தால் ல் ௚ூந்ௌ௳ட்ேடாம் x c 
, இல்ைலெயனில் இல் இ௠ந்தால் சரி ௔ன்னர ் என்பௌ உடன் ெவட்டப்பட்டைதச ்x a x b 
ேசரந்்தௌ, ஏெனனில் ஏற்கனேவ இல் இ௠ப்பதாக எ௄த்ௌக் ெகாள்ளப்பட்டௌ, ஆனால் x b b 
உடன் ெவட்௄வௌ உடன் ெவட்டப்பட்டதற்ஶச ்சமம் எனேவ உடன் ெவட்டப்பட்டைதச ்c x c 
ேசரந்்தௌ, இௌ என்பௌ இல் இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இரண்௄ நிகழ்௵களி௩ம் நாம்x c 

என்பௌ க்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பைத ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ x b b c 
மற்௥ம் அேத ேபால் நீங்கள் இல் ஏேத௑ம் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் என்பௌ இன் c x c b 
ௌைணக்ஶ௱ என்௥ காட்டலாம் , அேத வாதத்ொன் ௛லம் என்௥ பாரத்்ோரக்ள்  என்பௌ க்ஶi t b 
ெசாந்தமானௌ என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, இௌ என்பௌ சரி இரண்டாவௌ ௔ரசச்ைனக்ஶ b c 
சமம் என்௥ ெசால்ழேறன், எனேவ இன் சக்ொ ெதாஶப்௖ க்ஶ சமம் என்றால் என்பௌ க்ஶa b a b 
சமம் என்௥ காட௄்ேவாம், எனேவ அந்த சக்ொைய நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்  ஒ௠ ொ௠ம்ப 
அைழக்ஶம் சக்ொ ெதாஶப்௔ன் ெதாஶப்௖ இன் அைனத்ௌ ௌைணக்ஶ௱க்களின் a 
ெதாஶப்௔ற்ஶம் சமம் எனேவ இௌ அைனத்ௌ க்ஶம் சமம், அதாவௌ என்பௌ இன் c c a 
ௌைணக்ஶ௱ எனேவ இரண்௄ ெசடக்ளின் சக்ொ ெதாஶப்௖கள் ஒேர மாொரியானைவ என்பைத 
நாம் அ௣ந்தால் அைத நி௡௔க்க ௳௠ம்௖ழேறாம் ெதாஶப்௖கள் ஒேர மாொரியானைவ, எனேவ a
என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைத நி௡௔க்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ ௳ன் ௌைணக்ஶ௱வானௌ b aa 
சரியான பவர ்ெசட்ூன் பவரெ்சட்ூற்ஶ உரியௌ என்பதால், அௌ அைனத்ௌ 
ௌைணக்ஶ௱க்கைள௞ம் ெகாண்௄ள்ளௌ.
 

இன் பவர ்ெசட௄்க்ஶ சமமாக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இௌ என்பௌ இன் பவர ்b a b 
ெசடூ்ற்ஶ ெசாந்தமானௌ என்பைத ஶ௣க்ழறௌ  இன் பவர ்ெசட௄்க்ஶ சமமான இன் a b 
ெதாஶப்௖, இௌ என்பௌ இன் ௌைணக்ஶ௱ என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ எனேவ என்பௌ க்ஶ b a a b 
சமம் எனேவ என்ைன ௳௄ங்கள் நாம் பயன்ப௄த்ொ வ௠ம் ஼ல ஶ௣ப்௖கைள i  
அ௣௚கப்ப௄த்ௌங்கள், எனேவ நான் ஼ல அ௣க்ைககைள எ௱ொனால் ஒன்௥ இரண்௄ 
அ௣க்ைகைய ஶ௣க்ழறௌ, அதாவௌ அ௣க்ைக ஒன்௥ உண்ைம என்றால், அ௣க்ைக 2 
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சரியானௌ, எனேவ இைத எ௱ௌவதற்ஶப் பொலாக, அந்த அ௣க்ைக ஒன்ைறக் ஷற இந்த 
உடஶ்௣ப்௖ அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
 
ஷற்௥ ஒன்௥ உண்ைம என்றால், ஷற்௥ இரண்௄ உண்ைம, மற்ெறான்௥ நாம் ஷற்௥ ஒன்ைறப் 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 
இந்த இ௠ பக்க உட்ஶ௣ப்௖ அ௣க்ைக இரண்௄ இதன் ெபா௠ள், அ௣க்ைக ஒன்௥ உண்ைம 
என்றால், இரண்௄ உண்ைமயாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம, அ௣க்ைக ஒன்௥ உண்ைமயாக இ௠ந்தால்,
அ௣க்ைக உண்ைம என்௥ அரத்்தம்.
  உண்ைமயாக இ௠த்தல் மற்௥ம் இரண்௄ அ௣க்ைககள் உண்ைமயாக இ௠ந்தால், அ௣க்ைக 
ஒன்௥ உண்ைமயாஶம் , ேம௩ம் ஐ ட௖ள் எஃப் என்௥ எ௱ொனால் மட௄்ேம எ௱ௌவதற்ஶ 
ஶ௥க்ஶவ௯க் ஶ௣ப்௕௄ம் உள்ளௌ.

இௌ சரி என்௥ நான் இன்௑ம் ஒ௠ உதாரணம் த௠ழேறன், எனேவ ஒ௠ ெவட்டப்பட்ட   f b 
என்பௌ ெவ௥ைமயற்றௌ என்பௌ உடன் ெவட்டப்பட்டௌ ெவ௥ைமயற்றௌ மற்௥ம் ஒ௠ b c 
ெவட்டப்பட்ட இௌ௵ம் கா௧யானௌ அல்ல c 
ெவட்டப்பட்ட ஶ௥க்ழடப்பட்ட கா௧யாக இல்ைல என்பௌ உண்ைமயா, எனேவ ேஜாூ b c 
வாரியாக அைவ ௔ரிக்கப்படாத ௛ன்௥ ெதாஶப்௖கள் இ௠ந்தால், அைவ ஒவ்ெவான்௣௩ம் 
ெபாௌவான ஒன்௥ உள்ளௌ என்பௌ உண்ைமயா, எனேவ பொல் இல்ைல, ஏெனனில்  இந்த 
உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் என்பௌ இரண்௄ ௖ள்ளிகள் ௗஜ்௷யத்ைத மட௄்ேம a 
ெகாண்ட ெதாஶப்௔ற்ஶ சமம் , ஒ௠ என்பௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ மற்௥ம் என்பௌ 0 b c 
மற்௥ம் 2 வலௌ, எனேவ 0 ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄்க்ஶ ெசாந்தமானௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் c 1 b 
மற்௥ம் 2 க்ஶ ெசாந்தமானௌ ஶ௥க்ஶெவட௄் எனேவ இந்த ேஜாூ வாரியாக இைவ c 
அைனத்ௌம் ஒன்௣ைணக்க௳ல்ைல, ஆனால் 

மற்௥ம் க்ஶ ெபாௌவான உ௥ப்௖ ஏேத௑ம் உள்ளதா இல் இல்ைல மற்௥ம் இல் ab c 0 b 1 a b 
இல்ைல ஆனால் இல் மற்௥ம் இல் இல்ைல ஆனால் c 2 b c a

இல் இல்ைல  ஶ௥க்ஶெவட௄் ஶ௥க்ஶெவட௄் இௌ கா௧யாக உள்ளௌ, எனேவ இன்௥  so a b c 
இங்ேக நி௥த்ௌேவாம், அ௄த்த வஶப்௔ல் நான் இன்௑ம் ஼ல ெசட் உதாரணங்கைளச ்
ெசய்ேவன், அௌ ெசட௄்களின் அத்ொயாயத்ைத ௚ூக்ஶம் நன்௣ 
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