
െസുئകെളുׯറിتു׺ ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ അവസാന ױാസിൽ 
ഞ׹ൾ െസുئകൾ എؓാെണ്ؗ സംസാരിു׺, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ െസുئകളിെല ചില 
ْപവർ؋ന׹െളുׯറി്׺ പഠിുׯകയും നിരവധി െനാേ؂ഷനുകൾ അവതരിؚിുׯകയും െചᅃٝു, 
അതിനാൽ ഗണിതശാസ്ْത؋ിെല മിׯവാറും എبാ ശാഖകളിലും ഉപേയാഗിؗുׯ വളെര 
ഉപേയാഗْപദമായ ആശയ׹ളാണ് െസുئകൾ. എبായിടു؋ം ഫംഗ് ഷൻ ബؖ׹െളുׯറി്׺ പഠിുׯക, 
െസുئകൾ വരുؗതായി നി׹ൾ കാണും, അതിനാൽ െസുئകളുെട ആശയ׹ൾ നؗായി 
മനشിലാേׯ؇ത് വളെര ْപധാനമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ആരംഭിׯെ؂ , ഒരു െസئിെന 
ْപതിനിധീകരിؗുׯതിനുت ര؇് വّതُّ ٝവഴികെളുׯറി്׺ ഞ׹ൾ സംസാരിു׺െവ്ؗ ആദّം ഞാൻ 
ഓർׯെ؂ ഒ്ؗ േറാزർ രൂപവും ര؇ാമേ؋ത് േറാزർ േഫാമിൽ ഒരു ബിൽഡർ േഫാം 
സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ , എبാ ഘടക׹ളും ലിുزെചയ് തിരിؗുׯ എبാ ഘടക׹ളും ഞ׹ൾ ലി്ز 
െചുؗുإ എؗത് ഓർأിׯാം , െപാതുേവ യഥാർ، സംഖّകളുെട െസ്ئ േപാലുت പരിമിതമായ 
െസുئകളിൽ േറാزർ േഫാം ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ െസ്ئ ബിൽഡർ 
ആവശّമാണ് േഫാം എ׸ിലും ചില അനؓമായ െസുئകൾ്ׯ നമു്ׯ ഒരു കൂ؂ം സٔാഭാവിക സംഖّകേളാ
ഇര؂ സംഖّകേളാ ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഇേؚാഴും േറാزർ േഫാമും ഉപേയാഗിׯാം, പേײ െസ്ئ ബിൽഡർ 
േഫാം െപാതുെവ കൂടുതൽ ഉപേയാഗْപദമാണ് അതിനാൽ ഞാൻ ചില െനാേ؂ഷനുകൾ അവതരിؚിുׯം . 
യഥാർ، സംഖّകളുെട ഗണ؋ിൽ ഇടേവളകൾ എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗതിെന ഞ׹ൾ നിർجചിുׯം, 
അതിനാൽ എؗിവ േനׯാൾ കുറവുت യഥാർ، സംഖّകളായിരിׯെ؂, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ a, b b- 
ഇടേവള എഴുതുؗു, ഇത് എبാ ന്െറയും ഗണ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ഒരു യഥാർ، ab x x 
സംഖّയും ആണ്. േനׯാൾ കുറവാണ് േനׯാൾ കുറവാണ് ഇതിെന ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ എ്ؗa is x- b-
വിളിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും a b 
സ׽ീകരണമാണ് , ഞ׹ൾ ഈ അട׺ ْബാئ്ׯ ഉപേയാഗിുؗുׯ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഒരു ab x 
യഥാർ، സംഖّയാെണؗും കുറവാെണؗും പറയുؗു ന് തുലّമായതിേനׯാൾ തുലّമാണ് ന് a x b 
തുലّമാണ് ഇത് അട׺ ഇടേവളയാണ് , ഞ׹ൾ പകുതി തുറؗേതാ പകുതി അട׺േതാ ആയ ഇടേവളകളും
ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് എؗത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണؗും എؗത് x x x a 
േയׯാൾ വലുതും ന് തുലّവുമാണ്. അതുേപാെല , ഇത് ൽ ലാെണؗും ന് തുലّമായത് b x- r- a x-

േനׯാൾ കുറവാണ്, േനׯാൾ കുറവാെണؗും എبാ അനؓമായ ഇടേവളകളും ഞ׹ൾ x- b- 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു േകാമ അനؓത എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് എبാ ഉം x-
അർ،മാുׯം. ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, എؗത് അട׺തിേനׯാൾ വലുതാണ്, അനؓത എبാ x x x
എؗതിനർ،ം ഒരു യഥാർ، സംഖّയും വലുതുമാണ് എؗതിന് തുലّമായ ഒരു ൈമനസ് x x ger 
ഇൻഫിനിئി എؗതിനർ،ം പറയുؗു, എؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയിൽ നി്ؗ to b x x b b 
അട׺ിരിുؗുׯ എؗാണ് ഇതിനർ،ം എبാ ന്െറയും അർ،ം ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, x x x 
എؗത് േയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് , ഞ׹ൾ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഉപേയാഗിുؗുׯ എبാ b 
യഥാർ، സംഖّകളുെടയും ഗണെ؋ സൂചിؚിׯാനുت അനؓത ശരി, അതിനാൽ ഇവിെട അനؓത 
ഒരു ചിصം മാْതമാണ്, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഇടേവളകൾ നൽകുؗു, ഈ എبാ ഇടേവളകളുെടയും 
ഉപഗണ׹ളാണ് ഇവെയبാം ന്െറ ഉപഗണ׹ളാണ് അതിനാൽ നി׹ൾ കാൽുׯലസ് പഠിുׯേآാേഴാ r 
മ്ئ വിഷയ׹ളിേലാ ഈ ഇടേവളകൾ വളെര ഉപേയാഗْപദമാകും അതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ 
അവതരിؚിുׯം, അതിനാൽ ഒരു െസئിന്െറ ഉപഗണ׹ൾ െകാ؇് ഞ׹ൾ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് 
എ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ കുറി്ؚ ചിലേؚാൾ ശരിയായ ഉപഗണം എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗത് ന്െറ ഒരു ഉപഗണമാെണ׸ിൽ എؗത് ന്െറ ശരിയായ a x a x 
ഉപഗണമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , എؗാൽ വല؋ിന് തുലّമب, ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ a is x 
െനാേ؂ഷൻ ഉപഗണ؋ിനായി ന്െറ ഒരു ഉപഗണം ഉപേയാഗിുؗുׯ, ശരിയായ ഉപഗണ؋ിന് ഞ׹ൾ x 
ഇത് ഇതുേപാെല എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ന്െറ ശരിയായ ഉപഗണമാണ്, x 
അതായത് യുെട എبാ ഘടക׹ളും ഇതിൽ ഉെ؇ؗാണ്. ലും ൽ കുറ؁ത് ഒരു മൂലകെമ׸ിലും a x x- 
ഉ؇് , അത് ൽ ഇب , ഉദാഹരണ؋ിന് ഒ്ؗ ര؇് ഇത് ആണ് ഗണ؋ിന്െറ േറാؚർ ഉപഗണം ഒ്ؗ ര؇് a- p 
മൂ്ؗ മെئാരു പദ؋ിന്െറ ഉപേയാഗം സൂؚർെസ്ئ ആണ്, അതിനാൽ യുെട ഒരു സൂؚർെസ്ئ ആണ് a b 
എ്ؗ പറയുؗു, യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ്, ഇവിെട െനാേ؂ഷൻ എؗത് യുെട ഒരു a b b a 
സൂؚർെസئാെണؗും തുടർ്ؗ ആെണ׸ിൽ ആെണؗും സൂചിؚിׯാൻ ഇത് ഉപേയാഗിുؗുׯ. b b a 
യുെട ഒരു സൂؚർെസ്ئ എؗാൽ എؗത് യ്്ׯ തുലّമب, യുെട ശരിയായ സൂؚർെസ്ئ യുെട b a b a 
ശരിയായ സൂؚർെസ്ئ എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ഇ׹െന എഴുതിയാൽ ഇതാണ് അർ،മാؗുׯത് , എؗത് b 
കഴിױ ؁ാشിൽ നأൾ പഠി׺ ചില ْപവർ؋ന׹െളുׯറി്׺ പഠിു׺. യൂണിയൻ ഇന്റർെസക് ഷൻ 
േകാം؛ിെമന്റ്, െസ്ئ ഡിഫറൻസ് എؗി׹െനയുت െസുئകളിൽ ഇ്ؗ നأൾ ഈ ْപവർ؋ന׹ളുെട 
യൂണിയൻ, ഇന്റർെസക് ഷൻ എؗിവയുെട ചില േْപാؚർ؂ികൾ ലി്ز െചുإം, അതിനാൽ ആദّം ഒ്ؗ 
എനി്ׯ ര؇് െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ, ഒരു യൂണിയൻ ബി യൂണിയൻ തുലّമാണ്, ഇതിെന കൂّأേئ؂ീവ് 
നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ ര؇ാമേ؋ത് എ׸ിൽ എനി്ׯ മൂ്ؗ ഉപെസുئകൾ ഉ؇്, പിെؗ ഒരു യൂണിയൻ
ബി യൂണിയൻ സി, ഇത് ബി യൂണിയൻ സി ഉت യൂണിയന് തുലّമാണ്, ഇതിെന അേസാസിേയئീവ് 
നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ യഥാർ، സംഖّകൾ കൂ؂ിേ׺ർؗുׯതിനുت ഈ നിബؖനകൾ 
നി׹ൾ േക؂ിരിׯണം, കൂ؂ിേ׺ർׯൽ കൂّأേئ؂ീവ് സ׸ലനമാണ് അേشാസിേയئീവ്, അതിനാൽ 
സമാനമായി ഇത് യൂണിയൻ എടുുؗുׯ കൂّأേئ؂ീവ് അേസാസിേയئീവ് മൂؗാമേ؋ത് നأൾ എ്׺ ഇത് 
ശൂനّമായ െസئാണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ യ്്ׯ തുലّമായ ശൂനّമായ െസتുئ ഒരു യൂണിയൻ a 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് യഥാർ، സംഖّയ്്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത 0 എؗത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് a 
ശരിയാണ്, ഒരു യൂണിയൻ ഇതിന് തുലّമാണ്, ചിലേؚാൾ ഞ׹ൾ ഐഡന്റിئി നിയമം എ്ؗ a 
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വിളിുؗുׯ. ഇതിെന എ്ؗ വിളിുؗുׯ . _ _ ഉപേയാഗി്׺ മായി മുറി׺ത് യുമായി idempotent b c b 
വിഭജിׯെؚ؂തിന് തുലّമാണ്, ശൂനّമായ ഗണെ؋ വിഭജി׺ാൽ ശൂനّമായ ഒരു ഗണെ؋ ഒരു േഛദി׺c 

ആണ് , യുെട ഒരു ഉപഗണമാെണ׸ിൽ യുമായി മുറി׺ത് േപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഈ a a b b a 
ഗുണ׹ൾ വളെര എളുؚമാണ്. അടു؋ത് പരിേശാധിׯാൻ , ഡിസ്ْടിബّൂ؂ീവ് നിയമം എ്ؗ 
വിളിؗുׯത് എؓാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗീ മൂ്ؗ െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ , യൂണിയൻ ab, c b c 
ഉപേയാഗി്׺ വിഭജിׯെؚടുؗത് യൂണിയനുമായി വിഭജിׯെؚ؂തിന് തുലّമാണ്, അത് വലേ؋ാട് b c 
കൂടി വിഭജിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് പറയുؗു. യൂണിയൻ ഓവർ അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും 
സമാനമാണ് നി׹ൾ്ׯ ഉൽؚؗവും തുകയും ഉെ؇׸ിൽ, ഒരു തവണ ബി ؛സ് സി ഒരു തവണ ബി ؛സ് 
എ ൈടംസ് സി ആണ്, കൂടാെത ബി വിഭജി׺ യുണിയനുമായി ഇത് ഒരു യൂണിയൻ ബിയാണ് യൂണിയൻ c 
സി, അതിനാൽ ഇത് ആദّേ؋ത് വിശദീകരിׯാം െവൻ ഡയْഗം ഉപേയാഗി്׺ , നമു്ׯ എബിയും സിയും 
മൂ്ؗ െസുئകളാെണ׸ിൽ , ബി ഉപേയാഗി്׺ വിഭജി׺ത് ഈ ചുവ്ؚ െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ, സി െകാ؇് 
വിഭജി׺ിരിؗുׯത് ഈ ഭാഗമാണ് , നി׹ൾ ഈ ര؇ിന്െറയും യൂണിയൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ചുവ്ؚ 
ബി ഉപേയാഗി്׺ വിഭജിׯെؚടുؗു നീല ഭാഗം യുമായി വിഭജിׯെؚ؂താണ്, ഇവയുെട യൂണിയൻ c 
കൃതّമായി യൂണിയൻ യുമായി േഛദിׯെؚ؂താണ്, അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമേ؋തിന് b c 
നി׹ൾ്ׯ പൂരക؋ിന്െറ ചില സവിേശഷതകൾ െചإാൻ കഴിയും, അതിനാൽ എന്െറ 
പׯലുെ؇׸ിൽ എؗത് സാർവْതിക െസئാണ്, അേؚാൾ ഒരു അഭിനؕനം അبാെത മെئാؗുമب u u 
ഒരു അവകാശം ൈമനസ്, അതിനാൽ ആദّ സ്ٔ؋, നأൾ പൂരക؋ിന്െറ അഭിനؕനം 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഇതിന് തുലّമാണ് ലഭിؗുׯത്, കാരണം ഒരു അഭിനؕന പൂരകം യു 
ൈമനസ് യു ൈമനസ് എയ്്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് യു ൈമനസ് യു ൈമനസ് എയ്്ׯ തുലّമാണ്. ശൂനّമായ 
െസئിന് ശൂനّമായ െസئിന്െറ പൂരകെമؓാണ് പൂരക؋ിൽ യുെട എبാ ഘടക׹ളും u 
അട׹ിയിരിׯിب, കൂടാെത യുെട പൂരകം െവറും ശൂനّമായ െസ്ئ മാْതമാണ്, മെئാരു കാരّം, u a 
എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണവും ര؇ും എؗ സാർവْതിക ഗണ؋ിന്െറ ഉപഗണവും ആെണ׸ിൽ , b u b 
യുെട പൂരകം ഒരു ഉപഗണമാണ്. ഒരു അവകാശ؋ിന്െറ പൂരകം, കാരണം പൂരക؋ിെല എؓും b 
അർ،മാؗുׯത് യിലുت എبാ ഘടക׹ളും എؗാൽ യിലب, അതിനാൽ ഒരു മൂലകം ൽ u b b-
ഇെ׸بിൽ അത് ൽ ആകാൻ കഴിയിب. എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണം ആയതിനാൽ യിൽ a so x- x b a 
ഇب, ൽ ആെണ׸ിൽ അത് ലും ഉ؇ായിരിׯണം, ഒരു അഭിനؕന؋ിലാെണ്ؗ ഇത് ax a b x 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ യൂണിയനുകെളയും കവലകെളയും പൂരകവുമായി 
ബؖെؚടുു؋ം, അതിനാൽ ഇവ ര؇് വളെര ْപധാനെؚ؂ ഗുണ׹ളാണ് . ഇതിെന ഡി േമാർഗന്െറ 
നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّേ؋ത് ഞാൻ അഭിനؕന׹ളുെട കവലയ്്ׯ തുലّമായ 
യൂണിയൻ പൂരകമാണ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒരു യൂണിയൻ ബി േകാം؛ിെമന്റ്, ബി 
േകാം؛ിെമന്റുമായി കൂ؂ിേ׺ർ؋ ഒരു അഭിനؕന؋ിന് തുലّമാണ് , ഞാൻ പൂരകമാെണ׸ിൽ 
ര؇ാമേ؋ത് കവല അേؚാൾ എനി്ׯ േകാംൈ؛സിന്െറ യൂണിയൻ ലഭിുׯം ഇത് വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ 
ഡയْഗം വര്׺ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നി׹ൾ െവൻ ഡയْഗം വര׺ാൽ ഒരു യൂണിയൻ ബി 
േകാം؛ിെമന്റ് കാണുകയാെണ׸ിൽ , ഇതാണ് എയിൽ ഇبാ؋തും ബിയിൽ ഇبാ؋തുമായ എبാം, 
അതിനാൽ ഈ ഭാഗം ഒരു യൂണിയൻ ബി പൂരകമാണ്, ഒരു േകാം؛ിെമന്റിെനുׯറി്׺ എ്ؓ പറയുؗു b 

എؗത് യിൽ ഇبാ؋ എبാ ഘടക׹ളും ആണ്, എؗാൽ അതിൽ complement a complement a b 
യിലുت ഈ േപായിന്റുകൾ ഉൾെؚടുؗു, എؗാൽ യിൽ അبാ؋ എبാ ഘടക׹ളും ൽ ഇبാ؋ b b-
എبാ ഘടക׹ളും ആണ്, എؗാൽ അതിൽ ഉتതും എؗാൽ അبാ؋തുമായ ഘടക׹ൾ a 
അട׹ിയിരിׯാം. ബിയിൽ ഇേؚാൾ ഈ ര؇് ചുവ്ؚ നിറ׹ൾ്ׯ െപാതുവായുت മൂലക׹ളുെട 
വിഭജനം നീലയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഞ׹ളുെട ഒരു പൂരകമാണ്, ഇത് 
ഞ׹ളുെട ബി േകാം؛ിെമന്റാണ്, തുടർ്ؗ ഇത് ബി േകാം؛ിെമന്റുമായി വിഭജിׯെؚ؂ ഒരു 
അഭിനؕന؋ിന് തുലّമാണ് അടു؋തായി നأൾ െചേإ؇ത് , നമു്ׯ എؗീ ര؇് െസുئകൾ a, b 
ഉെ؇്ؗ കരുതുക, എؗിവയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം നമു്ׯ അറിയാം, അേؚാൾ യൂണിയനിെല a, b 
മൂലക׹ളുെട എ؉െുׯ؋റി്׺ എെؓ׸ിലും പറയാേമാ, അതിനാൽ ആദّം എؗിവ എഴുതെ؂. a, b 
ര؇് ഫിനി്ئ െസുئകൾ , അതായത് ഒരു കവല ശൂനّമാണ് എؗിവ ര؇് വിഭജന ഗണ׹ളാണ്, b a, b 
അ׹െനെയ׸ിൽ യൂണിയനിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം എْതയാണ്, അതിനാൽ ഒരു യൂണിയന്െറ n b 
ഇത് ന്െറ ؛സ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കാരണം യൂണിയനിെല ഘടക׹ളുെട എ؉ം യൂണിയനിെല b a n n 
എؓിലും ഇത് ഒؗുകിൽ യിേലാ യിേലാ ആെണؗും യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം യുെട ആണ്, a b a a n 
ഇത് യിെല എؗ മൂലക׹ളുെട എ؉ം ആണ്, ഇത് യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം ആണ് , ര؇ിനും b n a 
െപാതുവായ ഒരു മൂലകവും ഇبാ؋തിനാൽ എؗിവയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം a, b a, b 
എؗിവയിെല മൂലക׹ളുെട ആെകു؋കയാെണ്ؗ ഇത് വّװമാണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
നമു്ׯ എؗീ ര؇് െസുئകൾ ഉ؇്, അവ തأിൽ േവർെപടു؋ിയിരിؗുׯതിനാൽ എؗതിെല a, b a 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം കണׯാുؗുׯ. അെ׸بിൽ എؗത് യിെല മൂലക׹ളുെട എ؉വും യിെല b a b 
മൂലക׹ളുെട എ؉വും േചർؗുׯതിന് തുലّമാണ്, അടു؋തായി നമു്ׯ െപാതുവായി എ്ؓ പറയാൻ 
കഴിയുെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ െപാതുേവ ഒരു യൂണിയൻ എؗത് ൈമനസിന്െറ ഒരു n b b 
 n n n b تിനു؋؉ളുെട എ׹ന്െറ യൂണിയൻ ഘടകײസ് ന്െറ ന് തുലّമാണ് ഒരു ഇന്റർെസ؛
വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു േഫാർമുലയാണിത്, ഇത് േْപാബ് പഠിുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ വളെര 
ഉപേയാഗْപദമാകും കഴിവ്, എؓുെകാ؇് ഇത് ശരിയാെണ്ؗ നമു്ׯ െതളിയിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
യൂണിയൻ യൂണിയൻ എؗത് ഒരു ൈമനസ് യൂണിയന്െറ ഡിേസായിന്റ ്യൂണിയൻ ആയി a b b 
എഴുതാം. ഒരു ൈമനസ് ബി എ ഇന്റർെസക് ഷൻ ബിയും ബി ൈമനസ് എയും േജാടിൈവസ് 
ഡിസ് േജായിന്റ് ആകുؗിട്؋ ഇവ ഡിസ് േജായിംഗ് ആണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാം ഡിേസായിന്റ് 

Pru
tor
@
IIT
K



െസുئകൾ്ׯ യൂണിയനിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം അവയിൽ ഓേരാؗിലുമുت മൂലക׹ളുെട 
എ؉؋ിന്െറ ആെകു؋കയാണ്, അതിനാൽ ഒരു യൂണിയന്െറ ആണ് ഒരു കവലയുെട ൈമനസ് n b 
 ളുെട n n b b a n a, b׹സ് ൈമനസ് ന്െറ ഇേؚാൾ എؗിവയിെല മൂലക؛ സ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്؛
എ؉؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഇത് ْപകടിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ യിെല a 
മൂലക׹ളുെട എ؉ം സംഖّയبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ْശؑിുׯക. ഒരു ൈമനസ് ബിയിെല 
മൂലക׹ളുെട എ؉വും എؗ കവലയിെല മൂലക׹ളുെട സംഖّയും, അതിനാൽ ഇത് ഒരു കവലയിെലb 
ൈമനസ് ؛സ് ന്െറ ന് തുലّമാണ് . എؗാൽ എؗത് ഒരു ൈമനസ് യൂണിയന് തുലّമാണ്, ഒരു b n n a b 
ഇന്റർെസײൻ ഇത് വിേയാജിؚുت യൂണിയൻ ആണ് അതിനാൽ യുെട എؗത് ഒരു മിനിئിന്െറ b a n 

ന് തുലّമാണ് ഒരു കവലയുെട ന്െറ ؛സ് സമാനമായി ന്െറ എؗത് ഒരു കവലയുെട n b b n b b b 
ൈമനസ് ؛സ് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ മുآെ؋ േപജ് കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഒരു കവല യുെട a n b 
ൈമനസ് ന്െറ ന്െറ ആദّ ര؇് പദ׹ൾ ഇത് ആണ് ഒരു കവലയുെട ൈമനസ് ؛സ് b n n - n b a n b 
ഇത് യുെട ആണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഒരു കവല യുെട ൈമനസ് ഉ؇്, അതിനാൽ ഒരു യൂണിയന്െറb n b n 

ഒരു കവല യുെട ൈമനസ് ന്െറ ؛സ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വളെര n b b n a n n 
ْപധാനെؚ؂ സൂْതവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ കവലയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം 
കുറയ്േׯ؇തു؇്, കാരണം നأൾ യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉വും യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉വും a b 
കണׯാുׯേآാൾ കവലയിെല മൂലക׹ൾ ര؇ുതവണ കണׯാുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ 
കുറയ്േׯ؇തു؇്. ഒരു യൂണിയൻ യൂണിയൻ യുെട െയ കുറി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ഈ b c n 
േഫാർമുല ഓർׯാൻ കഴിയുؗ ഒരു മാർ״ം എനി്ׯ മൂ്ؗ െസുئകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ c 
നമു്ׯ യൂണിയൻ യൂണിയൻ എؗിവയുെട യൂണിയനിെല മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിന് ab, c b c 
സമാനമായ േഫാർമുല എഴുതാം മുآെ؋ േഫാർമുല ْപകാരം നമു്ׯ യൂണിയൻ b c , n 
എؗിവയുമായി വിഭജി׺ിരിؗുׯ യൂണിയൻ ൈമനസ് ന്െറ ؛സ് ആയി എഴുതാം. ഡി b c n n 
േമാർഗന്െറ നിയമْപകാരം ഡി േമാർഗന്െറ നിയമമനുസരി്׺, ഡി േമാർഗന്െറ നിയമْപകാരം, ബി 
യൂണിയൻ സിയുെട ന്െറ ؛സ് ന്െറ ൈമനസ് എؗതിന്െറ ൈമനസ് എ്ؗ നമു്ׯ n b n c n c n 
വീ؇ും അറിയാം. ഒരു കവല യൂണിയൻ യുമായി വിഭജിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട b c n 

യൂണിയൻ യുെട യുെട ന് തുലّമാണ് , ഇത് ര؇് ഗണ׹ളുെട കവലയുെട ൈമനസ് ന്െറ b c n n c n c 
ൈമനസ് മായി മുറി׺തിന്െറ ന് തുലّമാണ് ഒരു ഇന്റർെസײനുമായി വിഭജി׺ിരിുؗുׯ, n n b 
അതിനാൽ ഇത് എؗ കവലയുെട ന് തുലّമാണ് ؛സ് എؗ കവലയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒരു c n b n c 
ഇന്റർെസײൻ ഇന്റർെസക് ഷൻ എؗത് െകാ؇് വിഭജി׺ിരിؗുׯ ഒരു കവലയبാെത b c c 
മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ സമവാകّം ഉ؇ായിരുؗു, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ സമവാകّം ര؇് 
ഉتതിനാൽ നി׹ൾ ഒരു കവല യൂണിയൻ യുെട ന്െറ മൂലّം സമവാകّം ര؇് സമവാകّ؋ിൽ b c n 
േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ഒരു യൂണിയൻ യൂണിയൻ യുെട എ്ؓ ലഭിുׯം, ഇത് ൈമനസിന്െറ ന്െറ b c n c n 

 സ് ന്െറ ന് തുലّമാണ്. ഒരു കവലയുെട ൈമനസ് കവലയുെട ൈമനസ് ഒരു a n n n b n ab c n؛
കവലയുെട ؛സ് ഒരു കവല കവലയുെട വലത്, അതിനാൽ മൂ്ؗ െസ്ئ മൂലക׹ളുെട എ؉ം c n b c 
െസ്ئ െചുؗുإ, നി׹ൾ ആദّം അവയിൽ ഓേരാؗിലും ഉت മൂലക׹ളുെട എ؉ം േചർുׯക ന്െറ n a 
 ൾ n b n c׹ക തുടർ്ؗ നിുׯൾ ഒരു സമയം ര؇് കവല എടു׹സ് ന്െറ േശഷം നി؛ സ് ന്െറ؛
അവയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം കുറയ്ുׯകയും തുടർ്ؗ നി׹ൾ മൂؗിന്െറയും കവലയിേല്ׯ 
േനാുׯകയും തുടർ്ؗ അവ ഇവിെട േചർേׯ؇ി വരും, അതിനാൽ ര؇് കവലയിെല മൂലക׹ളുെട 
എ؉ം ഒരു സമയം കുറയ്ുׯേآാൾ നി׹ൾ സംഖّ കുറ׺ിരിുؗുׯ. കവലയിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം 
നി׹ൾ േചർേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ മൂؗിന്െറ യൂണിയനിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം ലഭിؗുׯതിന് 
സമാനമായി ഒരാൾ്ׯ നാലിന്െറ യൂണിയനിെല മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിനും േഫാർമുല ലഭിുׯം , 
പേײ ഞ׹ൾ അത് െചإിب, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ േനാׯാം. ഉദാഹരണ؋ിന് , അവിെട 400 േപർ 
ഉെ؇്ؗ കരുതുക , അവർ ഇം׷ീേഷാ ഹിؕിേയാ സംസാരിുؗുׯ അെ׸بിൽ ര؇ും സംസാരിؗുׯ 
ചിലരു؇് , നമുׯറിയാവുؗത് ഈ 400 േപരിൽ 250 േപർ സംസാരിുؗുׯ , ഈ 400 200 േപരിൽ അവർ 
ഇം׷ീഷ് സംസാരിുؗുׯ . നമു്ׯ എؓാണ് േവ؇ത്, 
അ׹െനയാണ് പലരും ര؇് ഭാഷകളും സംസാരിുؗുׯ ശരി, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, 
അതിനാൽ ഇത് യിൽ സംസാരിؗുׯ ആളുകളുെട കൂ؂മാണ് ഇം׷ീഷ് സംസാരിؗുׯ ആളുകളുെട h e 
കൂ؂ം, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯത് ന്െറ ഇരുനൂآئത് ആണ് യുെട 200 ഉം ഉം h n e n h Union e so 

എؗത് ഹിؕിേയാ ഇം׷ീേഷാ സംസാരിؗുׯ ആളുകളുെട ഗണമാണ്, ഇത് 400 ആയി h Union e 
നൽകിയിരിുؗുׯ , കൂടാെത ൽ ര؇ും സംസാരിؗുׯ എْത ആളുകളാണ് ന്െറ എؗത് n- h n 
എؓാെണ്ؗ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ഇം׷ീഷിൽ , യൂണിയൻ യുെട ഈ േഫാർമുല h e 
ഉപേയാഗി്׺ ഇത് കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ന്െറ ന്െറ ؛സ് ന്െറ e h h n e 
ൈമനസ് ന്െറ കവല ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് യുെട എؗത് n h e h n e 
യുമായി വിഭജിുׯേآാൾ ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഈ ؛സ് ന്െറ ؛സ് ന്െറ അതിനാൽ n e n h n n, 
ഇത് ൈമനസ് നാനൂറ് ؛സ് 250 ؛സ് 200 ന് തുലّമാണ്, അത് 50 നൽകുؗു. അതിനാൽ ഹിؕിയും ഇം׷ീഷും 
സംസാരിؗുׯ  േപരു؇്, അതിനാൽ എനി്ׯ കുറ്׺ ْപശ് ന׹ൾ ഉ؇്, ഞ׹ൾ്ׯ െസ്ئ എബി 50
ഉെ؇്ؗ കരുതെ؂ കൂടാെത ഒരു യൂണിയൻ എؗത് ഒരു യൂണിയൻ എؗതിന് തുലّമാണ്, കൂടാെതc b c 

െകാ؇് വിഭജിׯെؚടുؗത് യുമായി േഛദിׯെؚ؂തിന് തുലّമാണ് യൂണിയൻ ഉം െയ b c c b 
ഖ؈ിؗുׯത് െയ ഖ؈ിؗുׯതും എؗത് ന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് c b c 
െസുئകൾ തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ കാണിׯാം, അതിനാൽ ആണ് ന് b c 
തുലّമാെണ്ؗ കാണിؗുׯതിന് ഞ׹ൾ െതളിയിؗുׯത് ആണ് എ്ؗ യുെട ഉപഗണം b a c 
അതിനാൽ യുെട ഒരു ഉപഗണവും എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണവും ആെണ്ؗ കാണി׺ാൽ മതി, b c c b 
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എؓുെകാ؇ാണ് യുെട ഒരു ഉപഗണം എ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ െല ഏെത׸ിലും മൂലകം b c x b 
ആയിരിׯെ؂ ലും ൽ ഉെ؇്ؗ കാണിുׯക, അതിനാൽ ഒരു യൂണിയൻ ന്െറ ഒരു x- c- b b- 
ഉപവിഭാഗമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ യിലാെണ׸ിൽ അതും ഒരു യൂണിയനിലായിരിുׯം x b b
എؗാൽ ഒരു യൂണിയൻ എؗത് ഒരു യൂണിയൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞാൻ b c- x 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ ൽ എؗിവയുെട സംേയാജന؋ിൽ െപടുؗു, bx- a, c 
അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് യുെട അെ׸بിൽ യുെടതാണ് എؗാണ് അبാ؋പײം x a x c x a
യിലാെണ׸ിൽ, എؗത് ൽ ഉت ഒരു വിഭജന؋ിൽ െപടുؗു, കാരണം ഇതിനകം തെؗ ൽ x b- x b-
ആെണ്ؗ എടു؋ി؂ു؇്, എؗാൽ െയ ഖ؈ിؗുׯത് യുമായി വിഭജിׯെؚ؂തിന് തുലّമാണ്, b c 
അതിനാൽ എؗത് യുമായി വിഭജിׯെؚ؂തിന് തുലّമാണ്. x c c 
അ׹െന ര؇് സാഹചരّ׹ളിലും നമു്ׯ ആയിരിുׯം യുെട ആْഗഹം ന്െറതാണ്, അതിനാൽ x b x- b
എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ് , അതുേപാെല തെؗ യിെല ഏെത׸ിലും എടു؋ാൽ യുെട c c- x c b 
ഒരു ഉപഗണം ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണിׯാം, അേത വാദ؋ിലൂെട അതും ന്േറതാെണ്ؗ നി׹ൾ b-
ക؇ു. എؗത് സി്ׯ തുലّമാണ് ര؇ാമെ؋ ْപٍ٠ം ഞാൻ ഇത് െചإെ؂, അതിനാൽ യുെട പവർ b a 
െസ്ئ യുെട പവർ െസئിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം, അതിനാൽ b a b a
യുെട ഒരു റീേകാൾ പവർ െസئിന്െറ ആ പവർ െസ്ئ ഞാൻ ഓർׯെ؂ യുെട എبാ ഉപെസുئകളുെടയുംa 
ഗണ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എبാ യ്ുׯം തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് യുെട ഒരു c c a 
ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ ര؇് െസുئകളുെട പവർ െസുئകൾ ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ നമു്ׯ 
അറിയാെമ׸ിൽ, െസുئകൾ ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ന് തുലّമാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ, യുെട ഒരു ഉപഗണം എؗതിനാൽ a b a a 
ഒരു വലത് പവർ െസئിന്െറ പവർ െസئിന്െറ എبാ ഉപെസുئകളും അട׹ിയിരിുؗുׯ, ْപേതّകിു׺ം 
അതിൽ ഒരു പവർ െസുئം അട׹ിയിരിുؗുׯ, എؗാൽ യുെട പവർ െസ്ئ പവറിനു തുലّമാണ്. a b 
യുെട െസ്ئ, അതിനാൽ ഇത് യുെട പവർ െസئിന്െറ ഭാഗമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ന്െറ ഒരു b a b 
ഉപഗണം ആയിരിׯണെമؗും അതുേപാെല യുെട പവർ െസ്ئ യുെട പവർ െസئിന് b a so b b 
തുലّമാെണؗും സൂചിؚിുؗുׯ. യുെട പവർ െസئിന് തുലّമായ യുെട പവർ െസئിേല്ׯ നീളുؗു, a b 
ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ് അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, b a a b 
അതിനാൽ നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯ ചില െനാേ؂ഷനുകൾ ഞാൻ പരിചയെؚടു؋െ؂, അതിനാൽ ഞാൻ 
എെؓ׸ിലും ْപُാٝവന എഴുതുകയാെണ׸ിൽ ഒരാൾ സൂചിؚിؗുׯത് േ്ئزെമന്റ് ര؇് ഇതിനർ،ം 
ْപُാٝവന ഒ്ؗ ശരിയാെണ׸ിൽ േ്ئزെമന്റ് 2 ശരിയാണ് , അതിനാൽ ഇത് എഴുതുؗതിനുപകരം 
ْപُാٝവന ഒ്ؗ ശരിയാെണ׸ിൽ ْപُാٝവന ര؇് ശരിയാണ്, മെئാ്ؗ ഞ׹ൾ ْപُാٝവന ഒ്ؗ എ്ؗ 
പറയാൻ ഈ സൂചന ചിصം ഉപേയാഗിുؗുׯ . ഇത് ര؇് വശ׹ളുت സൂചനാ ْപُാٝവന ര؇് 
അർ،മാؗുׯത് ْപُാٝവന ഒ്ؗ ശരിയാെണ׸ിൽ മാْതം, ര؇് ْപُാٝവന ശരിയാെണ׸ിൽ മാْതം, 
അതായത് ْപُാٝവന ഒ്ؗ ശരിയാെണ׸ിൽ , ْപُാٝവന ശരിയായിരിׯണം, കൂടാെത ْപُാٝവന ര؇് 
ശരിയാെണ׸ിൽ , ْപُാٝവന ഒ്ؗ ശരിയാണ്. ഐ ഡബിൾ എഫ് എ്ؗ എഴുതിയാൽ മാْതം എഴുതാനുت 
ഒരു കുറുുׯവഴി കൂടിയാണിത് . അب ശൂനّമായ െയ ഖ؈ിؗുׯത് ശൂനّമാണ്, കൂടാെത ഒരു b c 
വിഭജി׺ ഇതും ശൂനّമാണ് എؗത് ശരിയാണ് , ഒരു വിഭജി׺ േഛദിׯെؚ؂ ശൂനّമാണ് , അതിനാൽc b c 
നമു്ׯ മൂ്ؗ െസുئകൾ ഉെ؇׸ിൽ േജാടി തിരി്׺ അവ വിഭജിׯെؚടുؗിب, അേؚാൾ നമു്ׯ 
െപാതുവായ ചിലത് ഉ؇് അവയിൽ ഓേരാؗിനും െപാതുവായ എെؓ׸ിലും ഉെ؇ؗത് ശരിയാണ്, 
അതിനാൽ ഇب എؗതാണ് ഉ؋രം, കാരണം നമു്ׯ ഈ ഉദാഹരണെമടുׯാം എؗത് ര؇് േപായിന്റ് a 
പൂജّം മാْതമുت െസئിന് തുലّമാണ്, ഒരു എؗത് ഒؗിനും ര؇ിനും തുലّമാണ് , എؗത് 0 ഉം 2 ഉം b c 
ശരിയാണ്. 0 ഒരു കവലയുേടതാണ് ഒരു ഇന്റർെസײന്െറയും 2 ഇന്റർെസײൻ യുെടയും c 1 b c 
ആണ്, അതിനാൽ ഈ േജാഡി തിരി്׺ അവെയبാം വിഭജിׯെؚടുؗിب, എؗാൽ ന് െപാതുവായതും ab 

അبാ؋തുമായ ഏെത׸ിലും ഘടകമുേ؇ാ എؗാൽ ലും യിലും യിലും c 0 a and in b 1 b c 2 b c
ഇب, എؗാൽ എؗ കവലയിൽ അب ഇന്റർെസײൻ ഇത് ശൂനّമാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇ്ؗ a b c 
ഇവിെട നിർ؋ാം, അടുױ ؋ാസിൽ ഞാൻ െസുئകളുെട കുറ്׺ ഉദാഹരണ׹ൾ കൂടി െചുإം, അത് 
അധّായം പൂർ؋ിയാുׯം െസئിൽ നؕി 
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