
ङ޳࢑ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంڒ ,ݟబܽद ࣊݋ ల߯ ఇ࠴ ޴దܽ ఉపߕङ సం,
࠭ం݋࣊ ڴ޶ అం݄ ఏࠫ݇ ߖరछ ۨంచߖవछ ంڒ ݟబܽद ࣊݋ అం݄ ߖ ڴࠈరछ ۨంచబݟన వࣆफ࢓ల సࠪࣔరం 
అం݄ ࣊݋ అం݄  వࣆफ࢓ల ࡅకए రछߖ ڴࠈ  ۨంచబݟన సࠪࣔరం
ऒߖڜ ޳ࡶ झ݋ం࠱࡯ऱ మనం ఎࡏࣃ  అޑࠋۮ ߖం ڒబܽद ߕ ఉ޻भశङ ం ఏࠫ݇ ࢑వࣃࡍफ ߘ
రछߖ ڴࠈ ۨంచబݟన ࣋కరణ ޳छ రछߖ ڴࠈ బܽदڒ ࡌ ۨంచబݟన ࣋కరణ ޳छ ఇۨऐ ࢓फࣆమనం ఒక వ ࡌ న 
छ޳ లకం࠮ సओ ޾ࡶ ޾ఉం ࡹకరణ࣋ ࢓फࣆఆ వ  ࡌ షदంࡍڷ ڴ फంచగల࠭ ڒబܽद ఆంగ ऱంߖࡹ అߖऒ  అ۪ऐ ల 
࣋కరణߘ ఉ޳హరణ࢑ ڴవࣃࡍफ .ߘ
  వర पࠪ ల ڒబܽद ఈ ࣋కరణ ఏࠫܽ ڒబܽद ࠪڕ
ఆంగ ऱ అࣾరࠪల ఉంڒ ޴బܽद ߘంݟ వర26 ڕ వర पࠪ లࡱ ఉߕऒ అ۪ऐ ޶ఐ ࠾ࡍమ ࠼  a z aeiou ࡱ
ఉߕऒ యڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇߖ ڴࠈ ޴రछ ۨంచబݟన
࣋కరణ ڒబܽद వర पࠪ ల ఇۨऐ న ࠬࡏ ఇవछ బݟన
వర पࠪ ల అ۪ऐ పओۮ ߖఅ ޳ࡶ ޳ڒ  వ۪ऐ   ఇړ ݋࣊ ޴ ఉ޳హరణ ڒ ޶ڒబܽद ఇ݋࣊ ޴ ࣊కంݭ ఉ޳హరణ ڒబܽद
 ߖࡹऴపపంచం ߘߝ
పదڜంݡ మం޴ అޔङ తफమ ऴڙړటర ऱ ࣋కరణ అߦۮ ߖओ బܽदڒ ߘ
ఇ޴ ऴపజల దృࢳदڝణం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߖ ڴࠈ ޴రछ ۨంచబݟన ࣋కరణ ޶ڒ  ఎవࡏ మంۨ ive 
ऴڙړట࡛ ڒబܽद ఇ݋࣊ ޴ ఓ޶ڒ ښ అۮ ߖపओ బడڒ ޶బܽद ࠭࠲
తڵన సమయం݋࣊ ࡹ ల ࡅకए  అߝక ఉ޳హరణలࣃ۫ ߘफ थ܉బܽद సంڒ ࠭  ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ సంڝ లߕࠪ
߭దभ అࣾࡌల݋࣊ ޜ లࣃۨࣇ ߘफ ࠭ ఉ޳హరణ࠴ ڕదࡷన࢑ మۨࣇ ࠭࠲ ࠾ࡍంۯ అంࡱࢡ  abcxy 

న ۨనऒࡷద࠴  అࣾࡌల࠮ ޜలࡱڒ abcxyz 
మࡖక సం܉थ ࠪనం, ڒబܽद మనం ۮ ړం޴న޴ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇڒ ݋࣊ ޴ङ  a a ڴ޴న޴ంۮ ڕ ࡽటߧ
చదవబޔݡం޳ࡶ ޴ అߖࡹ ݋࣊ ޴ߝ ఒక ࠮లకం అۮ ߖపओ ङڒ ݋࣊ ړߖݞ కएࡅ ࡽటߧ  లకం a a a a࠮ 

ऒߖఅ ޴ߝఅ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ  సࡍ సహజ సంఖङ ల స࠭޳యంڴ ఉండߖవछ ంݟ అం݄ అ޴ߝa a a 
छ޳ ݡంࡓ ऒߖఅ ݦంచబڵ࠙ ࡌ  సహజ సంఖङ ల సࠪࣔరం ڒబܽद సహజ సంఖङ ޴ߝఅ ݡంࡓ 
మనం ࡓంݡ ऴ࢐࣋ హڕए కएࡅ ݋࣊  సహజ సంఖङ ޴న޴ంۮ ړ ޙ࠼లకం అ࠮   aݡ࠮ 
ఇࣄࠐ ޴ సంఖङ సహజ సంఖङ ࡍస ޶ڒ  కएࡅ బܽदڒ ޶ࡶ ࡹ ݋࣊ ޴ߝఅ ݡ࠮ ݡంࡓ బܽदڒ   a ޶ڒ లకం࠮ 
झߧబܽद మనం ఈ ఎڒ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ޑܿ޳ ߘ ߤ࡮ भ޳۫ ࡹంۧۨࣇ ࡮ఎ ߖޒమనం సࠫ ݡ ం ڒబܽद అకए డ 
ధङߖޒߦల ऴ ݋࣊ ం మనం జనࡍంࡓ ۯంࡌࠪ ݡठ ధङߖޒߦऴ  ࡱ ంlly 
వࣕࣆफం࠴  ޴దܽ ࣊ࡗ ߖ ݋సद࡛ సद࡛ࡗ బܽद ఈڒ ࡏఅంܼ ࠹ర߷ ࡽࠋ݄ ޳ࡶ   ߷రࡹ ࠹ మనం ޴࣋ۯ 
ఏࠫటం݄
ऒߖఅ ߖࡹ ݋࣊ ࠭࠲  ఎ࠱࡯ం݋ లࣃۯ ޑࠉ܉ ߘफ ऒߖఅ ߖࡹ ݋࣊ బܽदڒ ࠭  ఎ࠱࡯ంࡱ ݋ 
ఈ కࡎ ऱ ऴ࣒ࠐ లۯ ޑࠉ܉ ࡹయబడ࠼ޑ మࠪڒ ࠾ࡍలۯ ࡏ࢘ ޜయబడڒ ࠼ޑబܽद ఉ޳హరణڕ    కం݄ 10
తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న అߖऒ  సహజ సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ   ఒక సࠪనం ޳छ  ࡏ࢐ ߖందޔݡంచబۨࣇ ࡌ
ओߦۮ ࠭࠲ బܽदڒ ,ࡏ
ఈ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లࡱڒ ఏ࢑ అߖ అڒ ࠭ڴݟబܽद ࠪڕ
తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న అߖऒ  సహజ సంఖङ నऒۨ ޒబܽद అڒ ޴ప  ࡯࢐ڒ ࡱ  సࠪన సహజ సంఖङ
छࡌత ,ݡంࡓ త వۯऐ ऒߖڜ ޴ప ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ࡏఆ ڷࡱߕ ޴ ऱࡏࣃ
పࠫࡍత సంఖङ ओߩఉంܼ࠭ అ ڵ࡯క ߘల ݋࣊ ߖఉండ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ࡹ ࠭࠲ ݞږ ݡ
ఈ ࡗసद࡛  ߷రߖ ࠹ ఉపڵࡆంۨ ۨࣇంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణڕ అߖऒ సంఖङ ࣄࠐ  ల సࠫޒ  సహజ సంఖङ లߖ޵ ߘ 
छ޳ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ నऒۨ ޒబܽद ఒకܽ ఈ అڒ  సహజ సంఖङ ࣄࠐ 
తࡌछ త  త޶పݡ࠮ ޴ࡍ త޶ప޴ࡍ ఐ޶ ఏࠫޛ ݡघ  బܽदڒ ࠭ޑఉం۪ ߖ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ ఆ߯ మనం ޴
మనڕ న࣋࡯ޘ ߕ࠮फ, ࣊ߖࡹ ݋
ऒߖڜ దܽ࠴  అంࢡలߘ ऴࣃ࢐फ ࠭.
 ఆ߯ ࠭࠲
ఈ ࣊ߖࡹ ݋ అనంత࠳న అߝక ఎ࠱࡯ం݋ లۮ  ߘపओ फࣃڵࡆఉప ߖ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ ړߖݞ ࠭ 
ठࡌࠪ ండవࡓ ۯంۨࣇ ߘ ݋࣊ బܽदڒ ޴కܽ ఉంࡖరठం మࠪ ۯంۨࣇ ߘ ݋࣊ ڴరణం߄ࣃ ऒߖ
లन࡛ࠉ ݋࣊  ߷ర࠹ అంܼڒ ࡏబܽद ఈ ߷ర࢑ ݋࣊ ࡹ ࠹వࡍంచబݟం޴.
ऒߖఅ ߖࡹ ݋࣊   ఎ࠱࡯ంࡱ ݋ కڵ࡯ ఉనऒ  లࣾణ లࣾߖހऒ  బܽद, ఉ޳హరణ࠭࠲ ڕ
కएࡅ ݋࣊ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ లन࡛ࠉ ݋࣊ సࠪనం ړ 10 8 6 4 2 ݋࣊  ధङߖޒߦऴ ࡹపంࡐ  ం 
వࣕࣆफం޴, 
޴వలం  ఇښ ࠭࠲ బܽदڒ
అߖऒ కएࡅ   సࠪࣔరంڴ ऴ࢐యంݟ, అం݄ అࡌ ޴ߝङ ంڵ࠙ ޜ ݭంచబݦ సహజ సంఖङ  ప޴ కం݄ తڕए వn n n
బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޳ࡶ
ఉండవ۪ऐ ࡱڒక రߝఅ ړߖݞऴ࢐య ߖ ݋࣊ ښఒ ࡏࠬ ओߩబܽद ఇڒ  ऒߖڜ ࡹ࢐ܽ   ݡ ంܽߖ పࡍచయం ࣃۯफ   ߘ
గށతంࡹ మనం ఉపڵࡆంࡱ ݋࣊ ۯ
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ऒߖڜ  సం܉थ ऒߖఅ ࠭࠲ బܽदڒ ࠼ޑంచబడڵࡆఉప ࡱߕࠪ  సహజ సంఖङ ల సࠫۨࣇ ߖޒంచړߖݞ ఈ 
ङڒ फࣃڵࡆఉప ߖ ࡽటߧ ऒߖబܽद అڒ ,࠭  సహజ సంఖङ ల ࣊ߖ ݋n
లధనం ఇకए࠮ ۯంۨࣇ డ మࡔ ࢓ࡱߖ ࡗఖޜ అ࢑ ޻ధం޳ ࠭࠲ ڴछ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭.n z 

ఇ޴ అߖऒ पࡌߪ  ంۯ ݋࣊ ړߖڒయబݟంڒ  ޴బܽद ఇంࡹ޶ ధߕతघ క ऴపږޒలం ఉంܿం޴egers 
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  అߖऒ  సహజ సంఖङ ऒߖఅ ࡱ బదम సంఖङޔࣜ  ల సࠫ޳ ߖޒछ फࣃۨࣇ ࡌ ऒߖఆ߯ అ ,࠼  ࢐సफవq 
సంఖङ ల ࣊ڝ ݋సం ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद అߖऒ  సహజ సంఖङ ల ࣊݋r 
पࡌߪ ంڒల ࣜޔబదम సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ࡱ ల ࠮లధనం సࠫࣆۨࣇ ߖޒफం޴  అߖऒ  స࠲घ ళన సంఖङ  c ࡱ
మߘߝ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐࣋फ మనం ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  అం݄ అߖऒ  ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ ల ࣊݋ అ޻ r 
࢑ధంڴ  ప ऱ࣒  అం݄ అߖऒ  ధߕతघ క ࣜ࢓ޔల సࠫޒ అߖ అర बం ڒబܽद త޶ప࢑ ࡍషయం ݋࣊ ࢁڣ అం݄ q 
ఏࠫ݇ ࢑వࣃࡍफ అం݄ ݋࣊ ࢁڣ బܽदڒ ࠭
ఏ ࠮లڒలߘ కڵ࡯ ఉండڒ ݋࣊ ߖబܽद ఎ࠱࡯ం݋झ  ۯంڵࡆసం ఉపڝ ݋࣊ ࢁڣ ࠾ࡍమ ݋࣊ ߖࡶ 
సం܉थ ࠪనం ఈ ࠭࠲ ޳ࡶphi 
ࡎక ݞంڕࡶ లకం࠮ ఎܿవంܽ ࡹ ݋࣊ ࢁڣ ऱ  ऴ࣒ࠐ లߘ ఉపࣃڵࡆफ నङࢥ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  ݋࣊ 
నङࢥ ޳ࡶ फࣃࡱߧ ݞږ ߖఅ ݋࣊   ࡏ
ఈ ప޳ల
అర बం  ڒ ߝ ݋࣊ ࢁڣబܽद ఉ޳హరణړߖ޳ ߘߝ ڕ సࠪన࠳న ࣊ߖ ݋ వࡍ पంచగలڒ ߘబܽद ࠭࠲ ఇపओ ښܽ
ఈ సం܉थ ऒߖߕࠪ  పࡍచయం ࠭ࣃۯ అం݄ ఇ޴ ߭దभ޴ అ࠼న సహజ సంఖङ ఉనऒ ࡹ  అߖऒ   ఉనऒ  n n ݋࣊ 
అߖ అర बం 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ కం݄ తڕए వ
फࣃऴ࢐ ߖ ݋࣊ బܽद మనం ఈڒ బܽदڒ ࠭
ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ కం݄ తڕए వ ఏߕ޼ సహజ సంఖङ  ఉంڒ ޳బܽद ఈ ࣊ڴࢁڣ ݋ ఉం޴ 
ఎం޶కం݄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ  ఖۨऐ తంڴ సహజ సంఖङ   b ߖహరణ అ޳క ఉࡖబܽद మڒ ޶ࡶ 
అڕߘం޳ం.
బదम సంఖङޔࣜ   ࡹ
ఉనऒ కएࡅ తफం࠴   ࣋కరణ, అం݄ ࣋ए छ एࣇࣝ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړݟڕ ݡంࡓ ࡛ x x 2    ࡹ ࡽ
ठࡌన వ࠳సࠪన ړ బదम సంఖङޔࣜ న࠳సࠪన ړߖ ఉండవ۪ऐ ࣄ۫ ࡏࠬ ߖదࡶ  b ݋࣊ బܽद ఈڒ ,
మࢁऱ  ړ ݋࣊ ࢁڣ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
  ఒక సం܉थ ऒߖߕࠪ छࡌత ړߖ޳ ߘߝ ࡔబܽद సڒ ,ݟంచంڵࡆఉప ݞږ  త వࣃफ బܽदڒ ߘ
࠭ంڴ޶ పࠫࡍత మ࠾ࡍ అనంత࠳న ࣊݋ లߖ ߘరछ ۨంచߖవछ ంڒ ,ݟబܽद పࠫࡍత ࣊݋ అ޴ߝ
పࠫࡍత࠳న అߝక ࠮లڒలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంݦ సࠫڒ ޒబܽद ࣊ࡹ ݋ పࠫࡍత࠳న అߝక అంࡱࢡ ࠪऴత࠲
ఉం݄ ߖߖ޳ పࠫࡍత సࠫޒ అంܼࡏ.
  అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖఅ ړహరణ޳బܽद ఉڒ ޴ఉంܿం ࡹ ݋࣊ తࠫࡍప ࠾ࡍమ ࡏ  అ۪ऐ ల సࠫޒ పࠫࡍత సࠫڴޒ 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇښ ޴వలం ఐ࠮ ޶లڒలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ ఉ޳హరణలߗऒ
అߖऒ  సహజ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋   అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ࣜޔబదम సంఖङ ల ࢐సफవ
సంఖङ ల సంړ ऱషद ఇ࢑ పࠫࡍత ࣊݋ లࡹ ఉߕऒ  బܽदnu  mbersڒ ࠼
࣊ ݡంࡓ బܽदڒ ,࠭ޑࠋۮ ఉండటం అం݄ ఏࠫ݇ ڴసࠪనం ࡱ ݋࣊ ݡంࡓ ࠭࠲ ऱܿ మ࠾ࡍ a b 
ఖۨऐ తంڴ ఒ࠮ ښలڒలߘ కڵ࡯ ఉం݄ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद 
ओߩటۯంۨࣇ ߘ ݋࣊ ऒߖऴకࠪ ݡ  గమߖంచం࠮  ݟలࡱڒ ࠭ఖङ  a ݡంࡓ ఒక ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࢓ڒ న࢑࠳
 b a b ڴ ݋࣊ ښఒ ࠾ࡍऴ࢐࣋फ మ ߖసࠪనం అ ړఒకܽ ݡ࠮ ݡంࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡ࠮
ఉంܼ࠼ ఎం޶కం݄ మࡓ ࠾ࡍంݢ ఒښa b 
ओߩబܽद ऴ࢐࣋టڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱڒల࠮ ݡ࠮ ݡ
फࣃవ ࡹఏ ऴకమం ࡱڒల࠮ ఖङ࠭ ޴ߝఅ ࠼ झߜڒ ࡍప޶బܽद తڒ ޶ڒ ޴న࠳  x ޴ߝబܽद అڒ ࡱޔद ఉపసࠫߵ
కएࡅ ޴ߝఅ ࡽటߧڒ ݋࣊  ఉపసࠫޒ అ࠭ޑࠋۮ ߖ మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  ఉపసࠫޜޒ a x x 
 ޴ంޔݡంచబۨࣇ
కएࡅ ݋࣊ ݞږ ޴ߝఅ ݋࣊ కएࡅ ڴరణం߄ࣃ ޴బܽद ఇڒ లకం࠮   ఉపసࠫڴޒ a x x 
 a޴ఇ ޙ࠼అ ޴న޴ంۮ ړߖߕలధ࠮ , ޴ంޔݡంచబۨࣇ

ङڒ ݞږ కएࡅ ࡽటߧ    a x ޴फంࣆۨࣇ ߖలకం అ࠮ 
కएࡅ లޔల ఉపసࠫ ݋࣊  నࣄ۫ బܽद మనంڒ ऒߖڜ   ఉ޳హరణڒ  ࡱబܽद సహజ సంఖङ
కएࡅ ऒߖఅ ޴ఇ ݋࣊  पࡌߪ  ంڒల సࠫࡅ ޒకए  ఉపసࠫޒ అߖ గమߖంచంݟڕ  ݟ ऴపޒ సహజ సంఖङ  ݞږ 
पࡌߪ ంకం
కएࡅ पࡌߪ  ంకం ࡅకए  ఉపసࠫޒ.
 
సంړ ऱషद సంఖङ ల ఉపసࠫࡱޔ ఇߩओ ఒక ࠭ఖङ ݡ  a b ࡱ ݋࣊ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍన అంశం ఏࠫటం݄, మ࠳
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సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఒక࢘ళ అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫޒ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఒక హڕए కएࡅ   a b b 
ఉపసࠫޒ అޙ࠼ అړ ޴ߝ సࠪనం, ఇࡅ ޴కए  ఉపసࠫړޒ సࠪనం మ࠾ࡍ  హڕए కएࡅ   a b b b 
ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభ࠳న
࢑షయం, ఎం޶కం݄ ࡓంࡱ ݋࣊ ݡ ఒ࠮ ښలߖڒऒ  కڵ࡯ ఉం݄  సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद  ߖࡹ ऴపޒa
లకం తపओ࠮ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ߝబܽद అڒ ࡯ݞఉం ڴదमంࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࡹ ڴࡍసߖ  b a b b 
ఉపసࠫߗڒ  ޒ ఇ࡮ۧ ޴ ఉపࡆగకరంڴa 
ఉంܿంࡓ ࡏࠬ  ޴ంࡱ ݋࣊ ݡ ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߧࡐߖ ߖంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۨనߩओ ఒకए ޒऴప ݡ ܽ ఉపసࠫޒ 
అࣃߧࡐߖ ߖफ ࡏ
ఒకܽ పవ࡛ ࣊ࡱ ݋ అࡱߧ ߖవబݦ మࡖక ߜڒझ బܽद ఇۨऐڒ ޴द ఉంߵ న ࣊ࡅ ړ ݋కए  పవ࡛ ࣊݋ అߖऒ  a 
ఉపసࠫޔల ࣋కరణ.
కएࡅ   మ࠾ࡍ పవ࡛ ࣊ڝ ݋సం ఉపڵࡆంۯ సం܉थ ࠪనం ࡅ ߠݥకए  a p tes a

కएࡅ  పవ࡛ ࣊݋ అߖऒ ంܽߗ కڵ࡯ so p 
ఉంܿం޴  అం݄ అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫڒ ޒబܽद అ޴ߝ ఒక ࡓంړݡ࠮ ݡ సࠪనం అߖ b b a a 
అڕߘం޳ం ఈa 
ऒߖఅ ࡌఅం݄ ఏࠫ݇ ऴ࢐యగల ݋࣊ పవ࡛ ࡏࠬ   ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱࢡఅం ݡ࠮ ంܽ࠴ ࡹదܽ޴
కएࡅ ݋࣊ ޒऴప ޴ߝఅ ݋࣊ ࢁڣ  ఉపసࠫڒ ޒబܽद పవ࡛ ࣊݋࣊ ࢁڣ ࡹ ݋ ఉంܿం޴   ఆ తࡌछ త ࠭࠲ అߖऒ  
फࣃۯ ޑࠉ܉ ߘల ݋࣊ ࠭,
అంښ ࡹ޶వలం ఒక ࠮లڒలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉనऒ  అߖऒ  ఉపసࠫޔలߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ݋࣊ ఒక ࡹ ݋࣊ ࠭.

ఉనऒ ڵ࡯క ߖంܽݟ࠮ ऒߕࣆ ࠭࠲ ࡹ ݋࣊  ऒߖڒల࠮   కڵ࡯ ఉనऒ  అߖऒ ,࠭޳ం߰ ߘల ݋࣊ 
ఆ߯ ఒక ࠮లڒలߘ కڵ࡯ ఉనऒ  అߖऒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ݡంࡓ ࡏࠬ ఆ߯ ࡱ ݋࣊   అߖऒ ޑࠉ܉ ߘల ݋࣊ 
యవ۪ऐۯ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ݡ࠮ ఆ߯ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఒకܽ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡంࡓ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ  అߖऒ  
ߘల ݋࣊
ऒߕఉ ڵ࡯క ࠭࠲ ࠭  ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ హڕए ऒߕఉ ࡱ ऒߖఅ ߖࡹ ݋࣊ ఈ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ࠼  
ఉపసࠫޔలߘ
ఇࣆफంݡ࠮  ޴ ఎ࠱࡯ం݋ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఇߩओ फ࣋ۯ ߤݪ ݋ంڞ ࡏࠬ ݡ
ఎߖऒ  ఎ࠱࡯ం݋झ  ఉߕऒ एړࡵ ࡆ ࣋फ ఇకए డ పవ࡛ ࣊ߖࡹ ݋ ఎ࠱࡯ం݋ ల సంఖङ  ఎړ޴ࠫߖ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
ङږ ݡంࡓ   छ޳ ߖ޵ ޳ࡶ బܽदڒ ࠗ ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ ݋࣊ ۯంۨࣇ మనం ࡌ  f  a a ޴फంࣆۨࣇ ߘ
ఉనऒ ࡱڒల࠮ ڕబܽद మనڒ టऱࡅ ,ޙ࠼కए  పవ࡛ ࣊࠮ ߖࡹ ݋లڒల సంఖङ  ఎలऱߩओ ړశ ݢ फࡓ ړంڴݡ n a 
ఉంܿం޴ ఇ޴ ఎంڒ ڕ޶బܽद ఇ޴ సڴࡍठ  n࠭࠲ 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ݡ࠮  ऴపޙङ క ఉ޳హరణ ڝసం ࣄۯన݄ऱ  ࠮లࡱڒ మ࠾ࡍ ऴపړߖ޳ޒ అࡹ ޴ ఉం޾b
एࡖ߮ ޾ࡶ నడం ޳छ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖޒఉపసࠫ ࡌ
ऴప࠮ ޒలڒలࡓ ڕࠪ ڕంݡ  ఎంߧకࡱ ఉߕऒ  వలऱ అܿవంܽn޶అం   ࠼
ఉపసࠫޔల సంఖङ nࡏࠬ ߘన గణన࠳బܽद ఈ రకڒ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ 
ఎߩओ ऐࡏߝ ݡ फࣃऴప ࡏࠬ  ࡏంܼڕ రణ మ࠾ࡍ కల࠼కࡏߝ ߘऐ ओߩబܽद ఇڒ ࡏంܼڕ ऒߖڜ ࡹల ݋࣊ ࠭࠲ ݡ
రङڒ కߦ࡮లࡏߝ ߘऐ  కएa bࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ ޴ంޔݡవబࡱߧ ߖఅ ߤయߖ࠿ ޴దܽ࠴ బܽदڒ ంܼ࠭ڕ
࣊ ݡంࡓ ऱܿ ఇవछ బݞन కएࡅ ࠾ࡍమ ࠼  ఉనऒa b aub a ࡹ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ తۯ ޴ఇ ߤయߖ࠿ 
అߖऒ  అంࢡలߘ కڵ࡯ ఉంܿంࡹ ޳ࡶ  ޴ మ࠾ࡍ మనం ఏߧۮ ߕ޼ओ నߩओ ఉనऒ ࡹ ݡ ऱܿ గమߖంచంݟ b a  
b޴ఇ ࡹ ޳ࡶ

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ ఉనऒ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ݞږ ߘలڒల࠮   సం܉थ ࠪనంࡹ a b 
ऴࣃ࢐फ ऒߖబܽद అڒ ߘ కएࡅ   ఈ సࠫޒ అం݄ అ޴ߝx x b x 

వ۪ऐڒ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޴న޴ంۮ ړ ޳ࡶ   ఒకܽ ࡓంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉనऒ  a x b a bb ࡹ ݋࣊ 
ఉనऒ ڵ࡯క ޶ఐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ తపओ ޴అ ߤయߖ࠿ ఒక ࡹ ݋࣊  కएࡅ ڴࡍసߖ  అߖऒ  b a 
ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘలڒల࠮

కएࡅ फࣃऴ࢐ ݡ࠮ ݡంࡓ బܽद మనం ఒకܽڒ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘలڒల࠮  ࠭ ఆ߯ మనڷࡱߕ ڕ మ࠾ࡍ b 
ఐ޶ ఉߕऒ ధङߖޒߦऴ ړ ݋࣊ ࡯࠻ۯ ࡮అ ࡏࠬ ࢡబܽद బࣗڒ ࠼ ం వࣕࣆफనऒ ओߩ  సంڝ హరణ޳ఈ ఉ ࠭࠲ ݡ
ఎ࠱࡯ం݋ లߩ ߘనࡌవృతం ۯయ࠭, ࠬࡏ

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ2 ߙࡹ మ3  ࠾ࡍ సంభࣆ࢑फనऒ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ a b v ߖ ߤయߖ࠿ ࠭࠲ ߗڒ ,ࡏ
ऴࣄ࢐నߩओ ࠭࠲ ݡ
 a ڕߕ బܽदڒ ఖండన  ߤషࡔథࠫక ఆపߦక ऴࡖమ ࡹ ݋࣊ బܽदڒ ऱ ऴ࢐య࠭ࡏࣃݡ࠮ ޳ࡶ ऱࡏࣃݡంࡓ ݡంࡓ
మࡓ ࠾ࡍంࡱ ݋࣊ ݡ ఉం݄, ఒకb 
ఖండన అߖऒ ऒߖఅం݄ అ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮  b x x a ړ అం݄ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ 
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నx b࠳రణ߄ࣃ ړ ࠾ࡍమ  ޴బܽद ఖండన ఇڒ ݟڕ ޴న޴ంۮ ړ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ a b
అߖऒ  a޴ߝసం అڝ హరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ 
ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ అࡓ ޴ߝం࠭࠲ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఒక ఖండనߘ ऴࣄ࢐నߩओ  b f  iv, ݡ

మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ ఉనऒ  అߖऒ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘలڒల࠮  ࠭ ఒకܽ ࡹ ఉంܿంڒ ޶ࡶ ࡹ ߗڒ ޴బܽद a b a b
ఒక ఖండన޶ڒ ࡹ b
 a b a b ࠾ࡍऱ మࢁమ  ޴ఉంܿం ࡹݡ࠮ ఖండన ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ߙࡹంܽݟంࡓ ࠾ࡍమ  ݡంࡓ
ݡ࠮ బܽदڒ ޴ఉం ߙࡹంܽݟంࡓ
ऒߕఉ ࡹఖండన ݞږ బܽद ఒక ఖండన a bڒ ࢓ࡶ ࡹ ޶ఐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ఆ߯ ,࠼
ఈ ࡓం࠮ ݡలڒలߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿంࡓ ,޴ంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ ఖండన అ݋࣊ ࢁڣ ޴ߝ, అߩओ  b ݡ
మనం మ࢑ ࠾ࡍడ޵యబݞन थ܉బܽद సంڒ ݞޙ ݋࣊ ߤషࡔఆప ࡍప޶త ࡹ ݋࣊ బܽदڒ ࠼ ࠪనం ఇ޳ࡶ ޴a  b 
అర ߖ޵ బܽदڒ ࠉ న࣒࠳ వలంښ बం ఏࠫܽ ڒబܽद

మࡅ ࠾ࡍకए ऒߖఅ ݞޙ ݋࣊  న࣒ a b a࠳  ࠼ఉంܼ ࡹ ఇ࢑ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮  b
ఇ޴ అߖऒ x ݟంߘ ఒక ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޶ࡶ ࡹ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړ ޴ߝసࠪనం అం݄ అ ړ  x a x b 
కएࡅ న࣒ మనం࠳ ఒక ޙ࠼అ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ సࠪనం ړ ݡ࠮  అߖऒ  b b a ߘలڒల࠮ 
࡯ݞ۫
ఇڒ ޶ࡶ ࡹ ޴బܽद ఒకܽ ࡹ ఉంܿంࡓ ࡹ   ޴ంݡ మࡹ ݡ࠮ ࠾ࡍ ఉߕऒ bݞږ ࡹ అ࢑ ߗڒ ࠼ a b a b
ఉߕऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ  ࠼ రऐۯ ࡹ  వङ ڴ࢑ధం ޻ऴ࢐࣋फ అ ߖన࣒ అ࠳ ࡏࠬ ࠭ ङޑ ऒߖࣃ t ,ݡࣃۯ ݋࣊  b a 
a  ࡏࠬ
కएࡅ ߖࡶ ࡹ  అߖऒ  ఎ࠱࡯ం݋ లߘ ऴڒ ࡯࠻࢐బܽद  మࡹ ࠾ࡍ ఉߕऒ b 2 ࠾ࡍమ  ߗڒ ࠼ 3 a 4 5

 a b a b ߘऴ࢐యగల ߖఅ ߤయߖ࠿ ఒక ߘߝ ࠼ఉంܼ ޶ఐ ࠾ࡍమ 4 ࡹ న࣒࠳ బܽदڒ ࢓ࡶ ࡹ
గమߖంచం࠳ ݟన࣒ ߖ࠿యߤ ఒక ఖండన ࣾࠫంచం࠳ ݟన࣒ హڕए  b b b a ߘߝ బܽदڒ ߘޑߩࡱక ޜ
ऒߖ޵  ఒక ۨڣࡔ ߤࢗऴతం ޳छ फࣃࡍ࢑వ ࡌ ఉం݄ ڴ ݋࣊ ڕమన ޴క ఇߘక ,ߘ
మ࠾ࡍ ఇ݋࣊ ޴ అ࠳ ޙ࠼న࣒ ߖࡹ అߖऒ b a  b a޴ఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ 

అర ߖన࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ ޶ఉండ ࡹ बం, ఇ޴ ఒక ఖండన మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ b b b b a b 
ఈ ࠙గం ఒక
ఖండన మ࠾ࡍ ఇ޴  ఒకܽ ࠳న࣒ ڒబܽद ࠬߖ࠿ ࡏయߖ ߤ ఈ ߖ࠿యڴࡱ ߤ ऴ࢐యవచऐ b b a b ࡏࠬ ߖ
۫డవ۪ऐ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ߖ࠿యࡱ ߤ అసమघ ऒߕఉ ڴޒ యߖ గమߖంచంڒ ݟబܽद
ఈ ڴ࠙ ݡ࠮ల మధङ ఇకए ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒక ఖండన మ࠳  డ ఒకܽ ࢑భ܊త b b b a 
ऱ ࠭ఖङࢁమ ޴బܽद ఇڒ ߤయߖ࠿ ޴న࠳
࣊టऱ ߖ࠿యߖ ߤ ऴ࢐యߖ  ړߖݞ ఉపڵࡆంచడం ޳छ అసమघ   ࠭࠲ ࡌ  t ڴ ߤయߖ࠿ ల ݋࣊ ޒ
ऴ࢐యవ۪ऐ
అతݞޙ ݋࣊ ߖ మ࠾ࡍ ఖండన ߖڜऒ  ఇతర పద܉లం ڒబܽद ࣄంࡽڵ టߤ
అం݄ ఒక ࠮లߖڒऒ  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉనऒ అర ߖఅ ݋࣊  बం ߖ࠿వరझ వరझߖ࠿ ࠾ࡍమ ݋࣊ ࡽ  ݋࣊ ࡽ
మ࠾ࡍ అࠈ సࠗ ࣊ కएࡅ ߤఇ ݋  u ݋ం࠱ऱߧంڒ 
ߖࡹ࠾ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ ޜ ࠹व߯ ޴బܽद ఇڒ
అߖऒ  ఎ࠱࡯ం݋ లڕ సࠪనం, ڒ ߗڒంߧऱ࠱ం޶ڒ ࡹ ݋ అߖऒ  ఎ࠱࡯ం݋ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴  
పओۮ ڴ ݋ం࠱ऱߧంڒ ݋ం࠱ऱߧంڒ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࠾ࡍమ  ࠭ࡶ
ఒకܽ మݟڕ ڷࡱߕ ࠾ࡍ ఉనऒ  న࣒a࠳ ߘݞޙ ݋࣊ ޜ ݋࣊ ݋࣊ ޴సࠪనం ఇ ړ ݋࣊ 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆۯ డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ త޶పࡍ తరగ࠭࠲ ࡹޒ
కएࡅ ల ݋࣊  మߖڜࡍऒ   లࣾހలߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త ࠭࠲ అࡗߕగङ ం ࢐   ݞږङ   మం w࠻
ऒߖڜ ݟంߘ  సమసङ లߘ ۫డంݟ
ధనङ  ࡱ޳࢐
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