
വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക, അതിനാൽ ഇത് െസുئകെളുׯറിتു׺ ആദّ ْപഭാഷണമാണ്, 
അതിനാൽ ഒരു െസ്ئ എؓാെണ്ؗ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഒരു െസ്ئ എؗത് നؗായി 
നിർവചിׯെؚ؂ ഒബ് ജക്ുئകളുെട േശഖരമാണ് അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ ഞ׹ൾ ഘടക׹ൾ എ്ؗ 
പറയുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯെത്ؗ വിശദീകരിׯാം നؗായി നിർവചിׯെؚ؂ 
േശഖരം െകാ؇് അർ،മാؗുׯത് , ഒരു വُٝു  നൽകിയ ഒരു മൂലകം നൽകിയാൽ , വُٝു  
േശഖര؋ിലാേണാ ശരിയാേണാ എ്ؗ നമു്ׯ വّװമായി നിർ؉യിׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ 
ഇം׷ീഷിെല എبാ സٔരാײര׹ളുെടയും ഒരു േശഖരം ഉദാഹരണമായി ഞാൻ വിശദീകരിׯാം . 
അײരമാല എؗാൽ എؓാണ് ഈ േശഖരം അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇം׷ീഷ് അײരമാല ഉ؇്, മുതൽ a 

വെര 26 അײരമാലകളു؇് , കൂടാെത അ؀് സٔരാײര׹ൾ ഉെ؇ؗും ഞ׹ൾׯറിയാം, z ae iou 
അതിനാൽ ഇത് നؗായി നിർവചിׯെؚ؂ ഒരു േശഖരമാണ്, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ അײരമാല 
ഒരു സٔരാײരമാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാׯാൻ കഴിയും. അതب, ഇത് െസئിന്െറ ഒരു 
ഉദാഹരണമാണ്, ഇത് ഒരു െസ്ئ ര؇ാമെ؋ ഉദാഹരണമാണ്, അതിനാൽ േലാക؋ിെല പതിെനാ്ؗ 
മിക׺ ْകിئ്ׯ കളിׯാരുെട േശഖരം ഇത് നؗായി നിർവചിׯെؚ؂ േശഖരമെ്ؗب ഞാൻ പറയെ؂, 
കാരണം ഇത് ഒരു പؓയׯാരന് ആളുകളുെട കാٌؚٗ ാടിെന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ ْകിئ്ׯ കളിׯാരൻ, 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു െസ്ئ ശരിയെ്ؗب പറയിب, അതിനാൽ നമു്ׯ യഥാസമയം നിരവധി െസുئകളുെട 
ഉദാഹരണ׹ൾ കാണാം, അതിനാൽ െനാേ؂ഷനുകൾׯായി ഞ׹ൾ സാധാരണയായി ഗണ׹െള വലിയ
അײര׹ളാൽ സൂചിؚിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് മുതലായവ , മൂലക׹െള െചറിയ abcxy 
അײര׹ളാൽ സൂചിؚിുؗുׯ. മുതലായ മെئാരു െനാേ؂ഷൻ േപാെല ഞ׹ൾ എഴുതുؗു abcxyz a 

ഇത് ഒരു െസ്ئ കّാപിئൽ ആയി വായിׯെؚടുؗു അെ׸بിൽ എؗത് െസئിന്െറ belongs to a a a 
ഒരു മൂലകം എ്ؗ പറയാൻ െസ്ئ കّാപിئലിന്െറ ഒരു ഘടകം ആണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് a a a a 
ആയിരിׯാം എبാ ഇര؂ സٔാഭാവിക സംഖّകളുേടയും െസ്ئ ശരിയാണ്, അതായത്, ര؇ാൽ 
ഹരിׯാവുؗ എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെടയും േശഖരണമാണ് എ, അതിനാൽ സٔാഭാവിക സംഖّ 
ര؇് ഇത് െസئിന്െറ ഒരു ഘടകമാണ്, ര؇് നأൾ എഴുതുؗ അവകാശം യുേടതാണ് എؗാൽ a 
സٔാഭാവിക സംഖّ മൂ്ؗ ഇത് ഒئ സംഖّ എؗത് ഇര؂ സംഖّയب, അതിനാൽ ര؇് എؗത് ഗണ؋ിൽ 
മൂ്ؗ അب, അതിനാൽ യുെട ഒരു മൂലകമب നأൾ ഈ എപ് സിേലാണിെന മറികടുؗുׯ, അതിനാൽ a 
ഒരു ഗണെ؋ എ׹െന ْപതിനിധീകരിׯാെമ്ؗ േനാׯാം അതിനാൽ െസുئകളുെട ْപാതിനിധّം 
അ׹െന ര؇് വഴികളു؇് നأൾ സാധാരണയായി ഒരു െസ്ئ ആദّേ؋ത് ْപതിനിധീകരിുؗുׯ 
േറാزർ അെ׸بിൽ േടബിൾ േഫാം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േറാزർ േഫാമിൽ നأൾ 
െചؗുإത് െസئിന്െറ എبാ ഘടക׹ളും പ؂ികെؚടുു؋ക എؗതാണ്, അതിനാൽ െസئിന്െറ എبാ 
ഘടക׹ളും ഈ ചുരു؇ േْബസുകളിൽ ലിുزെചുإകയും േകാമകളാൽ േവർതിരിുׯകയും െചുؗുإ . 
10 -േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയ സٔാഭാവിക സംഖّകെള ആണ് ْപതിനിധീകരിؗുׯത് , a 
അതിനാൽ ഈ െസئിന്െറ ഘടക׹ൾ എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ പ؋ിൽ 
കുറേവാ തുലّേമാ ആയ എبാ തുലّ സٔാഭാവിക സംഖّകളും േവണം, അതിനാൽ ഏئവും െചറിയ 
സٔാഭാവിക സംഖّകൾ സംഖّ ര؇ാണ്, അടു؋ത് നാല് ആറ് എ؂്, പ്؋ ചിലേؚാൾ പരിമിതമായ 
മൂലക׹ൾ അട׹ിയി؂ിبാ؋ ഗണ׹ളു؇്, ചിലേؚാൾ ഈ േറാزർ േഫാം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ 
ْപതിനിധീകരിׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് എبാ വിചിْത സٔാഭാവിക സംഖّകളുെടയും ഗണെ؋ ഇ׹െന 
ْപതിനിധീകരിׯാം . ഒ്ؗ ഈ ഏئവും െചറിയ ഒئയടി സٔാഭാവിക സംഖّയാണ്, അടു؋ത് മൂ്ؗ 
അടു؋ത് അ؀് ഏഴ് ഒآത് തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ േഡാ؂് േഡാ؂് ഇടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു പാേئൺ 
അറിയാെമ׸ിൽ , െസئിന്െറ ആദّെ؋ കുറ്׺ ഘടക׹ൾ ഞ׹ൾ എഴുതുؗു, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ േഡാ؂് 
േഡാ؂് േഡാ؂് ഉപേയാഗിുؗുׯ അവരുെട വിവരണം എ്ؗ പറയുക ഈ ഗണ؋ിെല പല ഘടക׹ളും 
സാധാരണയായി ഒരു െസئിെന ْപതിനിധീകരിؗുׯതിനുت ഒരു മാർ״ം കൂടിയു؇്, അതിനാൽ ഒരു 
െസئിെന ْപതിനിധീകരിؗുׯതിനുت ര؇ാമെ؋ മാർഗെ؋ െസ്ئ ബിൽഡർ േഫാം എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ രൂപ؋ിൽ െസئിന്െറ എبാ ഘടക׹ളുെടയും സٔഭാവ 
സവിേശഷതകളാൽ ഗണെ؋ വിവരിുؗുׯ . ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞ׹ൾ മുآെ؋ ഉദാഹരണം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, െസئിന്െറ െസ10 8 6 4 2 ്ئ ന് തുലّമാണ് , െസ്ئ ബിൽഡർ രൂപ؋ിൽ a a 
തുലّമായി ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് എبാ ന്െറയും േശഖരമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ n 
എഴുതുؗു. റാൻഡ് െകാ؇് ഹരിׯാവുؗ ഒരു സٔാഭാവിക സംഖّ പ؋ിൽ താെഴേയാ തുലّേമാ n 
ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒേര െസ്ئ എഴുതാൻ വّതُّ ٝമാർഗ׹ളു؇്, അതിനാൽ 
ഗണിതശാസ്ْത؋ിൽ നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯ ചില ഗണ׹െള ഇേؚാൾ ഞാൻ പരിചയെؚടു؋ാം, അവ 
ഇവയാണ്. എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളുേടയും ഗണെ؋ സൂചിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ഈ മൂലധനം n 
ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളുേടയും ഗണെ؋ മൂലധനം ആണ് n 
ْപതിനിധീകരിؗുׯത് . കൂടാെത എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളും പൂജّം എبാ യുװിസഹ 
സംഖّകളുെടയും ഗണെ؋ െകാ؇് സൂചിؚിുׯം, തുടർ്ؗ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും q 
ഗണ؋ിന് ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ എبാ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെടയും പൂർ؉സംഖّകളുെട r 
അനുപാത സംഖّകൾ യഥാർ، സംഖّകളുെട മൂലധനം എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെടയും ഗണെ؋ c 
സൂചിؚിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ഞാൻ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഉപേയാഗിׯാം ؛സ് ഇതിനർ،ം എبാ r 
േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّകളുേടയും െസ്ئ എؗതിനർ،ം സമാനമായി ؛സ് എؗത് എبാ q 
േപാസിئീവ് േറഷണലുകളുെടയും ഗണെ؋ അർ،മാുׯം, അതിനാൽ ശൂനّമായ െസ്ئ എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഞ׹ൾ വിശദീകരിുׯം, അതിനാൽ ശൂനّമായ െസ്ئ എؗത് ഘടക׹െളാؗും
ഉൾെׯാتാ؋ ഗണമാണ് അതിനാൽ അട׹ിയിരിؗുׯ െസ്ئ മൂലക׹െളാؗുമിب, ശൂനّമായ 
െസئിനായി ഉപേയാഗിؗുׯ െനാേ؂ഷൻ ഈ ൈഫ ആണ് അെ׸بിൽ ശൂനّമായ െസئിനുتിൽ ഒരു 
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ഘടകവുമിبാെത ഞ׹ൾ ചുരു؇ േْബസുകൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ നൾ െസ്ئ അെ׸بിൽ ശൂനّ െസ്ئ 
എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ പദ׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ അവ അർ،മാؗുׯത് 
ശൂനّമായ െസ്ئ തെؗയായിരിുׯം. എനി്ׯ ഒരു െസ്ئ െല്ئ എ ഇകٔൽ ടു വിവരിׯാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഇതിനകം ഈ െനാേ؂ഷൻ അവതരിؚി׺ി؂ു؇്, ഇതിനർ،ം ഒؗിലും വലുതും ര؇ിൽ n 
കുറവും ഉت സٔാഭാവിക സംഖّയിലുت എبാ ഉം അട׹ിയിരിؗുׯ ഈ െസئാണ് എؗാണ്, n 
അതിനാൽ നأൾ ഈ െസ്ئ എഴുതുؗു എ്ؗ കരുതുക . ഏെത׸ിലും ْപകൃതി ഒؗിൽ വലുതും ര؇ിൽ 
കുറവുتതുമായ ഒരു സംഖّ ഇب അതിനാൽ ഈ െസ്ئ ശൂനّമാണ് , കാരണം ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ 
കർശനമായി സٔാഭാവിക സംഖّ ഇب എؗതിനാൽ മെئാരു ഉദാഹരണം എؗത് ചതുരം ര؇് b x 
വല؋ിന് തുലّമായ വിധ؋ിൽ എبാ ന്െറയും േശഖരണമാെണ്ؗ കരുതുക. അതിനാൽ നി׹ൾ x 
ൈഹُٕൂ ളിൽ ക؇ിരിׯാം, ചതുരം 2 ന് തുലّമായ ഒരു േറഷണൽ സംഖّ ഇب, അതിനാൽ ഈ െസ്ئ b 
വീ؇ും ശൂനّമായ ഗണ؋ിന് തുലّമാണ്, ഞാനും ഒരു െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിׯെ؂, ശരി ഞാൻ 
അതിേല്ׯ വരാം അതിനാൽ ആദّം ഞാൻ നിർവചിׯാം പരിമിതവും അനؓവുമായ ഗണ׹ൾ 
അതിനാൽ പരിമിതമായ നിരവധി ഘടക׹ൾ മാْതം ഉൾെׯാؗുت ഒരു ഗണമാണ് പരിമിതമായ ഗണം, 
അതിനാൽ പരിമിതമായ നിരവധി ഘടക׹ൾ മാْതേമ ഉൾെׯാൂتുؗുتെവ׸ിൽ അതിെന 
പരിമിതഗണം എ്ؗ വിളിുؗുׯ , അبാ؋പײം അതിെന വിളിുؗുׯ, കൂടാെത പരിമിതഗണ؋ിൽ 
എبാ സٔരാײര׹ളുെടയും ഒരു കൂ؂ം ഫിനി്ئ െസ്ئ , കാരണം അതിൽ അ؀് ഘടക׹ൾ മാْതേമ 
അട׹ിയിൂت؂ു, എؗാൽ ഈ ഉദാഹരണ׹െളبാം ഞാൻ നൽകുؗു എبാ സٔാഭാവിക 
സംഖّകളുെടയും െസ്ئ എبാ പൂർ؉സംഖّകളുെടയും േറഷണൽ സംഖّകളുെട യഥാർ، 
സംഖّകളുെട സ׸ലന സംഖّകൾ ഇവ പരിമിത ഗണ׹ളിലാണ്, അതിനാൽ ര؇് ഗണ׹ൾ 
തുലّമായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഉേؐശിؗുׯത് അടു؋തായി പറയാം. 
അ׹െന ര؇് െസുئകൾ എؗിവ ഒേര മൂലക׹ൾ അട׹ിയി؂ുെ؇׸ിൽ അവ തുലّമാെണ്ؗ a, b 
പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഒരു ഗണെ؋ ْപതിനിധീകരിുׯേآാൾ മൂലക׹ളുെട ْകമം ْപധാനമب , 
ഉദാഹരണ؋ിന് എؗത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ആെണ׸ിൽ നأൾ എ്ؗ എഴുതുؗു. മൂ്ؗ ഒ്ؗ പിെؗ a b a, b
എؗിവ ഒേര ഗണമാണ്, കാരണം എؗിവയിൽ ഒേര മൂ്ؗ ഘടക׹ളും ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ഘടക׹ളുംa, b 
അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ എഴുതുേآാൾ ഘടക׹ൾ ഏത് ْകമ؋ിലാണ് വരുؗത് എؗത് 
ْപധാനമب, അതിനാൽ അടു؋ ആശയം ഉപഗണ׹ളാണ് അതിനാൽ ആയിരിׯെ؂. ഒരു െസ്ئ x a 
കّാപിئൽ എؗത് ന്െറ ഒരു ഉപെസ്ئ ആെണؗും , െസئിന്െറ എبാ ഘടക׹ളും ന്െറ ഒരു a x a x 
ഘടകമാെണ׸ിൽ , ഇത് ന്െറ ഒരു ഉപഗണം െകാ؇് സൂചിؚിുׯം , അതിനാൽ ഇത് സാധാരണയായി x x 
ന്െറ ഒരു ഉപഗണമായി സൂചിؚിുׯം . മൂലധന؋ിന്േറത് എؗത് മൂലധനം ന്െറ ഒരു a x 
മൂലകമാെണؗും ഇത് സൂചിؚിׯണം, അതിനാൽ നأൾ ക؇ിت؂ു ഗണ׹ളുെട ഉപഗണ׹ളുെട ചില 
ഉദാഹരണ׹ൾ ْശؑിുׯക, ഇത് എبാ പൂർ؉സംഖّകളുെടയും ഗണ؋ിന്െറ ഒരു ഉപഗണമാണ് എؗത് 
ْശؑിുׯക. പൂർ؉സംഖّയുെട ഒരു പൂർ؉ഗണം എؗത് യുװിസഹമായ സംഖّകളുെട ഒരു 
ഉപഗണമാണ് യുװിസഹവും അവിേവക സംഖّകളും ഉൾെؚടുؗ യഥാർ، സംഖّകളുെട ഒരു 
ഉപഗണം , പിؗീട് നി׹ൾ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ പഠിു׺കഴി؁ാൽ, യഥാർ، സംഖّകൾ സ׸ീർ؉ 
സംഖّകളുെട ഉപഗണ׹ളാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, ഇേؚാൾ ഒരു ْപധാന കാരّം ര؇് െസുئകളും 
ബിയും തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതം എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ്, എؗത് ഒരു വല؋ിന്െറ ഒരു a b b 
ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, ഇത് എؗിവയുെട ഒരു ഉപഗണ؋ിന് a b b , b 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വളെര ലളിതമാണ്, കാരണം ര؇് െസുئകൾ തുലّമാണ് ഒേര മൂലകം 
അട׹ിയിരിؗുׯതിനാൽ യിെല എبാ ഘടകവും യിലും തിരിു׺ം ആയിരിׯണം, അതിനാൽ a b a 
എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണവും എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണവുമാണ് എؗാൽ ര؇് െസുئകൾ b b a 
ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ْശമിുׯേآാൾ ഇത് വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ് . മെئാؗിന്െറ 
ഉപഗണം പവർ െസുئകൾ എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ മെئാരു ആശയമു؇്, അതിനാൽ ഒരു െസئിന്െറ പവർ 
െസ്ئ യുെട എبാ ഉപെസുئകളുെടയും േശഖരണമാണ്, പവർ െസئിന് ഉപേയാഗിؗുׯ എؗത് a p a 
യുെട പവർ െസئിെന സൂചിؚിുؗുׯ . യുെട ഇതിൽ എبാ യും അട׹ിയിരിുׯം, അതായത് a b b 
എؗത് യുെട ഒരു ഉപഗണമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എؗതിന് തുലّമാെണ്ؗ a a 
കരുതുക . ഈ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ ഉൾെׯാുؗുت ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ഒരു പവർ െസ്ئ എؓാെണ്ؗ a 
നി׹ൾ്ׯ എഴുതാേമാ, അതിനാൽ ആദّം എبാ െസئിന്െറയും ഒരു ഉപവിഭാഗമാണ് ശൂനّമായ െസ്ئ, 
അതിനാൽ ശൂനّമായ െസ്ئ പവർ െസئിലായിരിുׯം, തുടർ്ؗ എبാ ഉപെസുئകളും ഉൾെׯാؗുت 
എبാ െസുئകളും ഞ׹ൾ പ؂ികെؚടുുؗു؋ ഒരു എലെമന്റിൽ ഒരു ഘടക׹ൾ മാْതേമ 
അട׹ിയിൂت؂ു , അതിനാൽ മൂ്ؗ അടؗു׹ ര؇് െസ്ئ അടؗു׹ ഒരു െസ്ئ ഞ׹ൾ 
സ׽മാׯിയി؂ു؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ പൂജّം മൂലകം അട׹ിയ എبാ െസുئകളും ലഭിു׺, തുടർ്ؗ 
ഒരു ഘടക׹ൾ അട׹ിയ എبാ െസുئകളും നി׹ൾ്ׯ ലഭിു׺, തുടർ്ؗ ര؇് ഘടക׹ൾ 
അട׹ിയിരിؗുׯ എبാ െസുئകളും നി׹ൾ്ׯ പ؂ികെؚടു؋ാം. ഞ׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ ഒ്ؗ 
മൂ്ؗ ഉ؇് , തുടർ്ؗ മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ അട׹ിയ എبാ െസുئകൾുׯം ഞ׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ വലത് 
ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് എനി്ׯ ഈ െസئിന്െറ എبാ ഉപവിഭാഗ׹ളും നൽകുؗു, മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ ഒ്ؗ 
ര؇് മൂ്ؗ അട׹ിയിരിുؗുׯ, നി׹ൾ കണׯാׯിയാൽ എْത ഘടക׹ൾ ഉ؇് അതിനാൽ ഇവിെട 
പവർ െസئിെല മൂലക׹ളുെട എ؉ം എ؂ിന് തുലّമാണ്, അത് ര؇് കّൂബിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു 
െസئിന് ഞ׹ൾ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െസ്ئ ഘടക׹ൾ ഉെ؇׸ിൽ െല a n a 
മൂലക׹ളുെട എ؉െ؋ സൂചിؚിുؗുׯ. പിെؗ എലിമുകളുെട എ؉ം യുെട പവർ െസئിെല a nts 
എبായ് േؚാഴും പവറിന് ര؇ാണ് എؓുെകാ؇ാണ് ഇത് മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ ഉൾെׯാؗുت ْപേതّക n 
ഉദാഹരണ؋ിനായി ഞ׹ൾ െചᅃٝത് േപാെലയാണ്, നി׹ൾ ഉപെസുئകൾ േനാുׯേآാൾ b 
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ആെണ׸ിൽ ഏെത׸ിലും ْപേതّക യുെട മൂലകം ഒؗുകിൽ ൽ ആണ് അെ׸بിൽ അത് ൽ a b- b-
ശരിയب, അതിനാൽ മൂലക׹ൾ ഉ؇് , ഓേരാؗിനും അത് ലാേണാ അبേയാ എ്ؗ n b-
വّװമാؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ ഒരു ഉപഗണം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഓേരാ മൂലക׹ൾുׯം നമു്ׯ n 
ര؇് േചായ് സുകളു؇് , അതിനാൽ അ؋രം സംഖّകളുെട എ؉ം ഉപഗണ׹ൾ േല്ׯ ര؇് n-
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ ْകമെؚടു؋ലും േകാآിേനഷനും പഠിുׯേآാൾ ഇ؋ര؋ിലുت 
എ؉ലും നി׹ൾ പഠിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ െസുئകളിെല ചില ْപവർ؋ന׹ൾ പഠിുׯം, 
അതിനാൽ ആദّേ؋തിെന യൂണിയൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് െസുئകൾ എؗിവ a, b 
നൽകുؗു. കൂടാെത ഇത് ൽ സൂചിؚിുؗുׯ, അത് യിേലാ യിേലാ ഉت എبാ ഘടക׹ളും b aub- a b
ഉൾെׯാുؗുت, നأൾ എെؓ׸ിലും യിേലാ യിേലാ ആെണ്ؗ പറയുേآാൾ അതിൽ യിലും a b a

യിലും ഉت ഘടക׹ളും ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ എഴുതെ؂ ഇത് െനാേ؂ഷനിൽ, അതിനാൽ ഒരു b
യൂണിയൻ എؗത് എبാ ന്െറയും ഈ ഗണമാണ്, അതായത് എؗത് അെ׸بിൽ യുേടതാണ്,b x x a x b 
ഉദാഹരണ؋ിന് , ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ അടؗു׹ െസ്ئ ര؇് മൂ്ؗ നാല്, അ؀് എؗിവ അടؗു׹ െസ്ئ bb 
ആകെ؂, പിെؗ ഒരു യൂണിയൻ അതിൽ യുെട എبാ ഘടക׹ളും യുെട എبാ ഘടക׹ളും b a b 
അട׹ിയിരിׯണം അതിനാൽ നأൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എഴുതുؗു. തുടർ്ؗ നമു്ׯ നാലും അ؀ും ഉ؇്, 
അതിനാൽ ഒരു െസئിെന ْപതിനിധീകരിുׯേآാൾ ഈ ഉദാഹരണ؋ിനുت ഘടക׹ൾ ഞ׹ൾ 
ആവർ؋ിׯിب എؗത് നി׹ൾ ْശؑിേׯ؇താണ്, 2 ഉം 3 ഉം യിലും യിലും സംഭവിؗുׯതായി a b
നി׹ൾ കാണുؗു, എؗാൽ ഞ׹ൾ ഒരു യൂണിയൻ എഴുതുേآാൾ ഞ׹ൾ ര؇് എഴുതുؗിب. രേ؇ാ v 
മൂേؗാ ْപാവശّം 
അ׹െന െസئിെല മെئാരു അടിرാന ْപവർ؋നം കവലയാണ് , അതിനാൽ എനി്ׯ എؗിവ a, b 
ര؇് െസുئകളാെണ׸ിൽ, ഒരു ഇന്റർെസײൻ എبാ ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت . b a, b 
എؗിവയ് ്ׯ െപാതുവായുت എبാ ഘടക׹ളും, അതിനാൽ മുآെ؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ എؗത് ഒ്ؗ a 
ര؇് മൂ്ؗ, എؗത് ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് എؗി׹െനയാണ് നأൾ ഒരു കവല എഴുതുേآാൾ b b , a, b
എؗിവയിൽ ഉت എبാ ഘടക׹ളും േനാുؗുׯ. യിൽ എؗാൽ യിൽ അب, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഒരു a b 
കവലയിൽ അب ര؇് എؗിവയിൽ b a, b 
അ׹െനയാണ് ര؇് കവലയിലാണ് മൂ്ؗ വീ؇ും എؗിവയിൽ ഉ؇്, അതിനാൽ മൂ്ؗ കവലയിലുംa, b 
ഉ؇്, തുടർ്ؗ നാല്, അ؀് എؗിവ അب ൽ ഇب, അതിനാൽ ഒരു കവല എؗത് ഈ ര؇് a a- b 
ഘടക׹ൾ മാْതമുتതാണ് ര؇്, മൂ്ؗ ഒരു കവല എؗത് ശൂനّമാണ് െസ്ئ അേؚാൾ നأൾ പറയുؗു b 

എؗിവ വിഭജി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ െസئിെല അടു؋ ْപവർ؋നം െസ്ئ വّതّാസമാണ് , a , b 
അതിനാൽ െനാേ؂ഷൻ ഇതാണ് അെ׸بിൽ ഒരു ൈമനസ് ബി ആണ് അതിനാൽ എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ എؗിവയുെട െസ്ئ വّതّാസം എبാ ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت a, b 

യിൽ എؗാൽ ൈമനസ് യിൽ അب, ഇത് എبാ നും തുലّമാണ്, അതായത് യുെടതാണ് , a ba b x x a x b
യിൽ ഇب , ഉദാഹരണ؋ിന് ഒ്ؗ മുതൽ മൂ്ؗ വെര ന് തുലّമായത് ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആണ്, b 
തുടർ്ؗ ഒരു ൈമനസ് ആണ് നأൾ േനാേׯ؇ത് യുെട എبാ ഘടക׹ളും ൽ ഇبാ؋തിനാൽ b a b-
ഒ്ؗ ലും ൽ അب ര؇്, മൂ്ؗ യിലും ഉ؇്, എؗാൽ അവ ലും ഉ؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ a- b- a- b- b 
ൈമനസ് യു എ്ؗ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഇത് െസ്ئ വّതّാസ؋ിൽ ഉൾെؚടു؋ി3 ,2 .ب a 
എؗിവ യിലبാ؋ യുെട എبാ ഘടക׹ളും എഴുേത؇തു؇്, എؗാൽ 4 ഉം 5 ഉം a b a 
യിലبാ؋തിനാൽ ൈമനസ് ഉം ഉം അടുؗു׹. അതിനാൽ എനി്ׯ ഒരു യൂണിയൻ എؗത് b a 4 f b 
ഒരു ൈമനസ് യൂണിയന് തുലّമാണ്, ഒരു ഇന്റർെസײൻ ײമിׯണം , ൈമനസ് എ ൈറ്ئ ഉت b b b 
യൂണിയൻ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു െവൻ ഡയْഗം ഉപേയാഗി്׺ വിശദീകരിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 
െസ്ئ എ ആയും ഇത് െസ്ئ ബി ആയും ആെണ׸ിൽ അേؚാൾ ഒരു ൈമനസ് എؗത് െല എبാ b a 
ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت, അത് യിൽ ഇبാ؋താണ്, അതായത് ഇത് ഒരു ൈമനസ് ആണ്, ഇത് b b 
ഒരു കവല ആണ്, ഇത് ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ആണ്, ഈ ഭാഗം ഒരു b b a b 
ഇന്റർെസײൻ ആണ് കൂടാെത ഇത് ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഒരു യൂണിയൻ എؗത് ഈ b b a b 
യൂണിയനുകൾ എ്ؗ എഴുതാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകും, ഇവിെട യൂണിയനുകൾ 
വിഭജിׯെؚ؂ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ ഭാഗ׹ൾׯിടയിൽ ഒരു വിഭജനം ഇب ൈമനസ് a b a 
ഇന്റർെസײൻ ൈമനസ് അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട ഒ്ؗ ഡിേജായിന്റ് യൂണിയൻ ആണ്, b, b a 
അതിനാൽ െസുئകളുെട യൂണിയൻ എഴുതാൻ ഇത് വീ؇ും ْപധാനെؚ؂ ഒؗാണ്, ഈ െസ്ئ വّതّാസവും 
ഇന്റർെസײനും ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ വിഭജന ഗണ׹ളുെട യൂണിയൻ എ്ؗ എഴുതാം. പൂജّം മാْതം 
അടؗു׹ ഒരു െസ്ئ മാْതം, ആൽഫ് മാْതം അടؗു׹ െസ്ئ കൂടാെത, ഇവ സിംഗിൾടൺ െസുئകളാണ്, 
അതിനാൽ ഒരു െസئിന്െറ േകാം؛ിെമന്റ് എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗതും ഞാൻ പരിചയെؚടു؋െ؂, 
അതിനാൽ യു ആകെ؂ , സാർവْതിക െസുئം അബാ സബ്െസുئം യു എؗതിന്െറ പൂരകമാണ് , 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈْപം െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് എبാ മൂലക׹ൾുׯം തുലّമാണ് നി׹ളിൽ 
ഉتതും എؗാൽ ഒരു അഭിനؕന؋ിൽ അبാ؋തുമായ എبാ ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت, അവ 
പൂരകെമؗു പറയെ؂ , നമു്ׯ എبായ്േؚാഴും ഒരു വലിയ ഗണവും ഒരു ഉപഗണവും ഉ؇ായിരിുׯം, 
തുടർ്ؗ സാർവْതിക ഗണം എ്ؗ വിളിؗുׯ ആ വലിയ ഗണെ؋ സംബؖി׺ിടേ؋ാളം പൂരകമാണ്. 
ഉദാഹരണ؋ിന്, ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് ആെണ׸ിൽ എؗത് ര؇്, മൂ്ؗ എؗിവ അട׹ിയ െസുئം u a 
ഒരു പൂരകവും ഒ്ؗ, നാല് വലത് എؗിവ അട׹ിയ െസئിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഇത് ൈമനസ് ആണ്, u 
െസ്ئ ഉت െസ്ئ വّതّാസം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട നിർു؋ം അടുױ ؋ാشിൽ ഞ׹ൾ a 
െസുئകളുെട കൂടുതൽ സവിേശഷതകൾ ചർ׺ െചുإം, തുടർ്ؗ വّായാമ؋ിൽ നിؗുت ചില 
ْപٍ׹٠ളും ഞ׹ൾ പരിേശാധിുׯം നؕി 
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