
రࣃయన గࢡޒवసफం߯ ఈ త޶పڒ ࡍऱ࣒ ࣃ ړछ గతం ڒబܽद 
ఈڒ ܌ࡗऱ࣒ ߘߝ ޜ ऴߦరంࣃࠚफ ఎపओ ڕࠬ ߘߝ ,޻యక࠭ం࡯ޘ ڕࠬ ߖఅ ߘ ߘంܼڕࣆࡱޘ ڼ࡮ܽ
గత ڒऱ࣒ ࣄۯ ࠭࠲ ࡹనڕ ߖߖ޳ऱప फంߩ ڴనశऐ రణ ࣃۯफ ࠭࠲  ޻ం݄ ఇڕफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘ
ऴపڴࡆతघ క   ࡅ ܼݦకए  గࢩ࢑ ޒ ऱషణ ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴߦరంࠚంۨన అంࢡలࡹ
ఒకܽ సగܿ ڒ ܿࡔబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڼ࡯ సగܿ ܿࡔ 
ࡎߖ पత సమయ వङ ङޑ సం ࡮ݥ ޳ࡶद  కం݄ ࡮ݥद ऴగత  వङڒమం కం݄ ఏࡌ࢑ ߝఅ ࣄ  ङޑ సం ޳छ  ࡌ
రछߖ ۨంచబޔݡం޴.

మ࠾ࡍ  t 
ఇ޴ సओ షदంڴ ऴపޒచరङ  అޙ࠼, ఈ సగܿ ܿࡔ ఎలऱߩओ ڴ޶ం࠭ ڕ ݋యంݟڼఈ ऴ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ڴ޶ం࠭ ݢ
ओߩఇ ,޴फ ఉంܿంࡏڷ న࣒࠳ మన వదभ ఉనऒ ݞంڕڒ ܿࡔ ఈ సగܿ ݡ ߖߖ޳ 
తࣾణ ܿࡔ అࣃࡱߧ ߖफ ऐࡍచ ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ ࡏ फనऒࣆ  త޶ప޴ࡍ   మ࠾ࡍ
తࣾణం  ݋ࡔ అం݄                          ޳  ݋ࡔ                            ݋ࡔछ  ࡌ
ݡ࠮ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ݋ࡔ
అ࣋࡯ޘ ڕࠬ ߖफ, ࠬࣄ۫ ߖܽ࢒ ࡏనటऱޙ࠼ ఈ   ۪కए పచऐڕఆ ޳ࡶ ࡱ  ۪కए లࡏڷ ߘफం۪࡯࢐ڝ, ఇڕࠬ ࢑ 
ޙ࠼అ న࢑ࣄ࡯ޘ
సంబం߅త సమࡹ࠻ऱ .ందడం߰ ߘܿࡔ యగల తࣾణڶ ߘ ݋ంܐంܼ ࡏࠬ ఏࠫటం݄ ߖప ࣋ۯ ࡏࠬ 

ఆ సమయంߝࡹ ఉ޳హరణڕ ۫డంࡏࠬ   ݟ తࣾణ ߘ ݋ࡔ ఇకए ऒޒऴపయ ڕ޶ం޻ం߰ ݦ फࣃ  ڕࠬ ޾ࡶ ࡗ
,ࣃࡱޘ
ఇ޴ ఒకܽߖ ڴరछ ۨంచబݟం޴, ఆ߯ ࠬࡏ ఒకߖ޳ వదभ ఒక ܼంܐంࣃڶ ߘ ݋फ ఏࠫ ࠾ࡍమ ࡏ
జޔڷࡏం޴ అߩओ అం݄ ܿࡔ తࣾణ ܿࡔ ఈ తࣾణ ݡ

ڙ࠻ࡍ ࠬ दం݋ అ࠼న ۲ట కం݄ కం݄ ࡅకए  ऴపږޒలతڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ऴ݋ڙࠈ లࡹr t d r d 
ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత సڒ ࡔబܽद ఓࣣ తࣾణ ࡮ۧ ݞږ ܿࡔ ࠭ఖङ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴న లࣾణం, ఇ࠳  న࠳
లࣾణం.

ఉపڵࡆంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఆࣣ, ߘߝ ఇߩओ నऒޔࠋۮ ݦ ऱܿڴ , తࣾణ ܿࡔ
ఆ తࣾణం ޳ࡶ ఆ సమయంࡹ ఒక ܼంܐంڶ ߘ ݋యడం ޳छ छ޳ ందడం߰ ޳ࡶ  ࡌ  ޴ంޔݡందబ߰ ࡌ
మ࠾ࡍ అకए డ ߘం࠭࠲ ݟ ܼంܐంࡅ ݋కए छ޳ంܼ࠭, తڕࣆޓ ߘࡱ࢐  ఉతओ ࡌ  సం ఏࠫڝ फలޔ
జޔڷࡏం޴  ఉతओ  సంenڝ फలޔ
సڴࡍठ అ࢑ ޻షయం ࠪऴత࠲ ఉతओ కएࡅ సమయం ࡱफޔ फࣃߧߖక ڴ߅࢑  ࠲బܽद తࣾణڒ ࠼
అం݄ ఇ޴ కం݄ ࡅకए dp t   p dp ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 
ఎం޶కం݄ ఉతओ ओߩఅ ࡔసమయం స ޴फంࣆߧߖక ڴ ߤफ ఒక ఫంࣾޒ చరङޒऴప ࠭࠲ ݡ కएࡅ   ऴߦరంభ ڕܿࡔ
తڵ ठࣃफ ంۨనۨࣇ   ࡏ߮ బܽदڒ ࠭ ऱܿڴ ऴߦరంభ ܿࡔ మࢁऱ ఈ ऴపޒచరङ  ऴߦరంభంߝࡹ ఉంܿం޴  ऴపޒచరङ  
ऴߦరంభంߝࡹ ఉంܿం޴,
ఇߕࣆ ޴ऒ  సమ࡮ۧ ړߖ࠻ దగ ठరڴ ఉంܿం޴, ఇ࡮ۧ ߤܔ ࠹݅ ޴ అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ
ऴపޒచరङ కएࡅ   ऴߦరంభ ࠉం࢓޶ వదभ ۧ࡮ వరڕ సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరంభ ߘܿࡔ
ܼంܐంࡅ ݋కए ందవచऐ߰  ݟంߘ ࡱ࢐  డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖ , అ࢑ ޻ధం࠭࠲ ڴ ఉతओ ऒߕࣆ ړफޒ  సమయంࡹ 
మࢁऱ అ޻ పࣃۯ ߖߖफ ࠭.
 
సమయం ࡅకए  ఫంࣾߤ అం݄ అ޴ సమయం
కएࡅ  ఫంࣾڴ ߤ ఉࡌ ړࡹړߖవడం మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࣆۯफߕऒ ం అం݄ జంట ఉతओ సంڝ फޒ
छ޳ యడంڶ ߘ ݋ంܐవదभ ܼం ࢓޶ంࠉ రంభ సమయߦऴ   ࡮ۧ ऒߕޔ޶ం߰ ߘܿࡔ రంభߦऴ ࡌ ࠭.
 
फࣃంۨ ऴపࡍڷ ܿࡔ రంభߦఈ ऴ ࠭࠲ ࢑ంۨన ఇతర  ࠼ߦం ऱܿ   ఇకए డ ߮ࡖए నऒ ऱܿڴ 
, ఆࣣ ఉతओ ऒߖߦࡐ फޒ  బܽद ऴߦరంభ ܿࡔ  గణన ۯయడం ఉతफమం మڒ ړߖ޵ ࠾ࡍరణం
ఉతओ ړߖݞంచࠚరంߦऴ   ڕࠬ ओߩనࡶ फޒ ڡ࠻ࡍ వదभ ࠬ ࠾ࡍమ ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ ݡ द ࡱ ఉనऒ ओߩ   ݡ
ऴߦరంࠚంచంݟ
మڡ࠻ࡍ ࠬ ࠾ࡍ द ࡱ   రంࡹڷ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, ࠬ ఉతओ ݞږ ࡱफޔ
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘڷక రంࡖ࢘ యߖ అڕߘం޳ం, ఇߩओ ڙ࠻ࡍ   ࡏࠬ ޙ࠼అ ښఓ ݡ दం݋ ఏڒऴగతࡏࠪ ࡹओ  ࣄ۫ ߘ
ఈ ऴߦరంభ ߘܿࡔ ߰ందړߖݞ ऴపయޒऒ  फం݄ࣆ
అߩओ ޴ఇ  ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
ऴߦరంభ ڒ ܿࡔబܽद ࠪࡏओ एڕత ࡮ۧ  వڴ ఉంܿంࡏࠬ ޴ ߭దभࡍڷ ڴ फంచࡶక߱వ۪ऐ , అޙ࠼ ఉతओ  ంۨࡍڷ फޒ
ఆۨࡹంచంݟ.
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అܿవంܽ ఉతओ घࣃఅక ࠾ࡍమ ޶ࡶ ޵फ ఏޒ ऒߖڜ ڴफޔ
ఉతओ వۨऐ ړࡹړߖफ ఉޒ ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఉతओ ओߩడటం ఎలऱ۫ ߖफޒ ఉతफమ ݢ
ఎంߧక  ऴߦరంభ ړࡵ ߘ ݋ࡔए ంచంړߖ޳   ݟ సంబం߅ంۨ ڕߕ సओ షदంࣆࡱޘ ڴ అߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ఆ  ߘ
తࡌछ త   ࡓండవ ࠼ߦంߧۮ ࡹ ݋ओ న ऱܿ ऴߦరంభ ܿࡔ గణనߘ  ऴߦరంభ ࠉం࡮ۧ ڕ࢓޶ దగ ठర࡯࠻ۯ ڴझ  
ఉంܿం޴,
ఇ޴ ऴߦరంభ ࣃब నం ߘంݟ ఐࢡ ޶తం ߩࡹ  ऴపޒచరङ  సڒ ࡔబܽद
చరङޒऴప ࣆࡱھ తపओ ࡱ చరङޒऴప ࣆࡱھ , ړ ࡮ۧ ࡱ ऱషदంڴ ఉంܼ࠼ అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ గࡍషधంڴ ఉంܿం޴ 
ࡱ࢐ బܽदڒ
ऐࡍచ ࠭࠲ ܌ࡗ బܽद ఆڒ ޴ఉం ڴࠈ ࡮ۧ ఖࡔ  ޳ࡶ ం۪ڕంܿనऒ  ۨవ࢑ ࡍషయం
ఏࠫటం݄  ऴపޒచరङ  ࣆࡱޘ ڕࠬ రపడటం߄ऴగత߯ ఆڒఏ ࠾ࡍమ ܿࡔ 
అࣾం ࠬద ఇవछ ࠾ࡍమ  ݟद ߭టदంࢳదృ ܿߦ ంత సమయంڜ ऱࢁమ ߯ߖ޵ బݟన సమయం మ࠾ࡍ సओ షदంڴ x 

అ޴ߝ ऴపޒసओ ం޴ం޴ۯr 
ओߩఇ ࡏࠬ ऴగతڒఏ ߖ޳ కएࡅ फ సమయం࣋ࡍసߘఅ ߘఖࡔ ࡯ߗ ݡ ߖందޔठڷత ڴ߅࢑ 
ఖۨऐ ࡏࠬ  ࣆࡱޘ ڕࠬ తంڴ సమయం ڕࣆޓ ߖڕࣆࡱޘం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޴   వంܽ ࠼ߦం ऱܿ ఇ࡮ 
పओۮ ంڕࠬ  ݟ t two t three
మࣆࡱޘ ࠾ࡍ మ࢒ ࠾ࡍటߖऒ ంܽࡹ తࣾణం   ࡔటऱړࡵ ߘए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ t four 
ऒߖట࢒ ంܽࡹ తపओ ڴࡍసߖ
फࣃ۫ ࡏࠬ ߘలࡱ࢐ కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం ,ࡏ  abࡱ࢐ 
ఈ ܼంܐంࡱ࢐ ݋ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴.cd 
 ఈ ܼంܐంࡅ ݋కए एڕకం݄ ఎ ࡱ࢐ కށࠪߦऴ  ࡱ࢐  వڴ ఉంܿం޴,ef gh 
కߘక ఇ޴ తࣾణ ܿࡔ ܼంܐంࡅ ݋కए ࠾ࡍఉం݄ మ ڴసࠪనం ڕࡱ࢐ 
ڙ࠻ࡍ  ఉం݄ ࣄ࡯ޘ తంښల సంږޒऴప ڕࠬ दంࡅ ݋కए  నࢲदߖऒ  फ࣋࡯ޘ ڕࠬ తంښల సంږޒऴప ۯంۨࣇ    
అߩओ ఆ  ޴࣋۫ మనం ݡ

గࡍషध ߘࡱ࢐ కڵ࡯ ఉంܿం޴, తࡌछ త తࡌछ త ab cd ef
తࡌछ త కߖషद ߘࡱ࢐ కڵ࡯ ఉంܿం޴gh  

ఆ తࡌछ త మధङ ऒߕఉ ڵ࡯ऱ కࢁమ ߖ ࠾ࡍమ ࠭࠲ ࡹ పܽ  చరऐߘ࠭ ࠪ ల߯ࡱ࢐ ,࠭ ల ࡍڷంۨ d cd ef
 ښߖݞయۯ फࡏڷ ڕࠬ
फనऒࣆۨࣇ ߘలࡱ࢐ షदߖక ࠾ࡍషद మࡍగ   ߘߝ ओߩ ړߖ܉ߖ  ݡ
అం݄  ఆ ࡱ࢐ల సంబం߅త పࠪࡍణం   అߖ అర बం సڒ ࡔబܽद దయࣄۯ ఎలऱߩओ ݢ
ओ߮ۮ ڕࠬ ޴ఇ   ޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ڕࠬ ޴బܽद ఇڒ  ݟంڝफం۪ࡏڷ  అం݄  ޴ంޔࠋۮ ڕࠬ ޴
ऴపޒచరङ ڡ࠻ࡍ  द ڕ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ ఉండక߱వ۪ऐ    ऴపޒచరङ ڙ࠻ࡍ ܿࡔ  दంړ ݋ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ 
ఉండవ۪ऐ
ऱࡹబܽद  ఆ ࠪటڒ పओۮ  ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచంڒ ݟబܽद ࠪ࡯ޘ ڕయܑయంڒ ݟబܽद ࡍڷ ߖ޵ంۨ ࠪ ऱܼ ం޳ంڕݡ
ڕࠬ ݟంߘ ࠆڴఈ ऴ ,ݟంߘ ߖ޵ 
मࡌߖ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ ,ఏࠫటం݄ ޴నࣄ࡯ޘ ߘߝ బܽदڒ   ంచగల࠭ࡍ
फࣃࡏࠪ ߖ ߤࣾ࠻ࡍ ߤ߭ ڙ࠻ࡍ ڴ࢑ధం ఒక ޾ఏ ܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ  ߘ दం݋ ఏڒऴగత߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴.
ڙ࠻ࡍ  दం݋ ఏڒऴగత߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴.
 

ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए ࡍߖ  भషद ࣄबࡌంకం కڵ࡯ ఉంܿం޴ctant r at the time t three   r 
మ࠾ࡍ అం޶వలన ߕ ߘߝ సమߖ࠻ऒ  ߭ం޵ڜ ۯभ 
ߘबరతࣄ న࠳बరࣄ                                                             ڴరం߄࢐ల ఆࡱߖ
కڵ࡯ ఉనऒ  సమయ సమయంڙ࠻ࡍ  ࡹ दం݋ ఏڒऴగత తగ ठడంڙ࠻ࡍ ܿߦ ޜ दం݋ తగ ठడంܿߦ ޜ 
ߖందޜठڷన తߩ࢙ݟڕ ݞږ ࡱ࢐
ܼంܐంࡅ ݋కए ఇకए ߖందޜठڷత ݞږ ࡱ࢐  డ ࠬࡏ ۫డగలࡏ, ఉ޳హరణڕ సమయంࣃࡱޘ ڕࠬ ࡹ  
సమయం
ం࠼ߦ ऱܿ ఒకܽ ڷࡱߕ ޳ࡶ సమయం ఒకܽ, ఇకए డ ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగతt t t 
అతङ एڕఎ ݞږ ࡱ࢐  క߅ వڴ ఉంܿంߘߝ ,޴ తࡌछ फࡿࢗ ړߖ޳  ޒ ఇకए ,ߘ డ  ࡓంݡ సమࡹ࠻ऱ  ఏڒऴగత t 
ڵం తۮంڜ ठం޴,
ఆ߯ ݞږ ࡱ࢐ తڵ ठంڙ࠻ࡍ ߘߝ  ޴ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత అతङ లओ ంڴ ఉంݦ ۨవࠉ ࡍంࡿࢗ ړ4 ࢓޶फ  t,ߘ
ఆ߯ ݞږ ࡱ࢐ తڕए వڴ ఉంܿం޴,
చరङޒబܽद మనం ఏࠫ ऴ࢐యగలం అం݄ ऴపڒ ڙ࠻ࡍ  ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ڴ࢑ధం ఒక ޾ఏ   ܿࡔ  दంࡅ ݋కए  
ఏڒऴగత߯ ఆ߄రపݟన
తࡌछ త ߘߝ ఈ పߖ޳ऒ फࣃۯ ࡱڷࠫ  ڙ࠻ࡍ అం݄ ߘ दంڜ ࡹ ݋ంత ࠙గం ఉతओ छࡌన తࡍࠪ ڴफޒ త ఏߕ޼ 
ڙ࠻ࡍ दం࡯ڵࠫ ݋ ఉందߝ అࡌब ऒߖ फࣃݟܔ ߘߝ  ߘ
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ܿࡔ ߘߝ బܽदڒ ,
సࠪనం అߖ ऴ࢐యగల޳ࡶ ߘ నߘऒ  అߘమޒంచړߖݞ ఇ޴ సࠪనం ޶ڒ అߖ ऴ࢐యߖవछ ంݟ శړ फ ړݟڕ n 
ऴపޒసओ ం޴ంࣃ ۯంऴదతڕ అߦߘࠪࡹߘత ۨహऒ ంߖ޵ ڴऒ  ऴ࢐యంڒ ,ݟబܽद ఈ సࠬకరߖހऒ  ఒకߖߖ޳ p 
అߘమޒంచంݟ
ఇߩओ నऒޔࠋۮ ࡏࠬ ݡ ఖङ࠭ ޴ ޳ࡶ ࠆڴన ऴࣄ࡯ޘ ڕࠬ   ޴న࠳
ओߩఇ ࡏࠬ मࡌߖ ࠭࠲ ڴరం߄ఆ ߖ޵  ڴరం߄ఆ ࡽࠀऴ߰ ڡܽߜڛ నࣄ۫ ݦ ఏࠫటం݄ ޴ۯంࡍ
ऴపޒచరङ ఉనऒ ࡯ڵࠫ ܿࡔ  ڙ࠻ࡍ    दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రంڴ
నऒޔࠋۮ ࠭࠲ చరङޒఏࠫటం݄, ऴప ޴ ړంత శڜ   ܿࡔ  फړ ߭ంచబݟన ڙ࠻ࡍ दంڕ ݋ అߦߘࠪࡹߘతంࡹ 
ఉంܿం޴.

ఈ సందరग ంڒ ࡹబܽद ڒబܽद అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद ڒబܽद అڙ࠻ࡍ ޴ߝ दం݋ ఏڒऴగత߯ ܿࡔ ఎ࡮ n n n n n 
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޾ ఖۨऐ తం߮࡯ޘ ڴ సంఖङ ఖङ࠭ ޴బܽद ఇڒ   ం ڒబܽद ఇ޴ ఖۨऐ త࠳నڒ  ޴బܽद ఈ y n 
ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత߯   ऴపޒచరङ కएࡅ రపడటం߄ఆ ܿࡔ   సछ ऒߖ࢐࠙  ఖۨऐ తం࡯ޘ ڴయܑࣆफం޴  n 
బܽदڒ
ऴపޒచరङ  
కएࡅ  ऴకమం సࡕన޴ అ޴ߝ  ऴపޒచరङ  ऴకమంn 
మ࠾ࡍ మనం ࠭ంࢀࢗ ڕ޶ऱ ऴ࢐యవ۪ऐ  మనం అߦߘతతࣄ࢘ࣄޓ ߘ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఆ
ڙ࠻ࡍ ܿࡔ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత శړ फࡓ ړ ऱܿ సࠪనం ఇ޴ సࠬకరణం ࡓంݡ సڒ ࡔబܽद సओ షदంڴ ఇߩओ  k n ݡ
ࡏࠬ
ఈ అߕ ޴ߝ అߦߘతం ࡅకए  k࠾ࡍమ ࡏऴగࣕంۧ ߖతం అߦߘऱ అࡱహ ߕ ంకంࡌबࣄ ߕ 
అంߖ޵ ښ޶ऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ  ޴ऱ ఇࢁమ ࡔస ࡏంకం అంܼࡌबࣄ ܿࡔ   ޴वసफం ఇࢡޒయన గࣃర ࠾ࡍన పదం మ࠳
ܿࡔ
ࡓ ంకంࡌबࣄ ݋ࡔ ޴ݦచదవబ ڴసࠪనం ړ ݋ࡔ బܽदڒ  ంకంࡌबࣄ  ऱܿk 
ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగత శړ फړ ړ ߭ంచబޔݡం޴, ఇ޴ మనڕ ఖۨऐ త࠳న సछ ऒߖ࢐࠙  n.޴फంࣆయܑ࡯ޘ 
ڙ࠻ࡍ   दం݋ ఏڒऴగత ࡅకए చరङޒऴప ڴ߅࢑  కएࡅ ܿࡔ   ࢙࢑ధङ ం 
సڒ ࡔబܽद ఈ ఆࣣ సࠬకరణం 2
మనڕ ఏࠫ ޔࠋۮంۮ ޾పओ ంݟ అం݄ ఇړ1 ޴ సࠪనం అޙ࠼ అ࠴ ޴దܽ ఆర न࡛ n i  sa n ,ࡔస ߤࣾ࠻ࡍ 
 సࠪనంn ړݡ࠮ ,ߩ࢙ݟڕ  ఉం݄ ڴసࠪనం ړݡంࡓ
అࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޙ࠼ండవ ఆర न࡛ फࣃࡱߧ ߖఅ ߤࣾ࠻ࡍ  ࠭  అߕࣆ ڼ࡮ऒ  nޙ࠼సࠪనం అ ړ
అݩ࠮ ޴ ఆర न࡛  ߤࣾ࠻ࡍ 
అݡ࠮ ߖ అߕࣆ ޙ࠼ऒ  ఆర न࡛  n޳ࡶ ݡంࡓ  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ڴ ߤࣾ࠻ࡍ 
छ޳ సగ࠭ల ݡ࠮ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖऴకమం అ ݦఉం ڴకంऀߦ ޴అ ࡌ , ࡏ
అం݄  ڴ࠙ ݡ࠮ల ऀߦక ऴకమం అߖ అర बం ఒకܽ
అߩओ ऒߕࣆ ޴అ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ ݡ ࡓ ܿࡔ   ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऱܿ ڙ࠻ࡍ दంڵࡍ߭ ړ ݋న శړ फړ n n k 
సࠪనం అޔࠋۮ ڕࠪ ߖంࡓ ޴ంړݡ࠮ ݡ సࠪనంn 
అޙ࠼ ఇ࠮ ޴డవ ఆర न࡛ ࡓ ߤࣾ࠻ࡍ  ऱܿ ڙ࠻ࡍ दం݋ok k 
झߤद࣊ࣄࡓ ऒߕࣆ ޙ࠼అ ݡ࠮ ࡛ࠈ  కएࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ఈ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ  n nࡗ܋ ߖߖ޵ బܽदڒ 
ఆర न࡛ ఆర ߤࣾ࠻ࡍ  न࡛ ఉండవ۪ऐ ڴకంऀߦ ࡱవࡱ࢑ అం݄ ,ࡏఅంܼ ࡱవࡱ࢑   మ࠾ࡍ ఇ޴࣋۫ ࡏࠬ ޴n 

ऴړ݀ ࠑ ޓ సࠪనం, ఆ߯ ߘߝ ఇకए డ ࠑ ݡ࠮ ݀ ఉంۧڕ ߗڒ ߘऱప फంڴ ఇ޴ ఏࠫܽn 
ڙ࠻ࡍ ޴ంޜࠋۮ ڕߕ ޾ఉంܿం ࡮ఎ ܿࡔ ޳ࡶ ޴ంޜࡏࠪ ࡮ఎ ܿࡔ दం݋ ఏڒऴగత߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴d 
   ఇߩओ ޴అ ݡ
అతङ ంత ࠭ఖङ ओߩన ࠙గం ఇ࠳  ڕߕ ݡ

మ࠾ࡍ అࡓ ߝంڙ࠻ࡍ ݡ दం݋ లޜ సࣔ ऴపޒచరङ  ఉందߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ కھߘనऒ  a b޴
ऴపࡆగం ۯయడం ޳छ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ࠭࠲ ,ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡌ ంࡌࠪ   ۯठ ఆర  ࡱ न࡛  ల࠭࠲ ߘ   సమऴగ 
బ࢓ࡏ
తగ ठࢀࢗ    ړߖݞऱన తࡌछ త  ࡍڷ ࢐ܽంۨ ڜంۮం తࡌछ త చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ అߖऒ ంܽ޳ࡶ ܿࡔ ߖ޵   ࠭࠲  ߗ
ऴకࠪߖऒ  కھߘనړߖݞ  ఒక ऴపࡆగం ޳ࡶ ऴపڴࡆల ࣊ࡱ ݋ 
k b ok ړࡹగణనࡍప ߖ ࠭ޑࠋۮ ߖసࠪనం అ ړ ܿࡔ ࡹऴగతڒఏ  ࠭࠲ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖమࢡۯ
 ,ߖڕࣆޓ
ऒߖހసࠬకర ݋ࡔ ఈ ߘߝ  చߖߕ߄࢑ ࢘޴ऒ  ఇߩओ చరङޒऴప  ޴ఇ ,ޙ࠼ఉంۨనటऱ ݡ भ޳۫ ߘ ం ఈښछ షߤ   OK 
సంఖङ फߦۮ ߘߝ ߖఅ ݡ࠮  भశङ޻ఉ ߕ  ߘ ం
దܽ ఆర࠴ ޴ంۨ ఇ߅సంబం ړ ޳ࡶ ڝࣆࡱޘ ݞږ ߖఅ ޴దܽ࠴ न࡛    ఎం޶కం݄ ࠬړ ܿࡔ ࡏ సࠪనం b k 
అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ కం݄޶ఎం ࡏ
ړశ ߘల࠻ంకం సమࡌबࣄ ܿࡔ फړ ߭ంచడం   1 పవ࡛ 1ړ ߭ంచడం సࡕన޳ڒ ޴  అంښ޶b 
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ऒߕफߩۮ ߘߝ దܽ ఆర࠴ ంۨ߅సంబం ړ ݋ࡔ ࠾ࡍంۨ మ߅సంబం ړ  ߖదܽ అ࠴ ޴ఇ  ߘ न࡛o a  rder b 
 a޴అ ޾ంޔࡏࠪ ࡮ఎ ܿࡔ   , ం݄ڕࣆޓ ࡏࠬ బܽदڒ
దܽ ఆర࠴ ంۨ߅సంబం ړ ం݄ڕࣆޓ ࡏࠬ न࡛  b a ޕࡏࠪ ܿࡔ  ޴ఉంܿం ࡮ఎ ܿࡔ ఆ߯ ,޴ంޔࡏࠪ ڴ 
ఉంܿం޴
࠭ంߖ ޳ࡶ ڴ޶ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ړߖ޳ సంబం߅ంۨ మనం ۮపओ గ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄  ऴపޒచరङb 
కएࡅ తफం ऴకమం ఒకܽ పऱ࣒࠴   ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद
ऴపޒచరङ ,తफం࠴ లڒంޑۅ   తफం అం݄ ఏࠫܽ࠴ 

కएࡅ ڴదట࠴ కం݄޶ంకం ఒకܽ, ఎంޑۅ సంڝ  ऴపړߖڴࡆ సంబం߅ంۨ ࠴దܽړ ޴ సంబం߅ంۨ a b b
ఒకܽ
అ࠴  ޙ࠼తफం ऴకమం ڒబܽद ߧۮ ߘߝओ న ऱܿ ఇకए డ ࠴తफం ऴకమం తࡌछ త ऴపޒచరङ కएࡅ   ఒక ప ऱ࣒  వߤ
ఖङ࠭ ࡮ۧ ݞږ ޴ఇ ࣄۯదయ ࡔసࠪనం స ړ2 ఆర ݭకం࣊ ޴ఇ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ޴న࠳ न࡛  ߖఅ ߤࣾ࠻ࡍ 
,ࣆࡱޘ ڕࠬ
ఈ సࠬకరణం ऴకࠪߖऒ  ఎ࡮ ऴ࢐యబݟం޴, ఎం޶కం݄ ఈ వङ ڔ फకరణ ऴ࢐యబݟన޴ ऴకࠪߖऒ  
फޑ࠴ ంక࠭లޑۅ కएࡅ  సࠪనం ړߖ  ఆࡓ  ࡱࢡ޻ంݡ
ڙ࠻ࡍ दం ऱܿ ڝసం ఒకܽ మڝ   ࠾ࡍసం ఒకܽ ఒకܽ ڒబܽद ఒకܽ పऱ࣒  వࡓ ߤంړݡ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏa b x 
మࡖక ఉ޳హరణ ڕࣆޓం݄, ړߖ޵ ࠭ం޶ కࠗ ܿࡔ ړ ఎకए డ సࠪనۮ ࠵పओ ంڒ ݟబܽद ࠬࡏ ఇకए డ ఏࠫ 
ऒߕफߩۮ బܽदڒ ࡏ
ఇకए డ ऴప޳ࡶ ࡱڴࡆ ऴపۯ ࡱڴࡆయడం ޳छ ࡍߖ ఒక ࠭࠲  ࡌ भషद ऴపޒచరङ
ࡓ ܿࡔ ऱܿ ړరހల ࣃంऴదతڕ సࠪనమߖ కߕھߘऒ k b ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ړ పవ࡛ ݡంࡓ ࠭
పవ࡛ ఒకܽړ ߭ంచబݟంڒ ޴బܽद ࠭࠲ మࢁऱ ࠴దܽ ఆర न࡛ ండవ ఆరࡓ ޴ంۨ ఇ߅సంబం ړ  न࡛  సࡕనదߖ 
ओߦۮ ంۨ߅సంబం ړݟڕ ࠉ  ࠭
మ࠴ ࠾ࡍతफం ఆర न࡛ తफం ఆర࠴ ޶ం࠭ ڕ  न࡛ పऱ࣒ ݡంࡓ సࠪనం ړ 
ఒకܽ ࠭ߘపܽړݟڕ ݡ࠮ ڴ࡮ సࠪనం ڒబܽद ऴపޒచరङ ޴ߝతफం  అ࠴ ݟంߘ 
వङ ړ फగత ڡ࠻ࡍ द ల ఆర न࡛  ల ࠴తफం అం݄  ࠬࡏ సڴࡍठ అ޻  ఇకए డ ۫డంݟ,
ఇంతڕ ࠭ం޶ ఉనऒ  ఉ޳హరణࡹ అܿࡔ ޴ ఉనऒ  ۲ట   ఒక ࡏࣃऱ ࡓ ऱܿ ࣃంऴదతڕ సࠪనంk 

కएࡅ  ఏڒऴగత మ࠾ࡍ ఏࠫ జޜڷࡏం޴ ఇకए డ ఇ޴ ఇకए డ ఉంࡏࣃ ܿࡔ ޴ऱb k 
ఏڒऴగత ڕ సࠪనం  ࠉ ఏڒऴగత కం݄ ࡓంࡓ   ݡ ऱܿ ړ ࡛ࠈ ߭ంచబݟంڒ ,޴బܽद ࠴తफంa r 
ऴకమం ࡓంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ڕݡ࠮ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ ఇకए డ ऴࣄ࢐న సࠬకరހలࡹ ఈ సࠬకరࡱހ ఉߕऒ ࠼
ఇకए ࡏࠬ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ డ ۫ࣄన సࠬకరణం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴࣄ࢐న సࠬకరణం  ఇకए డ ࠬࡏ
సࠬకరހల߄ࣃ ࡮ۧ ߘరణ పదमࡹޒ ऴ࢐యగړ ܿࡔ ,ޙڵ࡯ సࠪనం అۮ ߖపओ వ۪ऐ  సࡕన సమࡱ࠻ k 
ڙ࠻ࡍ दం݋ పవ࡛ ړ ߭ంచంݟ అۮ ߖపओ ంࡏࣃ ܿࡔ ࠭࠲ ޳ࡶ ݟऱ ڙ࠻ࡍ दంړ ݋ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  k 1 
శړ फړ ߭ంచబݟ ఆ࡮औ  అۮ ߖపओ ంݟ, ఆ߯ ऴపޒసओ ం޴ంࡓ ۯంࣅڕ ݡफ  పవ࡛ ܼࠊ సڒ ࡔబܽद అ޴
బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޔࢂࢗ ڕబయట ݟంߘ ߤणࡍࠪ ంࡹ మనࡓ ܿࡔ ڕ ऱܿ ڙ࠻ࡍ दంڕ ݋ సࠪనం అߖ k 
फࣃ۫ ࠭
శړ फړ ߭ంచబݟన ఒక ࣄంڙ࠻ࡍ ࡽڵ दం݋ పవ࡛ ړ ߭ంచబݟం޴ ऴకమంࡓ ࡹండవ సందరग ంܿࡔ ࡹn 

ڙ࠻ࡓ  సࠪనం ړ दం݋ ఒకܽ పవ࡛ ڕܼࠊ ߭ంచబݟం޴   పవ࡛ ఆ࡮औ ڙ࠻ࡍ  दంࡓ ݋ంڵࡍ߭ ݡం޴k 
అం݄ ࡓంڙ࠻ࡍ ݡ दంࡱ ݋ ఉߕऒ ߘߝ ߖఅ ࣆࡱޘ ڕࠬ ޴అం݄ ఇ ࡱڒబܽद ఈ రڒ ࠼
పओۮ గޙڵ࡯ ఇ޴ ఈښछ షߤ ఐ޶ అۮ ࡏࠬ ߖపओ వ۪ऐ  ఇ޴ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం  సࠬకరణం ఆࡏ
అߩओ झڡఎ ݋ࡔ ߖܽ࢒ ݡ  ऴ߭షࣃۨࣇ ڴࡱ ߤफ झڡఎ ݋ࡔ ߖܽ࢒ ࡔస ࡏ  ऴ߭ష݋ࡔ ޳ࡶ ࡱ ߤ ఈښछ షࡱ ߤ స݋ࡔ ࡔ 
ఎڡझ  ऴ߭ష݋ࡔ ޳ࡶ ࡱ ߤ ఈښछ షࡱ ߤ సࡄࡍన࢑ మ࠾ࡍ అڕࠬ ࢑
ఏࠫ ߕޔࠋۮऒ ऒߕޔࠋۮ ఏࠫ ڕࠬ అ࢑  ࠼ వङ ޴ߝఅ ࠼ ړ फగత ऴపޒచరङ  ఎ࡮ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴  
݋ంߜం߱ڒ
ړన శ࡯ڵࠫ ޒ܉ ఒక ޴అ ࡱޔ܉ फ అࡓ ޙ࠼ంࡱޔ܉ ݡ ఉనऒ టऱޙ࠼,n 
औ࡮ఒకܽ పవ࡛ ఆ ࡹలޔ܉ కएࡅ ܼࠊ పవ࡛   ޴ంޔం۪߭ ߘ ఒకܽ ࡹలޔ܉ ండవࡓ 
, ఇࡍߖ  ࢑ भషद ऴపޒచరङ ల ࡅకए  వङ ړ फగత ఆర न࡛ ओߩఇ ࡱ  దగ ߕ  యగలంۯ మనం ఏࠫ ݡ ठర ۧ࡮
రణ సࠬకరణం ఉం݄  ప߄ࣃ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ంܽ aa bb cc pp qq࡮ఇ ڕߕ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ 
సࠬకరࡱހ ఉం݄
వङ ܿࡔ ߘߝ అం݄ ߘయగలۯ ఏࠫ ߘߝ ڔ फకరణ ܿࡔ ޳ࡶ సࠬకరణం సࠪనం అۮ ߖపओ గలܿࡔ ڕ ߘ k 
ల࠻న సమ࠳बరࣄ 
ఏڒऴగత  పవ࡛ ఆ࡮औ  ఏڒऴగత ࡅకए  పవ࡛a b 
 ఇc  ޙ࠼క అࡱఎ ߕ ޴ఇ న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ߭ ڕࠪڴ న పవ࡛ݟంచబ߭ ڕࠪڴ ܼࠊ
వङ ڔ फకరణ సࡕన޴ కߘక ఇܿࡔ ߕ ޴ వङ ڔ फకరణ అޙ࠼ ఇܿࡔ ߕ ޴ వङ ڔ फకరణ సࠬకరణం 7 అޙ࠼ ఇ޴ 
సࠬకరణం ఏݡ అۮ ߖపओ ంݟ, ఈ సࠬకరణం
కएࡅ  తफం ऴకమం࠴ 
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ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ڕలڒంޑۅ న࡯ڵࠫ ܿߦ ޜࠪڴ ܿߦ ޜܼࠊ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
తफం ఆర࠴ ࠬ   न࡛  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴపڴࡆతघ క ࣄ ܿࡔबࡌంకం అࣃۨࣇ ߖफ బܽद ఆరڒ ࡏ न࡛  అࠈ ޴ߝహङk 
పࠪࡍణం ڒబܽद ఇకए డ ࣄ ܿࡔबరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ
ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ ࡮ۧ  ఇ࡮ ऴࣄ࢐ ఉం݄  ۨనऒ
అࣾڷ ࡱࡌణڒ ࡱڒబܽद ߭దभڙ࠻ࡍ ޴ दం݋ లߘ మ࠾ࡍ ఉతओ ࡱࡌఅࣾ ۯంۨࣇ ߘफలޔ
ఎߩࡏ వङ ڔ फకరణ ఇ࡮ ఇవछ బޙݟ ఇకए డ ޑۅంࡱڒ
ఒڜए కए ڙ࠻ࡍ  दం݋ ల ߭ݟంߗݥझ ల సछ ऒߖ࢐࠙ .࠼ޑߩ۫ 
  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴపڴࡆతघ క ܿࡔk 
వङ ߩࡏఈ ఎ ޴ఇ ޶ऱ ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ం࠭ ߘߝ ఉండటం వలన ڴबరంࣄ  ڔ फకరణ ࡅకए పంࡐ రణ߄ࣃ ࡮ۧ 
మ߄ࣃ  ࠾ࡍరణ ࡐపంࡹ ఉంܿం޴  ࠫऴత పࣾం అంతܼ కڵ࡯ ఉం޴ ఇߩओ झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ݡ న ߖڜऒ  
ऒߕఉ ࡱࢡంڒలڔ  ࡱ ݋ం࠼ߦ ڔ  ࠼
ఇ࡮ ఉߕऒ ओߩఇ ࡏࠬ ࠼ వङ ߩࡏన  ఆࣣ  ఎࣄ۫ ݦ ڔ फకరణ ࡅకए ऒߖڜ   ޒఅం݄ ऴప ఏ࢑ ࡱ ݋ం࠼ߦ లకڔ 
ڙ࠻ࡍ दంڕ ݋ ఒక ఏڒऴగత పదం ఉంڒ ޴బܽद ऴపڙ࠻ࡍ ޒ दంړ ݋ ఒక ఏڒऴగత పదం
۫డంݟ  ఉ޳హరణڕ మనڙ࠻ࡍ ڕ दం ऱܿ ఉనऒ  ۲ట ab   c 

ڙ࠻ࡍ दంڴ ݋ ఉండܼړߖ ఒక ఏڒऴగత  పదం ఉంڝ   ޴సంaa b 
ఒక ఏڒऴగత పదం ఉంڝ  ޴సం ఒక ఏڒऴగత పదం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ऴపޒ ఏڒऴగత పదం ࠬࡍߖ ڼ࡮ भషद c 
శړ फړ ߭ంచబޔݡం޴.
 ఆ࡮औ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ࠪڴ ڕࠬ ,ࡏࣃ۫ ߘܼࠊ 
అ࡮ మࢁऱ ऴపޒ ఏڒऴగత పదం పవ࡛ ఆ࡮औ    aړࠉ 
߭ంచబݟం޴  పవ࡛ ࣄ ܼࠊ పవ࡛ ڵࡍ߭ ڕࠪڴంߘߝ , ޴ గࢩ࢑ ޒ ऱషణ ࣋ۯफ ߘߝ గࢩ࢑ ޒ ऱషణ ࣋ۯफ ఏࠫܽ  ߘߝ 
ఇకए డ మࢁऱ ࠻ۯలߖ లࣾङ ంڴ ߭ दܿߕڕऒ ߘߝ  ߘ
గࢩ࢑ ޒ ऱషణ ࣆۯफߕऒ छ޳ ߖ޳  ߘ అర ࡏࠬ ࡌ बం ఏࠫܽ   ߘߝ ఈ ࢩ࢑ ऱషణ
ऒޒऴపయ ړߖݞంద߰  ߘߝ फం݄ࣆۯ फనऒࣆ औ࡮ఆ ߘߝ ޴ కएࡅ ࠪڴ ܼࠊ   ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ 
ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ठڴࡍస ࠾ࡍమ ߘ
ఎం޶కం݄  ߘߝ ఈ   ࢩ࢑ ऱషణ ۯయడం ޳छ ࢩ࢑ ࡌ ऱషణ ࣆۯफߕऒ ,ߘ
ఈ సంబం߅త ࡱڒޑۅ ఆ࡮औ ऒޒऴపయ ߘߝ ړߖݞవڝࣆࡱޘ అం݄ ఏࠫ݇ ࠪڴ ܼࠊ  ऒߕफࣆ  ఈ ࠾ࡍమ ߘ
ࢩ࢑ ऱషణ ۯయడం ޳छ ࡌ
ऒߕంܿھߘక ߘవࡱ࢑ ߘߝ ࡍߖ ంకం  ఒకࡌबࣄ ܿࡔ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ వࡱ࢑ ޴ఇ ,ߘ भషद ఉࢽप ऴగత వదभ k k 
ఒక ࡍߖ भషद ఉࢽप ऴగత ڒబܽद
ࢩ࢑ ޒగ ࡏࠬ ऱషణ ࣆۯफనऒ ओߩ छ޳ ߖ޳ ݡ అర ࠭࠲ ࡌ बం ڕࣆۯనऒ చరङޒऴప ߕ޼ఏ   ޴  అߕ ߖ ఉ޻भశङ ం 
ఏࠫటం݄ 
ऴపޒ ఒకए ڙ࠻ࡍ  दంڕ ݋  సంబం߅త   ఆర न࡛  లߘ
ࡍڷ ߘߝ फంۧ࡯ మߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍऒ ࡍߪ  फ ࣄۯన తࡌछ త  ࡍߖ ڕߕ भషद ఉࢽप ऴగత వదभ ࣄ ܿࡔबࡌంకం ࡍڷ ߖ फంచడంk
,అవసరం ݞږ
ఎం޶కం݄ ࣄ ܿࡔबࡌంకం ࡏڷफం۪ࣄ   ࡯࢐ڝबࡌంకం ߗڒ అ޴ ఉࢽप ऴగత߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴
ࢩ࢑   బܽद మనం ఈڒ , ऱషణ ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ फనऒࣆ ओߩ ࠭࠲ ,ݡ
ऒߖ޵ ࡎߖ   पత సమࣆۯ  ړߖ࠻फߕऒ మࡌߖ ߖम .࡯࢐ڝం۪ࡍ
पࢽన ఉ࠳बరࣄ   ऴగత ఎం޶కం݄   ࣄ ݋ࡔबࡌంకం ఆ  ఉࢽप ऴగత ڝసం ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబޔݡం޴
ఉࢽप ऴగత ࠪࡍన ࣾణం ࣄ ܿࡔबࡌంకం ࡱ࢑వ ࠪޔࡏం޴
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఉࢽप ऴగత ఆ߄రపడܼߖऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒక లࣾణం రࣃయన గࢡޒवసफం ࡅకए  ࡮ۧ 
࠭ఖङ ,న లࣾణం࠳
ऐࡍ࢐త చࡏత ࠭࠲ ߖߖ޵ फࣃ ࠭ సڒ ࡔబܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ޴బܽद ࠭࠲ ఇపओ ܽ వరڕ ఏࠫ ڕࠬ ࠵ࢡۯ 
 ࣆࡱޘ
సగܿ ࡔ ऱܿ తࣾణ ࡔ ऱܿ ࠴దలڷన࠴ ࢑దߖڕࡱ
బܽद అకएڒ మघߜ ࠭࠲ ݟంߘ ݟ నࡍࠪ ڴ޴ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ ऒߖ޵ ࠭࠲   ࡏ ࠭࠲ ,࠭ࢡ۫ 
ఈ ऴߦరంభ ࠭ࢡ۫  ߘܿࡔ, ఆ తࡌछ త ࠭࠲ ऴప࠼ߦ  ࡎࣃޒంࡱࡱ࢐ ࡹ ݋ ఎ࡮ ࠪరࡆޑ
అకए ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ డ ߘంڙ࠻ࡍ ݟ दంࡅ ݋కए చన వۨऐࡹఆ ߝఉంܿంద  ܿࡔ ݟరప߄ఢత߯ ఆڴ  ం޴.
 
झڡఎ ݋ࡔ  ऴ߭షߤ లࡌۯ ߖߖ޻ ࡹऐ झڡఎ ݋ࡔ ߯ߖ޳ߝఅ ࡯  ऴ߭షߤ లߘ ఎ࡮ ऴ࡯࠻࢐ అݭࡓ   ࠭࠲ ߖ 
ఎڡझ  ऴ߭షߤझ  ߯  పۯ ߖయడం ऴߦరంࠚంۧ࠭, 
ओߩబܽद ఇڒ ݡ
మనࣄ࡯ޘ ڕన  ݋ࡔ ఎڡझ  ऴ߭షࣄ ܿࡔ ࡹ ߤबࡌంకం ఉం޴   ఒښ ఒక ڙ࠻ࡍ दంޒ܉ ݋ ఉనऒ టऱޙ࠼ అ޴ వङ ړ फగత 
 ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘంऴదతలࣃ
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అߝక ڙ࠻ࡍ दంࡱޔ܉ ݋
ఉనऒ టऱޙ࠼ ఒక   ఏڒऴగత ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴  అߩओ    abc ࡹܽ࢒ ߗڒ ࠼ఉంܼ ࡱంऴదతࣃ కߝవంܽ అ ݡ
ऴపޒ ఒకए ܽ ఉంܿం޴  d
ఒక ࡍߖ भషद శړ फړ ߭ంచబ޳ࡶ ࡯ݞ అࡍߖ ࢑ भషद ޑۅంڒలߘ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ, ఈ ޑۅంڒలߘ ऴపޒ
ఒకए చరङޒంۨ ऴప߅సంబం ړߖ޳ కएࡅ   ఆర न࡛ फࣃۨࣇ ڴࡱ  ఒకए ޒऴప ࠾ࡍమ ࡏ ڙ࠻ࡍ  दం݋ ࠪऴత࠲ ఉం݄
, అࡓ ܿࡔ ޴ ऱܿ సࠪనం ߘంݟ శړ फړ అం݄ అ޴ߝ ऴపޒచరङ కएࡅ   ऴకమంk a n n 
ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ڙ࠻ࡍ दంࡱ ݋ ఉనऒ టऱޙ࠼ బࣗళ ڙ࠻ࡍ दంࡱ ݋ ఉߕऒ ࠼
ఇకए డ మనం ఇߩओ ࡓ ܿࡔ నࣄ۫ ݡ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ పవ࡛ ఆ࡮औ k a b c ܼࠊ పవ࡛ ݟంߘ 
చరङޒబܽद ऴపڒ  ࠾ࡍమ ࠪڴ పవ࡛ ݟంߘ కएࡅ  औ࡮తफం ऴకమం   ఆ࠴   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   ڼ࡮అ  ࠾ࡍమ ࠪڴ 
ఉంܿం޴
ऒߖڜ బܽद ఇ࢑ڒ  ऴߦథࠫక ऴߦథࠫక 
అంࡏࠬ   ࡱࢡ  ࠭ంࢗ ڕ޶ళऱړߖݞ మ࠾ࡍ రࣃయన గࢡޒवసफం ࡅకए झߜڒ   యడంۯ ߖప     ޜद లߵ
ऴߦరంࠚంۯ ࠭ం޶ ఇࡍߪ ࢑ फڴ సओ షदంڴ ఉం࡯ݞ.
 
తछ ߘߝ ߖܽ࢒ రߖ࠿ ݋ࡔ ࡹటऱߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ  ڕࠪ ߖऴగత ࠪరడం  అڒఏ ڴణంڷߘ࡮ڒ అం݄ ܿࡔ ܿࡔ ,ߘ
 ࣆࡱޘ
  t ߘఅత ޴అ ޙ࠼అ ࡮అ ޴అ ,ߘడగల۫ ߘߝ ߖఉంܿంద ڴऴగతڒఏ ހ࠲లऴకڒ ݋ߖ࠿ బܽदڒ
ߖ࠿ ऱܿ
झࡽ࠵ ڕࡏటࡰ ऴగతڒబܽद  ࠬ ఏڒ వङ ࡹ  ڔ फకࡍంచబݟనటऱ࡛࡮࠵ ޙ࠼ ఏڒऴగత ఉంܿం޴
ङܼ ߕ޼బܽद సమయం ఏڒ ంڒ ڡవ۪ऐ వ۪ऐڒ ࡱࢲࠫߖ ࡍࣃ ండవࡓ   
మ࠾ࡍ ఉ޳హరణڕ ఏڒऴగత ࡰటߖ࠿ ࡛࡮࠵ ڕࡏ ऱܿ ࡽ࠵ ޳ࡶझ .ݟడం۫ ޾ࡶ ޾ఉం ࡹ 

కएࡅ ܿࡔ ݋ߖ࠿  m ڕࠬ ࠭࠲ ޳ࡶ ޴ఉంܿం ڴమంࡹ࢑ సమయం ޳ࡶ ހ࠲లऴకڒ ޴ఏ ݋ߖ࠿ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߘల ࡽ࠵ నࣄ࡯ޘ
వ۪ऐڒ ߕ޼సమయం ఏ ڝफం۪ࡏڷ మࡹ࢑ మ సమయంࡹ࢑ ట࡛ࡰ ࡽ࠵ ޳ࡶ కతޒښంࣃ 
ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ   ࣊కߘऱ ڒవ۪ऐ వ۪ऐڒ ࡱబܽद   గంట ߘలࢲࠫߖ ߘߝ  చరङޒన ऴప࠳࢑ధ ఏ ࡏࠬ   ߘ
అధङ యనం ࣆۯफߕऒ ऒߕफࣆ۫ ޳ࡶ ࡏ ऴగత వङڒఏ ࡹల ݋ߖ࠿ ࡛࡮࠵ ޴బܽद ఇڒ ࡏ ڔ फకࡍంచబޙݟ   
,޴फంࣆࡱޘ ڕࠬ ࡆޑऴ࢐యబడ ࡮ఎ ࡱ ݋ߖ࠿
అޙ࠼ సందࡌग ల࠾࢐ ࡹ ऴపޒచరङ ల ڝసం ऴపޒచరङ ࡹవరణంޑ࢐ ࡱ
వङ ڔ फకࡍం߄ࣃ ۯరణ ࠪࡌठ లࡹ ఒకܽ .
  సమయం ߘߝ ޳ࡶ
ऒߖ࠻వరణ సమޑ࢐ ओߩబܽद ఇڒ ߘऴ࢐యగల ڴమంࡹ࢑  ఉం݄, సమయం ࡹసమయం ࣊కనऱ ߘߝ ݡ
࣊కࡹߘ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం݄, ߘߝ ऴ࢐యగࣄ࡯ޘ ڕࠬ ޴ڼ࡯న ڝ ݋ߖ࠿ ࡛࡮࠵సం  ݋ߖ࠿ ࡛࡮࠵
ఇకए డ ఏڒऴగత ߩ दܿమచऐ వ࡛झ ߤఇ ݭకం࣊ ࡽ࠵ ߘߝ ࡱ వ࡛झ ߤట࡛ ఇࡰ ࡽ࠵ ޳ࡶ 
࣊కంݭ ఇߤ వ࡛झ  మڴ ࠾ࡍङ ऒߖހవరޑ࢐ ߘߝ సంڝ ࣒  ࣊కంݭ ఇߤ వ࡛झ
రछ߷ ݋࠼व࣊द ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ߘయగలࡌ ߩ࢙ݟڕ ࡛ न ڴ ఎంڕ޶ ఉం޴,
ఎం޶కం݄  ఏڒऴగత ఎޔࡏࠪ ࡮ంڒ ڴ߯  ࣆࡱޘ ڕࠬ  ޾లऴకހ࠲, ࠬ ఏڒऴగత ݋ߖ࠿ ࡛࡮࠵ లࡹ 
ఉనऒ టऱࡏࠬ ޙ࠼ ఇߩओ ,ࡏࣃۯ ݦ
झࡽ࠵ టऱߖ࠿   ࡛࡮࠵ ڕࡏటࡰ ࡏࠬ ࡹగణనࡍప ࠬ ,ࡏఉంۧ ࡹ 
ఉనऒ టऱޑ࢐ ࡏࠬ  ޙ࠼వరణంࡹ ఉం࠾࢐ ۯ ऴపޒచరङ ల ޑ࢐వరߖހऒ ओߩఇ   ࡏంܼڕࣆࡱޘ ࡏࠬ  ݡ
అࡌब ऒߖ भ޳۫  ం.
झڡఎ ݋ࡔ    ऴ߭షߤ అం݄ ఇߩओ झڡఎ ݋ࡔ ݡ  ऴ߭షړ ߤ అర बం
ఇ޴ మࢁऱ ۧ࡮ व࣊द݋࠼ ߷రछ ࡛ न ఇ޴ చరऐ కएࡅ  ߖఅ ߩంڵݟ߰ 
ओߦۮ ࠭࠲ ࠭, ఉ޳హరణࡓ ܿࡔ ڕ ऱܿ సࠪనం అ࠴ ޙ࠼దܽ޴ అߖk 
పओۮ ంڙ࠻ࡍ  ݟ दంړ ݋ సࠪనం  ࡏࣃऱ ऴపޒసओ ం޴ంڒ ޴ۯబܽद  ఇ޴ ఫ࣒द ఆర न࡛  a kߤࣾ࠻ࡍ 
అڕࠪ ߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴ, ఫ࣒द 
ఆర न࡛ అర ߖందڵࡍ߭ ऴగతڒफ ఏ࣋࡯ޘ ڕࠬ అం݄ ,޴ఉం ߤࣾ࠻ࡍ  बం  ࡅకए  ఏڒऴగత ࡓంࡓ ݡ ऱܿa 
పओۮ ߖఅ ޴ంڵࡍ߭ ంࡅ ,ݟకए  ఏڒऴగత ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ߭ࡓ ݞږ ܿࡔ ,ޙڵࡍంࡓ ݡ ऱܿ ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद a 
व࣊द݋࠼ ߷రछ ࡛ न ݋ࡔ ݋ࡕ

ࡓ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद పࡍగణనࡓ ߘంࡓ ݡ ऱܿ ߭ంచంݟ k 
కएࡅ  పࡍగణన޳ ߘछ ࡓ ݡంࡓ ڼ࡮అ ݞږ ޴అ ޙ࠼ంۨనటऱ߭ ࡌ ऱܿ ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ߖߖ޵ ఆࡏ a ah 

కएࡅ  అం݄ ޜలڒరڒ  ఏڒऴగతa 
ఆࡓ ࡏ ऱܿ ߭ڵࡍం޴, ఆ߯ ݞږ ܿࡔ ఆࡓ ࡏ ऱܿ ߭ڵࡍంڒ ޴బܽद ߖ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹనऒ ओߩ aࡍస ݡ
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ߭ڵࡍం޴ బࡓ ࢓ࡏంࡓ ݡ ऱܿ ߭ڵࡍంࡅ   ޴కए  పࡍగణన ఆࡏa 
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ࡓ ऱܿ ߭ڵࡍనߩओ ࡓ ࡏఆ ܿࡔ ݡ ऱܿ ߭ڵࡍం޴ ఇ࠴ ޴దܽ ఆర न࡛  ऴపޒచరङ క ఉనऒߘࢗ  झߜڒ    दߵ
అ࠭࠲  ޙ࠼ ఈ సందࡌग ऒߖ ࡓ ܿࡔ ,ం݄ڕࣆޓ  ऱܿ సࠪనం అ࠼నߩओ ڙ࠻ࡍ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ݡ दం݋ k a
బܽद సओڒ ంۧ࠭߭ ړݡంࡓ ࡛ࠈ షदంࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ , ࠭ࣃۯ ࠭࠲ ڴండవ ఆర न࡛  అߧۮ ߖओ నߩओ  ݭకం࣊ ݡ
ఆర न࡛ ओߦۮ ߖఉంద ߤࣾ࠻ࡍ  ࠭  
ओߩఅ ݡంࡓ  ݡంࡓ ܿࡔ ݡ
छ޳ రకంڒ అం݄ ,޴ంݟంచబ߭ ړݡంࡓ పవ࡛ ࡌ
దܽ ఆర࠴ ࡏࠬ ݞޙ ڷࡱߕ न࡛ फࣃ۫ ߖ  ߘపవ࡛ ఒక ࣊క ޴ఇ ݡంࡓ ,ࡏ
ఆర न࡛   ఇࡓ ޴ంݡ పవ࡛ ݀ړ ߭ంచబޔݡం޴   అ࢑ ޻ధంڴ ఏڒऴగత అ6 ޙ࠼a 
छ޳ రకంڒ छ޳ రకంڒ ࡏఆ ࡌ  ܿࡔ ఆ߯ ,޴ంڵࡍ߭ ࡌ
छ޳ రకంڒ ఒక ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ ࡓ ࡏఆ ޴అ ,޴ంڵࡍ߭ ࡌ ऱܿ ߭ڵࡍంڒ ,޴బܽद ఇߩओ ,ࡏంۧ߭ ࡏࠬ ࡏఆ ߖ޳ ݡ
ఆ  ߗڒ
తࡌछ త పవ࡛ ݀ړ మࢁऱ ࠬࣃ۫ ߘݞޙ ࡏफ దܽ࠴ ޴ఇ  ࡏ
ఆర न࡛ छ޳ రకంڒ 6 ړపవ࡛ 1 ݋ࡔ ,ߤࣾ࠻ࡍ  ,6 ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబ߭ ࡌ
ఇࡓ ޴ండవ ఆర न࡛ న, పవ࡛ ఆర޶నం࠼అ ߤࣾ࠻ࡍ  न࡛ 6,޶ࡶంచ߭  ܿࡔ ړ 
అࡓ  ޴ంݡ ఉం݄ ࠭߯ओ  ఆࡏ సڒ  ࡔబܽद ఇࣄ࡯ޘ ڕࠬ ࢑న ߖڜऒ  ࢑షࡱ࠻
झڡఎ ݋ࡔ ࡏࠬ  ऴ߭షࣄ۫ ߖ ߤనߩओ పओۮ ߝంటࢗ ࠭࠲ ݡ గల࡯ڴ 
ऒߕࣆ  ఆర न࡛ ڙ࠻ࡍ అం݄  ࡏఅంܼ ޢ ߤࣾ࠻ࡍ  दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగతڕt 
సంబం߅ంۨ  ߕࣆ ܿࡔऒ  ऴకమం, 
అం݄ ఏ 
ఏڒऴగత ఏదߕ࠼ పࡌछ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘ ݋ࡔ , ޶ࡶ  ఆర न࡛  
ऴపޒచరङ

పవ࡛ ߕࣆऒ నऒڕࣆޓ ࡏࠬ అం݄ ޴ంݟంచబ߭ ړ ڙ࠻ࡍ  दం݋ ఏڒऴగత߯ ڕ ݋ࡔ ఎ࡮ంܽ ఆ߄రపడ޶k 
ڙ࠻ࡍ ࡏࠬ బܽदڒ दంࡅ ݋కए  ఏڒऴగతߘ
అߝక ࡓ ऱܿ ࠪరऐ వ۪ऐ ఖۨऐ ܿࡔ ߗڒ  తంڴ ఒక ࣎ ڴఢత߯ ఆ߄రపݟ ఉండࡏࠬ  ޶ 
కएࡅ ݋ࡔ ంۨన޴ం߰ࡐ ߘల ݋ߖ࠿  ऱܿ ࠬߘߝ ࣆࡱޘ ڕ ఫ࣒द ఆర न࡛ फࣃۯ ښఓ ߤࣾ࠻ࡍ   ఈ ఫ࣒द ࠾ࡍమ ߘ
ఆర न࡛ ࡹ ߤࣾ࠻ࡍ 
కएࡅ ࡽߩంࣄ ࡮ۧ ݋ࡕ ݋ࡔ ࡓ  ऱܿ ఏڒऴగతڕ సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖk   
కएࡅ ంకంࡌबࣄ ܿࡔ ޴బܽद ఇڒ ऒߕफࣆ۫ ߘߝ బܽदڒ ݋ߖ࠿  ޴న ఇߩ࢙ݟڕ  ߘ
కएࡅ ంకంࡌबࣄ ݋ࡔ फనऒࣆ۫ फతంࣆऴప ߘߝ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ݋ߖ࠿  ܿࡔ ߗڒ ޶ڒ ܿࡔ ޴
एڕకం݄ ఎ ݋ߖ࠿ ܿࡔ फతంࣆబܽद అం݄ అం݄ ऴపڒ ంకంࡌबࣄ  వ ఉనऒ  फతం k kࣆసࠪనం, ऴప ڕల ݋ߖ࠿ 

కएࡅ వङ ࡹఢతڴ  ࡛࡮࠵  ంऴదతࣃ  ڔ फకࡍంచబݟన ऱܿa  
झࡽ࠵ ڕࡏటࡰ ޳ࡶ झࡽ࠵ ࡏటࡰ ڕ  వङ ࡹ  ڔ फకࡍంచబݟన ऱܿ ۮపओ ంݟ, ఇ޴ మనڕ
ओߩఇ ࠭࠲ ޶కం݄ ࠭ం ߖ޵ ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴగణనࡍన ఒక పࣄ࡯ޘ ఉతओ ݦ నऒ కएࡅ ܿࡔ  న࠳  
 raࡎࣃ ంచడంށగࡍప ڴ ߖ ݋ߖ࠿
ఐ అࡆङ ओߩఇ ߘߝ ݟంచంࠫࣾ ࡮ۧ ఆࣣ ࣃࡱޘ ڕࠬ  ऒߖ޳ ݦ ऐࡏࠪ  ऒߕڕ బܽद ఓࣣ పڒ  ࠭ दܿڝంݟ 
ߘంܼڕࣆޓ ߘߝ బܽदڒ
ఆࣣ, ߘߝ ఈ ప दܿߘ తڵ ठం۪ڕంܼڒ ߘబܽद ఇ޴   అڼ࡮ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ అڼ࡮ ఉంߖ޵ ߘߝ ,޴ऒ
తߩओ  సࠪనం  k hm ڕܿࡔ కం݄ ښఓ ޴ߝబܽद అڒ ݟంచంࠫࣾ ࡮ۧ ޴నࣄऴ࢐యవల ߘߝ బܽदڒ ߘࢡࡌ ڴ
 ࡮ۧ
ࣾࠫంచంݟ  తࡌछ ࡹ܋߮ ޒ
फࣃࡌ ంۮంڜ  కం݄ k ࡽ࠵ ڕࡏటࡰ ޴ߝబܽद అڒ ߘࣃۯ भ޶ంత రڜ ߘߝ కం݄޶మంۨ ࠪరठం ఎం ߕ  ࠭
ओߩఇ ޴ߝऴగత అڒఏ ࡛࡮࠵ ޳ࡶ ࡽ࠵ ڕࡏటࡰ ޴ߝఅ ݋ࡔ ݟफంࡏڷ ݡ
झࡽ࠵ ࡏటࡰ ߘߝ బܽदڒ ޴ంܿంڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ހ࠲లऴకڒ  అߖ ऴࣃ࢐फ  ڴమంࡹ࢑ సమయం ࠾ࡍమ ߘ
ऴࣃ࢐फ కएࡅ వలऱ޶అం  ߘ  k݋ߖ࠿ 
సమయం ࡹ࢑మంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ࡽ࠵झ  ప࡛ ߤ࠵ݥ व࣋दట࡛ ߙङ మࡔట࡛ మߝࠫߕݟ  ࠾ࡍట࡛ 
ङڒ ݟంߘ झߖ ޴ంޔ࢓అ ࡽ
కएࡅ మంࡹ࢑ ࠹݅ ࣒ښ బܽदڒ వ࡛झ ߤఇ ݭకం࣊ ޴అ ޙ࠼అ ݭకం࣊ ޴అ ݋ߖ࠿ 
వ۪ऐڒ   అࠫߖ ޴షం ࡹ࢑మం ڒవ۪ऐ   ఇ޴ గంట ࡹ࢑మం గంట గంట ࡹ࢑మంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అڼ࡮h 
దܽ ఆర࠴ బܽदڒ ޴న ఉంܿంߩ࢙ݟڕ न࡛  ऴపޒచరङ ࡓ ܿࡔ రకం   ڕ ऱܿ ఒక ࠴దܽk 
ఆర न࡛  ऴపޒచరङ దܽ ఆర࠴ సࠪనం ఒక ڕܿࡔ  न࡛  ऴపޒచరङ కएࡅ ݋ߖ࠿ ऱࡏࣃ ܿࡔ   సࠪనం   k ړߖࠪࡹ࢑ 
సమయం సڒ ࡔబܽद అڼ࡮
ండవ ఆరࡓ ࠭࠲ न࡛ फࡿࢗ ړ ఆࣣ ࡹ ߤࣾ࠻ࡍ  బܽद ఇకएڒ ࠭ డ మనం ఈ ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం, ఇకए డ ܿࡔ k
ࡓ ऱܿ ఏڒऴగతޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ
ఈ సందరग ޴నݟంచబ߭ ړݡంࡓ ࡛ࠈ ంࡓ ࡹంڒ ݡబܽद ࡓండవ޴.
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బܽद ఆరڒ न࡛ ए࣋ ޴ߝబܽद అڒ  छ ࡛ न ఓښ కం݄ ࣋ए छ ࡛ न ఓړ ݋ࡔ ښ సࠪనంk 
झࡽ࠵ ऱࢁబܽद మڒ అం݄ ఏࠫܽ ܿࡔ లనࢣࡍమ పࡹ࢑ ట࡛ࡰ 
झࡽ࠵ ڕ ట࡛ࡰ ޳ࡶ ࡱ ݋ߖ࠿ ࡛࡮࠵ వङ ࡹ  ڔ फకࡍంచబݟం޴ ఆ߯ మన వదभ ఉనऒ  ࢐ܽ߯ సమయం ࡹ࢑మంڴ 
ఉంܿం޴ శړ फړ ߭ంచబݟన2 ޴
झࡽ࠵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭࠲ ڴ࢑ధం ఆ ࠾ࡍమ ࠭ޑం۪߭ ڴమంࡹ࢑ ڕݡంࡓ పవ࡛ ߘ ట࡛ࡰ 
కڵ࡯ ఉంܼ࠭ ڒబܽद ࡹܽ࢒ ఒకܽ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ సࡕనڒ ޴బܽद ఇࢂࢗ ړ߯ ޴फంڒ ޴బܽद ߘߝ
ఇనछ ࡽ࠵ ࡛झ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ సమయం ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ ట࡛ࡰ 
ऴ࢐యړߖݞ ఇ޴ ఉతफమ ࠪరठం ڒబܽद ࠬࡏ ఇࡰ ޴టߩ ڕࡏ दܿమచऐ ठڴࡍస ߖఅ ࡱ  అర बం ڝࣆۯంݟ
झࡽ࠵ ڕࡏటࡰ ߩ ࡗమ ڕࡏటࡰ ڕࠬ ޴ంݟయబۯ भ޶ఒకܽ ర ࡹ  दܿమచऐ ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ࡱ .࠼

ఇనछ ࡽ࠵ ࡽ࠵ ࡛झ ओߩఇ ޴ంࡍࠪ ڴమంࡹ࢑ సమయం ࡏటࡰ  ऒߖ޵ ݡ  ऴ࢐య߄ࣃ ړߖݞరణ ࠪరठం
ఈ ࡰట࡛ ږߘࣃల ޑۅంߖڒऒ  కڵ࡯ ఉం޳۫ ޾भ ం, ڒబܽद ࠬࡏ ఎలऱߩओ  ऒahߖڒంޑۅ లږߘࣃ ݢ
࠭ంڕࣆޓ ڴ޶రంڒ  ݟబܽद ࠬࡰ ࡏట࡛ ࡹ࢑ ࡽ࠵మ సమߖ࠻ऒ  ऴࣃ࢐फ పదङ  ࡏ ం సڒ ࡔబܽद
ఇ޴ ࣊కంݭ ఆర न࡛ కएࡅ ܿࡔ న࠳बరࣄ సంڝ ߤࣾ࠻ࡍ  ऒߖ޳ ࡏࠬ ऱࢁమ ޴ంޔ࢓అ ݋ߖ࠿  ऱ࣒߮ࡎ   ࣋ۯ 
సమయం ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ
࣊కߖ޳ ڕߘऒ ऱ࣒߮ࡎ  యవ۪ऐۯ  छ޳  ऱ࣒߮ࡎ ࡌ యవ۪ऐۯ  ߯ ߤࣾ࠻ࡍ పరۨనڷࡏ࠱ ࡏࠬ    ఆ߄రపݟ r 
ࡎభ ڴࡎల࢐ࢲࠫߖ फ ۯయవ۪ऐ
మڕࠬ ߘߝ  ࠾ࡍ మࢁऱ ߦۮओ ޴నం ఇ߄࢑ నࣄऴ࢐ ޴ఇ ߘ
తߩओ मࡌߖ ࡏࠬ ߖదڒ  मࡌߖ ࡏࠬ ߗڒ ,࡯࢐ڝం۪ࡍ ऒߖ޵ ޴ߝڕం۪ࡍ  వङ ڔ फకࡍంచړߖݞ
ంకం ఉనऒޑۅ లږߘࣃ  న ࠪరठం ఏࠫటం݄ڽࡏ࠱ छࡌత ߘߝ  ޴ంݟऴ࢐యబ ڴ޶ం࠭   ޴ త ߕڕࣆޓऒ ߘ
దܽ పవ࡛ పऱ࣒࠴  వړ ߤ ߭ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒల ޑۅంࡱڒ  తࡌछ త ऴ࢐యబݞन  x,࠼
झߜڒ ఆࣣ ޻బܽद అڒ फࣃڵࣃనڜ ޜ दߵ బܽदڒ ߘ
ఆర ࡗ܋ ߘߝ न࡛ పओۮ ߖ ߤࣾ࠻ࡍ  ओߩफ ఇ࣋࡯ޘ ڕࠬ ړߖݞ పओۮ ݡ ంݟ ఇంతڕ ࠭ంܿࡔ ޶
ఇߩओ ऒߕࣆ పవ࡛ ݡ ऒߕࣆ ޴కం݄ అ޶సࠪనం ఎం ړ  నݟంచబ߭ ړ నka޶నంݟంచబ߭ ړ
పవ࡛ ߕࣆऒ  k ߖ޳ బܽदڒ ߘऴ࢐యగల ߖసࠪనం అ ړ ܿࡔ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ߕ޼న ఏݟంచబ߭ ړ
అర बం
ఏࠫܽ  అం݄ ܿࡔ  ݋ߖ࠿ ऴపږޒలతࡱ ܼం݋   సࠪనం ܿࡔ ޳ࡶ
ओߩబܽद అڒ సࠪనం ړ ܿࡔ అం݄ ݋ߖ࠿ झࡽ࠵ ݋ߖ࠿ ݡ  మ సమయం k kࡹ࢑ ట࡛ࡰ సࠪనం ڕ 
ఇకए ࣄۯదయ ࡔమం సࡹ࢑ డ ఒక ࢑షߖ࠻ऒ ڴऴగతफ܉ 
ऒߖڒంޑۅ లږߘࣃ ࡽ࠵  ݟంڝࣆ۫  కڵ࡯ ఉందࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ .ࡏ
ऒߖ޵ ߘߝ  ޒ࢐ࡏత ࠾ࡍమ ߘࣃదట ऴ࢐࠴ 
फࣃ࢐త వࡏమం తࡹ࢑ సమయ ࠾ࡍమం మࡹ࢑ కएࡅ ంకంࡌबࣄ ܿࡔ  ంۨ߅సంబం ڕࠬ బܽदڒ ࡔస ࠼  
ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡱ ݋ߖ࠿
ओߩఎలऱ ࡏࠬ బܽदڒ ࡍڷ ڴ࢑ధం ఈ ݢ फంచవ۪ऐ  అకए డ ఇ޶ڒ ޴, ఇڕࠬ ޴
వङ ߩࡏఎ ޶ం࠭ ࡏࠬ  ࣆࡱޘ ڔ फకరణߘ కڵ࡯ ఉనऒ  తࡌछ త
కएࡅ ݋ࡔ  ޶ڒ ࢑షయం నࣄవలڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ओߩఎలऱ ݋ߖ࠿    ހ࠲లऴకڒ  ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖऴగత అڒఏ ݢ
నࣄ࡯ޘ ڕࠬ
ڙ࠻ࡍ दం݋ ల ڝసం ࠬ ఏڒऴగత ࡅకए వङ ݋ࡔ యగలۯ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡱ ݋ߖ࠿  ڔ फకరణߘ బܽद ࠬࣆࡱޘ ڕ  
ఎలऱߩओ ݢ
ऒߖ޵ छ޳త ,ݟనంھߘక ߖ ݋ߖ࠿ త߅సం సంబంڝ ంకంࡌबࣄ ܿࡔ ࠾ࡍమ ݟయంۯ  షदߖక ࡌ
 ఈ ࡔస ݟయܑయం࡯ޘ ߘహరణ޳ऴఘ ఉࢣ ڕࠪ బܽदڒ ޴హన ఉంڴఅవ ޳ࡶ షद ࠙వనࡍగ ߤషܑࡍ࠵࠱
ఉ޳హరణ ఏࠫ
చరङޒఒక ऴప ޴ߝఅ  ޴ంޔࠋۮ ߖహరణ ఆࣣ థ࡛ అ޳బܽद  ఉڒ ޴ంޔࠋۮ చరङޒऴప ڕߕ బܽदڒ   ఉం޴, ఇ޴e 
వछߖఉండ ڴࠈ ంڒ ݟబܽद ڕߕ ऴపޒచరङ  ఉం޴, ఇ޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ఆర न࡛ దܽ ఆర࠴ ంۨ߅సంబం ڕ  न࡛  a 
మړ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ ऴపޒచరङ  మ࠾ࡍ ऴపޒచరङ  b 

మ࠾ࡍ మధङ  జޔڷࡏంڒ ޴బܽद సࡔa b 
ఇߩओ మघࠫ ݡ ऒ࡯   అߕޔڷݡऒ  ߖ޵   అం݄ ࡏ
झڡఎ ݋ࡔ సంڝ  ऴ߭షߖ ߤ ఇవछ ంݟ  మࡹࢲࠫߖ ࡏࠬ ࠾ࡍऱ  వङ ڔ फకࡍంచړߖݞ సమߖ࠻ऒ ऐۨࢗ  ంచవ۪ऐ  బܽदڒ ,
ࡏࠬ

మ࠾ࡍ మధङ  ऴపޒచరङ  ఉందߦۮ ߖओ చరङޒऴప    ࡏ  రవంa bۀ ࡹదܽ ऴకమం࠴ 
 నbࣄవలڝࣆޓ ߖ ݋ߖ࠿ సమయ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴దܽ࠴ ంۨ߅సంబం ړ

సమయం  ࡱࢲࠫߖ ఓڒ ښబܽद ఈ ߘߝ ܌ࡗ ఈ ڒऱ࣒ ࡹ చࡍऐ ంచࡃࠓ ۨవ࢑ ࡍషయం ఇ޻
పܽ చరऐߘ࠭ ࠪ బܽदڒ ల ఆ߄రంߘܿࡔ ߘߝ ڴ ऴ࢐యగలߘ  ऴపޒచరङah 
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శړ फړ ߭ంచబݟన ࡓ ऱܿ ښంऴ޵కరణڕ సࠪనం, ఒకܽ ࡏࣃऱ ߖ పవ࡛ ړ ߭ంచడంk b 
దܽ ఆర࠴ ݢంࡓ न࡛ బܽदڒ ࡔస ݋ࡔ ޴అࠗ ఇ ࡏऴ࢐యగల ࡏࠬ బܽदڒ 
ऒߖ޵ ߘߝ  ऴࣄ࢐న ࣾణం ۯ ߘߝయగలߘ  అడగ޶ࡶ అߩओ  తफంrder࠴ ޳ࡶ  తफం ఓ࠴ ݡ
ఆర न࡛   ఒకܽ పऱ࣒  వࡓ ߤంړݟڕ ݡ సࠪనం మ࠾ࡍ తࡌछ త ఎం޶కం݄ ఇࡓ ޴ండవ ऴకమంࡹ
ऴపޒచరङ ओߩఅ ,޴ఉంܿం ࡮ఇ ࡹ  అం݄ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ߘऴ࢐యగల ߘߝ   ߘఏࠫ ऴ࢐యగల ߘߝ ݡ

కएࡅ కएࡅ ݋ߖ࠿  एڕగణన కం݄ ఎࡍప ݋ߖ࠿  వ ڕܿࡔ సࠪనంk k 
झࡽ࠵ ܿࡔ ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘࠑ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ߖమం అࡹ࢑ ట࡛ࡰ 
ఎం޶కం݄  సమయం ࢲࠫߖ ࡱࢲࠫߖల ࡹ࢑మం ఆ߯ ߘߝ
వङ ڔ फకరణ ࡽ࠵झ ऒߕڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖऴగతڒఏ ࡛࡮࠵ ޳ࡶ   ࡹऴగతڒఏ ࡛࡮࠵ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ
झࡽ࠵ ڕࡏటࡰ    ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣋ۯ ߘߝ ࣾణం
ఇࡰ ޴టࡹ࢑ ࡽ࠵ ࡏమ ࠫߖషం ړߖࠪࡹ࢑ సࠪనం అߘߝ ߖ అర बం ڝࣆۯగలߘ, 
ఇ޴ ఒక ఉ޳హరణۮ ڴపओ బݟం޴
చరङޒంۨ ऴప߅సంబం ړߖ޵ , పओۮ ߖఅ ޴ఉంܿం ڴదట࠴  బݟంࡍ࢐ ࠉ , ޴ వङ ڔ फకరణߘ ऴ࢐యړߖݞ 
సంబం߅ంۨ
ఒకܽ పऱ࣒ ࡹతफం ऴకమం࠴  వߤ సࠪనం  ࡓంݡ ఒక࠴ ࡏࠬ ࡍࣃతफం ऴకమంࡹ ऴࣄ࢐న తࡌछ త ఇ޴
ऒߖ޵ ޶ం࠭ ڕఇంత ࡏࠬ కం݄޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ ऒߖ޵ ࠭࠲   ࡏࣃۯ   ఇంతڕ ࠭ం࠭ࣃۯ ޶ అం݄
నऒڕࣆޓ ࠭࠲ ࡓ ܿࡔ  ऱܿ ࡓ ࡛ࠈంړݡ ߭ంచబݟంߗڒ ,޴ ఇకए డ ߕڕࣆޓ ࠭࠲ऒ  kݡంࡓ  ࠭
छࡔ࢘ ڙ࠻ࡍ ࡏ दంࡱ ݋ ఒڜए కए ܽ పవ࡛ ఒకܽړ ߭ంచబݞन తफం ఆర࠴ ߗڒ ࠼ न࡛  ࡏࠬ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
మࢁऱ
కएࡅ ݋ߖ࠿  అࡱ࢑ ޻వࣄ ݋ࡔ ߘबࡌంకం ڝసం ߰ంࡏޑ޶ స࠭࠲ ࡔ ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ ࠭ మ࠾ࡍ
తࡌछ फࣃڵࣃనڜ ఆࣣ ݟంߘ న ఈ సबలంࣄ࡯ޘ ڕࠬ ࡹޒతరగ ޒ ࠭  ధనङ  ࡱ޳࢐
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