
இரசாயன இயக்க௳யல் பற்௣ய இந்த அ௄த்த வஶப்௔ற்ஶ உங்கைள வரேவற்ழேறாம்.
 
இன்ைறய வஶப்௔ன் ெசயல்பா௄க௬டன் நான் ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன்   இன்ைறய வஶப்௔ன் 
ெசயல்பா௄கைள நான் வழக்கம் ேபால் உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்
கடந்த வஶப்௔ல் நாங்கள் ெசய்தைதச ்ா௠க்கமாகச ்ெசய்ேவன் இைத நீங்கள் நிைன௳ல் 
ைவத்ொ௠ந்தால்  நாங்கள்
ேசாதைன   தர௳ன் இயக்க௳யல் பஶப்பாய்ைவப் பற்௣ ேப஼க் ெகாண்ூ௠ந்ேதாம், நாங்கள் 
ெதாடங்ழய ௳ஷயங்களில்
ஒன்௥  சராசரி ௴தம், எனேவ நீங்கள் இங்ஶ பாரக்்கக்ஷூய சராசரி ௳ழதம் 
, வைரய௥க்கப்படட் ேநர ேவ௥பாட்ூன் ெச௣௵ ேவ௥பா௄ அல்லௌ ெடல்டாைவ ௳ட ெடல்டா ஼ 
இைடெவளியால் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.

மற்௥ம்  t 
இௌ  ெவளிப்பைடயாக எொர௳்ைனயாக இ௠ந்தால், இந்த சராசரி ௳ழதம் எப்ெபா௱ௌம் 
௚ந்ொயதாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ இந்த சாய்௵க்ஶ ௚ன்னால்
க௯த்தல் ஶ௣ இ௠க்ஶம்.
                                                                                
                                                                                
                            .
 
மற்௥ம் உடனூ
௳ழதத்ொன் உடனூ ௳ழதமானௌ என்ன என்பைத வைரய௥க்ழறௌ.

இௌ ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ மற்௥ம் r t t 
பலவற்ைறப் பாரத்்தால், இந்த ௖ள்ளிகள் அல்லௌ பசை்சப் ௖ள்ளிகைள நிைன௳ல் 
ைவத்ௌக்ெகாள்௬ங்கள், இைவ உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்தைவயாக இ௠ந்தால்
அந்தந்த சமயங்களில் நீங்கள் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ வைரயக்ஷூய உடனூ ௳ழதத்ைதப் ெபற 
நீங்கள் என்ன ெசய்௴ரக்ள்?
அந்த கட்டத்ொல், உதாரணமாக நீங்கள் அ௣ந்ொ௠ந்தால், உடனூ
௳ழதத்ைத இங்ேக வைரய௥க்க ௚யற்஼த்தால், நீங்கள் ஒ௠ டாங்காக 
வைரய௥க்கப்ப௄௴ரக்ள், அௌ ஒ௠ ெதா௄தைல வைரய
ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்என்ன நடக்ஶம் என்பௌ இந்த உடனூ ௳ழதம்  இௌ என்பௌ உடனூ r 
௳ழதமானௌ

இன் க்ஶ ேமல் இன் எொரம்ைறக்ஶ சமம் உங்கள் எொர௳்ைன மற்௥ம் r d d r 
அைடப்௖க்ஶ௣க்ஶள்
௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣௵ சரி என்௥ அரத்்தம் எனேவ உடனூ ௳ழதம்   ௘க ௚க்ழயமான 
அம்சமாஶம்.

பயன்ப௄த்தப்பட்டௌ மற்௥ம் ஆ, இப்ேபாௌ ஆ  
தயாரிப்௖க௬க்ஶ              ேநரத்ொன் ெசயல்பாடாகத் ேதான்௥ம்  அௌ

இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் அதாவௌ இௌ ஒ௠ ேநரம்ைறயானt   p dp 
அைடயாளத்தால் மொப்௔டப்ப௄ம் தயாரிப்௖ ஆஶம் ேநரம் சரி ௔றஶ நாம் ௳ைன௜ன் ஆரம்ப 
௳ழதத்ொற்ஶ வேழ
ெசல்ழேறாம், எனேவ ெபயர ்  ஶ௣ப்௔௄வௌ ேபால ஆரம்ப ௴தம் ௙ண்௄ம் இந்த 
எொர௳்ைன௜ன்
ெதாடக்கத்ொல்  எொர௳்ைன௜ன் ெதாடக்கத்ொல் உள்ளௌ சரி, இௌ ேநர ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ௘க   
அ௠ழல் உள்ளௌ என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் ேநர மண்டலம் ௘க௵ம்
௳ைன௜ன் ஆரம்ப கட்டத்ொல் சரி எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ஆரம்ப ௳ழதத்ைத
ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௳௧௠ந்ௌ  ெபற ௚ூ௞ம் என்பைத
நீங்கள் பாரக்்கலாம்                                    ௳ழதத்ைத  தயாரிப்௖க்ஶ ௳ழதத்ைத
                                                                                
                                                                                
                                  ேநரத்ொன் ெசயல்பா௄,
அௌ காலத்ொன் ெசயல்பாடாக உ௠வாழ வ௠ழறௌ மற்௥ம் நாம் என்ன ெசய்ழேறாம் என்பௌ 
ஒ௠ ேஜாூ தயாரிப்௖க்கான ஆரம்ப ேநர
௖ள்ளி௜ல் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ வைரவதன் ௛லம் ஆரம்ப ௳ழதத்ைதப் ெப௥ழேறாம்.

Pru
tor
@
IIT
K



 
இந்த ஆரம்ப ௳ழதத்ைதப் பற்௣ நாங்கள் ஶ௣ப்௔ட௄்ள்ள மற்ற  ௖ள்ளிகளில்                   
ெதாடங்ஶவதற்ஶ
                                                                                
                                                                            அூப்பைட௜ல் ேதாற்றம் அூப்பைட௜ல் இந்த ஆரம்ப 
௳ழதம் பற்௣ இந்த ௖ள்ளி  ெதாடங்ஶ
மற்௥ம் உங்கள் ௳ைனப்ெபா௠ள்கள் நிறத்ொல் உள்ளன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  உங்கள் 
தயாரிப்௖க௬ம்  ேவ௥ நிறத்ைதக் ெகாண்ூ௠க்ழன்றன என்௥
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்                                                         ௛லம் 
௳ைனயாக்ழ௜ன் ெச௣௵ மாற்றத்ைதப் பாரத்்ௌ ௔றஶ என்ன நடக்ஶம்
ஆரம்ப ௳ழதமாக இ௠ப்பதால், மாற்றம் ௘க௵ம் ஼௣யதாக இ௠க்ஶம், நீங்கள் அொகம் 
கண்ட௣ய ௚ூயாமல் ேபாகலாம் ஆனால்
ெதாடங்ஶவதற்ஶ தயாரிப்௖ இல்ைல என்றால் ைவப் பற்௣
ேயா஼த்ௌப் பா௠ங்கள்.
 அத்தைகய தயாரிப்௖ எௌ௵ம் இல்ைல, ொ௃ெரன்௥ ஼ல
தயாரிப்௖கள் ேதான்௣ன, எனேவ நீங்கள் கணக்ழடப் ேபாழ௤ரக்ள் என்றால்   தயாரிப்ைபப் 
பாரப்்பௌ எப்ேபாௌம் ஼றந்த ேதரவ்ாக இ௠க்ஶம்.

ஆரம்ப ௳ழதத்ைதக் கணக்ழ௄ 
ஆரம்ப ௖ள்ளி௜ன் ஆரம்பப் ௖ள்ளி                        சத௴தத்ௌக்ஶள்ள  ஆரம்பப் ௖ள்ளிக்ஶ ௘க 
அ௠ழல் ெசய்ய ேவண்௄ம்  எொர௳்ைன சரி,
சங்ழ௧ எொர௳்ைனகைளத் த௳ர, சங்ழ௧ எொர௳்ைனகள் ௘க௵ம் ஼க்கலானைவ என்௥ 
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், ஆரம்ப ௳ழதக் ேகா௄ அல்லௌ ெதா௄ேகா௄
எப்ேபாௌம் ெசங்ஶத்தானதாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ   அொகபடச் சாய்ைவக் ெகாண்ூ௠ப்பௌ 
அரத்்த௚ள்ளதாக இ௠க்ஶம்,
ஏெனனில் ஆரம்ப கட்டத்ொல் உங்கள் எொர௳்ைன ௳ழதம்   அொகபடச்ம், எனேவ சாய்௵
அல்லௌ  ேகா௄ ெசங்ஶத்தானௌ, எனேவ நாங்கள் அன்௥ கைட஼யாக ௳வாொத்தௌ
எொர௳்ைன ௴தம் மற்௥ம் ெச௣௵ ஆழயவற்௣ன் சார௖்                                                                
கைட஼ ௳ஷயம் ௙ண்௄ம் ஼௣ௌ ேநரம் இொல் கவனம் ெச௩த்ௌங்கள்  மற்௥ம் அச஼்ல் x 
ெகா௄க்கப்ப௄ம் ேநரம் மற்௥ம் என்பௌ ௳ைனப்ெபா௠ளாக இ௠ப்பௌr 
அதன் ெச௣௵, நீங்கள் இப்ேபாௌ நீலக் ேகாடை்டப் ௔ன்பற்௣னால், ேநரத்ொன் ெசயல்பாடாகக் 
ஶைறழறௌ
என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள்  நீங்கள் உ௥ொயான ேநரத்ைதத் ெதரிந்ௌ ெகாண்டால் என்ன 
நடக்ஶம் ேபான்ற ௖ள்ளிகைளச ்ெசால்௩ங்கள்  உங்க௬க்ஶ t two t three
மற்௥ம் ெதரி௞ம் மற்௥ம் இைவ அைனத்ொ௩ம் உடனூ   ௳ழதங்கைளக் கணக்ழட t four 
௚யற்஼க்க௵ம், ௚க்ழயமாக
சரி௵களில் நீங்கள் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இந்த ெதா௄வான ஼ூ௜ன் சாய்ைவ
௳ட அொகமாக உள்ளௌ.
 இந்த ெதா௄ேகா௄ இன் சாய்௵ நிைலயான இன் சரிைவ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ,ef gh 
எனேவ அௌ ஷ௥வௌ ேபால் உடனூ ௴தம் ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵க்ஶ சமமாக
இ௠ந்தால் மற்௥ம் உங்க௬க்ஶ எொரம்ைறயான ஶ௣ ெதரிந்தால் எொர௳்ைள௵ இழப்ைபக் 
ஶ௣க்ஶம்   ௔றஶ நாம் பாரப்்பௌ என்ன  அந்த

என்பௌ அொகபடச் சாய்ைவத் ெதாடரந்்ௌ ஐத் ெதாடரந்்ௌ ஐத் ெதாடரந்்ௌab cd ef 
ஶைறந்தபடச் சாய்௵ ௙ண்௄ம் இௌ ஒ௠ உ௜ரினம் இந்த அொகபடச் சாய்ைவக் gh  gh ab 

ெகாண்௄ள்ளௌ
ஶைறந்தபடச் சாய்௵ உள்ளௌ  ௔ன்னர ்இைட௜ல் , எங்களின் ௚ந்ைதய சரி௵கைள gh  d 

உங்க௬க்ஶ நிைன௶ட௄்வதற்காக ௙ண்௄ம் மற்௥ம் cd  
ஐப் ெபற்௥ள்ேளாம்.ef 

அப்பூெயன்றால், இௌ உங்க௬க்ஶ என்ன
ெசால்ழறௌ                           எொர௳்ைன எொர௳்ைன௜ன் ௴தத்ொன் ௳ழதத்ொல் இல்ைல
                                                                  ங்கள் 
இந்த வைரபடத்ொல் இ௠ந்ௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்,
நாங்கள் ௔ன்வ௠வனவற்ைற ௚ூ௵ ெசய்யலாம்
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 அதனால் நான்
ேபனா எொர௳்ைனைய மாற்௥ேவன்  ௳ைன௜ன் ௴தம் ஏேதா ஒ௠ வைக௜ல் எொர௳்ைன௜ன் 
ெச௣ைவச ்சாரந்்தௌ.
 ௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣ைவச ்சாரந்்தௌ என்பௌ ஏன்
௙ண்௄ம் இந்த எண்ணிக்ைகக்ஶ 
வ௠ேவாம் என்௥ ெசால்ழேறாம்.

ஆனௌ  ரியாக்டான்ட் இன் ஶ௣ப்௔ட்ட மா௣௧ையக்   ctant r at the time t three r 
ெகாண்௄ள்ளௌ
மற்௥ம் பல மற்௥ம் நான் எனௌ ேநரத்ைத அொகரிக்ஶம்ேபாௌ என்ன நடக்ழறௌ என்றால்,
இப்ேபாௌ ௳ைன௜ன் ெச௣௵ ஶைறந்ௌ வ௠ழறௌ என்பௌ மட௄்ம் அல்ல    சரி௵களின் 
அூப்பைட௜ல் 
இங்ஶ வைரயப்பட௄்ள்ளரீக்ள்         ௳ைனப்ெபா௠ளின்
ஶைற௵          ௳ைனப் ெபா௠ளின் ெச௣௵                                                                                                      *
ேநரம்
௖ள்ளிகள் ஒன்௥ அல்லௌ நான்ஶ ேநரத்ொல் ஒன்௥ ௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣௵ அொகமாகt t t 
இ௠க்ஶம்
சாய்௵ம் அொகமாக இ௠க்ஶம், ௔றஶ நான் அ௄த்த   ஒன்௥க்ஶச ்ெசல்ழேறன், ஒன்௥க்ஶ
ேநரம்  ூ இரண்ூல் ௔றஶ சாய்௵ம் ஶைறந்ௌ௳ட்டௌ  நான் கைட஼ப் ௖ள்ளி க்ஶ t 4 
ெசல்ழேறன், அங்ஶ
எொர௳்ைன௜ன் ெச௣௵ ௘கக் ஶைறவாக உள்ளௌ, ௔ன்னர ்சாய்௵   அதற்ேகற்ப ஶைறவாக 
உள்ளௌ,
எனேவ நாம் எ௱தக்ஷூயௌ  எொர௳்ைன ௳ழதம்          ௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣ைவக்
க௠த்ொல் ெகாண்௄, இந்தச ்ெசால்ைலச ்ேசரப்்பதன் ௛லம், ௙த௘௠க்ஶம் இந்தச ்ெசால்ைல 
நான் ேசரப்்பதன் ௛லம்
, ௳ைனப்ெபா௠ளில் ஼ல ௳ைனப்ெபா௠ளாக மாற்றப்பட்ட ௔றஶ, ௙த௚ள்ள ௳ைனப்ெபா௠ள் 
எஞ்஼௜௠க்ஶமா என்௥ ெபா௠ள்ப௄ம்.

 அதனால் நான் ௳ழதம்
சமம் என்௥ எ௱தலாம் அல்லௌ இைத சமமாக இல்ைல என்௥ எ௱தலாம்.
  வலௌ௖றத்ொல் உள்ள ௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣௵க்ஶ ௳ழதாசார ஶ௣௝டாக இைத 
எ௱ௌங்கள், 
எனேவ இந்த சமன்பாடை்ட ஒன்௥ ௳௄ங்கள்p 
இப்ேபாௌ நீங்கள் ெசால்வௌ ஶ௣ப்௔டத்தக்கௌ   உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்த வைரபடம் அல்லௌ
நீங்கள் இப்ேபாௌ பாரத்்த இயக்க௳யல் ாய௳வரத்ொன் அூப்பைட௜ல்  இதன் அூப்பைட௜ல் 
நாங்கள் ௚ூ௵ ெசய்வௌ என்னெவன்றால், ௳ைன௜ன் ௴தம் எஞ்஼௜௠க்ஶம்
௳ைன௜ன் ெச௣ைவச ்சாரந்்தௌ மற்௥ம் அதன் அூப்பைட௜ல்
நாம் ஷ௥வௌ என்னெவன்றால், எொர௳்ைன ௴தம் ஼ல  சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்ட எொர௳்ைனக்ஶ
௳ழதாசாரமாஶம்.

இந்த வழக்ழல் என்றால் என்ன n n
 அதனால் என்றால் என்ன எனேவ என்பௌ ஒ௠ எண் ஆஶம்  எனேவ இந்த n n n  y n
எொர௳்ைன ௴தத்ொன் சார௖் தன்ைமைய சரியாகக் ஷ௥ழறௌ ௳ைனப்ெபா௠ளின் ெச௣௵  
அந்த
௳ழதம் ௳ைனத்ொறனின் ெச௣௵ சக்ொக்ஶ மடங்ஶக்ஶ சமம் இௌ சமன்பாடாக k n 
இ௠க்கட௄்ம் இரண்௄ சரி,
இௌ என் ௳ழதாசச்ாரத்ொன் என் ெமய்ெய௱த்ௌ ௳ழதாசச்ாரத்ொன் மா௣௧ என்பைத இப்ேபாௌ
நீங்கள் ௖ரிந்ௌெகாள்ழ௤ரக்ள்,
எனேவ இௌ ௙ண்௄ம் ௳ழத மா௣௧ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ சரி இௌ  ஒ௠ ௘க ௚க்ழயமான 
ெசால் மற்௥ம் இரசாயன இயக்க௳யலானௌ இௌ ௳ழத
மா௣௧  எனேவ ௳ழதத்ொற்ஶச ்சமமாகப் பூக்கப்ப௄வௌ ௴த மா௣௧ க்ஶ சமமாஶம்  k 
எொர௳்ைன ௴தத்ொன் மா௥பா௄
௳ைனெபா௠ளின் ெச௣௳ன் ெசயல்பாடாக சரி, இந்த ஆ சமன்பா௄ 2
நமக்ஶ என்ன ெசால்ழறௌ என்௥ ெசால்ழறௌ , என்பௌ 1க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் அௌ n i  sa 
௚தல் வரிைச எொர௳்ைன சரி, இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால்  சரி, ௛ன்௥க்ஶ சமமாக n n 
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இ௠ந்தால் அைத இரண்டாவௌ வரிைச எொர௳்ைன என்௥ அைழக்ழேறாம்
அேத ேபால் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக n 
இ௠ந்தால் அௌ ௛ன்றாவௌ வரிைச ௳ைனயாஶம்  இரண்௄ அல்லௌ
௛ன்௥ பஶொகளால் அௌ ஒ௠ வரிைசயாஶம், அதாவௌ
௛ன்௥ பஶொகளின் பஶொயள௵ வரிைச என்௥ அரத்்தம் ஒன்௥
௔றஶ இரண்ூற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால் ௴தம் மடங்ஶn k 
௳ைனப்ெபா௠௬க்ஶச ்சமம் என்௥ நமக்ஶச ்ெசால்ழறௌ  சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்ட ௳ைன 
இரண்௄ சரி ௛ன்௥ அௌ ௛ன்றாவௌ வரிைச எொர௳்ைன மடங்ஶ எொர௳்ைனn k 
எொரப்்௖ப் பட்ூ ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால் இன் இந்த மொப்௖ n n 
ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இௌ ௗஜ்௷ய
வரிைச எொர௳்ைன வரிைச மொப்௖கள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ மொப்௖கள் n 
பஶொயள௳ல் இ௠க்கலாம், இைதத்தான் நீங்கள் பாரப்்பௌ

௛ன்௥க்ஶ இரண்௄ சமமாக இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்நான் இங்ேக ௛ன்௣ல் இரண்௄  என்௥ n 
ைவக்ழேறன், ஆனால் ா௠க்கமாக இௌ என்ன
௳ழதம் எப்பூ மா௥ப௄ழறௌ அல்லௌ எப்பூ ௳ழதம் என்௥ எனக்ஶ ெசால்ழறௌ d 
௳ைனத்ொறன் ெச௣ைவச ்சாரந்்ௌ
௳ைன இப்ேபாௌ எனக்ஶ இரண்௄ 
௳ைனப்ெபா௠ள்கள் உள்ளன என்௥ 
ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், அௌ சரி                          வ௯கைள
            ————————————————————————————————————————————————————————————————————

கட்டைளகைள நாம் ஒ௠ங்ழைணந்த எைட இழப்௖க்ஶச்———————  
ெசல்வதற்ஶப் ௔றஶ ஼௣ௌ ஼௣தாக ௳வாொப்ேபாம் , ஆனால் இந்த ௳ழதத்ைத அல்லௌ
ஒ௱ங்ைக கண்௄௔ூப்பதற்ஶ ஒ௠ பரிேசாதைன௜ன் அல்லௌ ேசாதைனகளின் ெசட் 
ெசய்ழேறாம்
என்௥ நிைனக்ழேறன் மற்௥ம் ௳ழதம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ஐக் க௠த்ொல் ெகாண்௄, k a 
நான் ெசால்ேவன்
இௌ எொர௳்ைன சரி சமன்பாடை்டப் பாரப்்ேபாம் எண் ௛ன்ைற நான் இப்ேபாௌ இந்த  ௳ழதச ்
சமன்பாடை்டப் பூக்ஶம் ௳தத்ைத ைவத்தால்
, இந்த எொர௳்ைன 
ஒ௠ அல்லௌ உங்கைளப் ெபா௥த்தவைர ௚தல் வரிைச ௚தல் வரிைச என்௥ நான் ஷ௥ழேறன்  
எனக்ஶ ெதரி௞ம்
௚தலாவதாக அல்லௌ ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் இௌ ௚தல் வரிைச   ஏெனனில், ௳ழதமானௌ a k 
க்ஶ சமமாக இ௠ப்பைதப் பாரக்்ழ௤ரக்ள், ஏெனனில்
௳ழதத்ொன் நிைலயான ேநரங்கள் சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்டைவ   1 க்ஶ சக்ொ 1 க்ஶ b 
உயரத்்தப்படட்ௌ அௌ சரி அல்லவா  அதனால்
நான் ெசால்ழேறன்  அௌ ௚தல் ஓ என்௥  ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் மற்௥ம் ௳ழதம் ஐப் a  rder b 
ெபா௥த்ௌ ௚தல் வரிைசயாஶம்,
எனேவ நீங்கள் ஒ௠ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் ,   ௳ழதம் எப்பூ மா௥ப௄ம்
, நீங்கள் ஐப் ெபா௥த்த வைர௜ல் அௌ ௚தல் வரிைசயாக மா௥ப௄ம், நீங்கள் ஐப் b b  
ெபா௥த்தமடூ்ல், ௔றஶ ௳ழதம் எப்பூ இ௠க்ஶம்  ௚த௧ல் மா௥ப௄ம் ௳ழதம் மா௥ப௄ம்
அல்லௌ ஐக் க௠த்ொல் ெகாண்௄ ௔றஶ நாம் ெசால்லக்ஷூயௌb  
என்னெவன்றால்  ெமாத்த வரிைச ௳ைன௜ன் ெமாத்த வரிைச ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ 
இரண்௄க்ஶ சமம் எனேவ
௳ைன௜ன் ெமாத்தம்   என்பௌ என்ன அ௄க்ஶகளின் ஷட௄்த்ெதாைக,

க்கான அ௄க்ஶ ஒன்௥, ஏெனனில் இன் ஒ௠   பரிேசாதைனையப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ௚த௧ல் a b 
ஒன்௥ ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ஒன்௥,b 
ஆனால்  ெமாத்த வரிைச, நான் ெசால்வௌ ேபால் இங்ஶள்ள ெமாத்த வரிைச ௔ன்னர ்
எொர௳்ைன௜ன் ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ ஆஶம்.

2 க்ஶ சமம் சரி, இௌ௵ம் ௘க ௚க்ழயமானௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம், இௌ 
இரண்டாவௌ வரிைச எொர௳்ைன என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்,
இந்த சமன்பா௄ வரிைசயாக எ௱தப்பட்ட ௳தம் வரிைசயாஶம், ஏெனனில் இந்த ெவளிப்பா௄  
எ௱தப்பட்ட வரிைச 
வரிைச௜ன் அ௄க்ஶகளின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்  இன் உத்தர௵கள்  இரண்௄
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எொர௳்ைனகள் க்ஶ ஒன்௥ மற்௥ம்   க்ஶ ஒன்௥ ஒன்௥ இ௠ப்பதால் ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ a b x 
இரண்௄க்ஶ சமம்,
நீங்கள்  மற்ெறா௠ உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், இதற்ஶ ௚ன் கப்க்ஶ எங்ேக ௳ழதம் 
சமம் என்பைதச ்ெசால்௩ங்கள், இங்ேக நீங்கள் என்ன ெசால்ழ௤ரக்ள்,
இங்ேக பரிேசாதைனகள் அல்லௌ பரிேசாதைனகள் ௛லம் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ௳ைனக்கான ௴தம்
கொைர௜ன் ெச௣௵ இரண்டாக உயரத்்தப்பட்டைத ௳ட மடங்ஶ மற்௥ம் சக்ொ ஒன்௥க்ஶ k b  
உயரத்்தப்படட்ைதக் க௠த்ொல் ெகாண்டால்
அௌ ௚தல் வரிைசையப் ெபா௥த்தவைர இரண்டாவௌ வரிைச சரியானௌ என்௥ ௙ண்௄ம் 
ஷ௥ழேறாம்.

உரிைமையப் ெபா௥த்த வைர b 
மற்௥ம் ெமாத்த வரிைசக்ஶ ௚ன்௖ இ௠ந்தைதப் ேபாலேவ ெமாத்த வரிைச௞ம் இரண்௄ ஷட்டல்
ஒன்௥ என்பௌ ௛ன்௥ உரிைமக்ஶ சமம் ஆஶம் இதற்ஶ ௚ன் எ௄த்ௌக்காடூ்ல் என்ன நடந்தௌ 
என்பைத இங்ேக பாரக்்க௵ம், அௌ ௴தமாக இ௠ந்தௌ என்பௌ ஒ௠ ௚ைற௜ன் மடங்ஶk 
ெச௣௵க்ஶ சமம்  இன் ெச௣௵ மற்௥ம் ெவளிேய என்ன நடக்ழறௌ   இேதா இங்ேக b 
௳ழதமானௌ மடங்ஶக்ஶ சமம்k 
ெச௣௵ பவ் இன் ெச௣ைவ ௳ட இரண்௄   மடங்ஶ பட்ூ௜ல் உயரத்்தப்பட்டௌ எனேவ a b r 
ெமாத்த
வரிைச இரண்௄ ஷட்டல் ஒன்௥ ௛ன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இந்த சமன்பா௄களில் 
உள்ள சமன்பா௄கைள நாங்கள் இங்ஶ எ௱ொ௞ள்ேளாம்.
  இங்ேக நீங்கள்
சமன்பா௄கைள ௘க௵ம் ெபாௌவான ௚ைற௜ல் எ௱த ௚ூந்தால், ௳ழதமானௌ க்ஶ சமம் k 
என்௥ ெசால்௩ங்கள் சரியான ேநரங்கள் ௳ைனத்ொறன் சக்ொைய என்௥ ெசால்லலாம் n 
அல்லௌ நாம் ௳ழதத்ைத ௚ைற ௳ைனக்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம் 1 சக்ொக்ஶ k 
உயரத்்தப்படட்ௌ ஆல்பா என்௥ ெசால்௩ங்கள் ௔றஶ ௳ைன௖ரி௞ம் இரண்௄ மல்௞த்தம்  பவர ்
௕ட்டா சரி, எனேவ அௌ
௳ளிம்௔ற்ஶ ெவளிேய ெசல்ழறௌ, எனேவ இந்த வழக்ழல் ௳ழதம் மடங்ஶ k 
௳ைனப்ெபா௠௬க்ஶச ்சமமாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்
சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்ட ஒ௠ ஒற்ைற ௳ைனத்ொறன் சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ வரிைச௜ல் n 
இரண்டாவௌ வழக்ழல் ௳ழதம்

க்ஶ சமம்  ௳ைனத்ொறன் ஒன்௥ ஆற்றல் ஆல்பா எொர௳்ைனக்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ இரண்௄ k 
ஆற்றல் ௕ட்டா௵க்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ
அதாவௌ இரண்௄ ௳ைனப்ெபா௠ள்கள் உள்ளன எனேவ இந்த வைகயானௌ அதாவௌ இௌ 
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் இௌ
இௌ சமன்பா௄ ஐந்ௌ என்௥ நீங்கள் ஷறலாம் இௌ சமன்பா௄ ஐந்ௌ மற்௥ம் இௌ  சமன்பா௄ ஆ௥
௔ன்னர ்இைவ ௳ழத ெவளிப்பா௄கள் என்௥ ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழன்றன, சரி இைவ ௳ழத 
ெவளிப்பா௄கள் அல்லௌ ௳ழத சமன்பா௄கள் சரி, ௳ழத ெவளிப்பா௄கள் அல்லௌ ௳ழத 
சமன்பா௄கள் சரி, அவரக்ள் உங்க௬க்ஶ என்ன ெசால்ழறாரக்ள்  அவரக்ள் உங்க௬க்ஶ
என்ன ெசால்ழறாரக்ள் என்பௌ தனிப்பட்ட எொர௳்ைன எப்பூ இ௠க்ஶம் என்பைதப் 
ெபா௥த்தௌ  ஷ௥
இனங்கள் என்றால் அௌ ஒ௠ இனம் ௙த௚ள்ள சக்ொ இரண்௄ இனங்கள் இ௠ந்தால்n 
இனங்களில் ஒன்௥ பவர ்ஆல்ஃபாைவ உயரத்்ௌழறௌ   இரண்டாவௌ வைக பவர ்௕ட்டா இைவ
ஶ௣ப்௔ட்ட எொர௳்ைனகளின் தனிப்பட்ட ஆரட்ரக்ள் இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்யலாம்  
என்னிடம்

௔ளஸ் ௔ளஸ் வைக௜ன் ௘க௵ம் ெபாௌவான சமன்பா௄ இ௠ந்தால், ௔ளஸ் aa bb cc pp qq 
௔ளஸ் மற்௥ம் ஆன் ேபான்ற சமன்பா௄கள் இ௠ந்தால்,
நான் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால், ௳ழத ெவளிப்பா௄ அல்லௌ ௳ழத சமன்பா௄ சமம் என்௥
ெசால்லலாம்  க்ஶ ௳ழத நிைலயான ேநரங்களின்k 
ெச௣௵  ஒ௠ பவர ்ஆல்பா ெச௣௵ க்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ பவர்b 
காமா௵க்ஶ உயரத்்தப்பட்ட இன் ௕ட்டா ெச௣௵ மற்௥ம் பல, இௌ என் எ௧ என்றால்  c e
ெவளிப்பா௄ சரியானௌ, இௌ எனௌ ௳ழத ெவளிப்பா௄ என்றால், இௌ சமன்பா௄ ஏழாக 
இ௠க்கட௄்ம், இௌ எனௌ
௴த ெவளிப்பா௄ சமன்பா௄ 7 ஆக இ௠ந்தால், இந்த சமன்பாட்ூன் ெமாத்த வரிைசயானௌ
ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா மற்௥ம் காமா மற்௥ம் ௙த௚ள்ள அ௄க்ஶக௬க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 சரி
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என்௥  உங்களின் ெமாத்த வரிைசயா மற்௥ம் என்பௌ ேசாதைன ௳ழத மா௣௧ என k 
ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ, எனேவ ஆரட்ர ்என்பௌ ெவளிப்௖ற
அள௵, எனேவ இங்ஶள்ள ௳ழதம் மா௣௧ மற்௥ம்
௘க௵ம் ெபாௌவான சமன்பாடை்ட இௌ ேபான்ற ஒ௠ ெபாௌவான சமன்பாடை்ட எ௱ொனால்   

஼௣யaabb 
எ௱த்ௌக்கள் ஶணகங்களாக இ௠ப்பதால் ெபரியௌ  எ௱த்ௌகள் எொர௳்ைனகள் மற்௥ம் 
தயாரிப்௖கைளக்
ஶ௣க்ஶம்  ஼வப்௖ ெவளிப்பா௄ இப்பூக் ெகா௄க்கப்படட்ால் அங்ஶ அ௄க்ஶகள்
தனிப்பட்ட ௳ைனகளின்  சார௖்களின் தன்ைமையக் காட௄்ழன்றன.
 மற்௥ம் என்பௌ ேசாதைன ௳ழதம்k 
நிைலயானௌ எனேவ நான் ௚ன்ேனாக்ழச ்ெசல்வதற்ஶ ௚ன் இௌ இந்த ஼வப்௖ ெவளிப்பாட்ூன் 
௘க௵ம் ெபாௌவான வூவம் மற்௥ம்
ெபாௌவான வூவமாக இ௠ப்பௌ  ௚௱வௌம் உள்ளௌ இப்ேபாௌally 
நீங்கள் நிைன௳ல் ெகாள்ள ேவண்ூய ஼ல ௚க்ழய ௖ள்ளிகள் உள்ளன  ௚க்ழய ௖ள்ளிகள் இௌ 
ேபான்ற ஼ல ௚க்ழய ௖ள்ளிகள் ஆ எ௄த்ௌக்காட்டாக, ௳ைனயாக்ழகள் இ௠ந்த ab   c 
இடத்ொல் 

௳ைனப்ெபா௠ளாக இ௠ப்பதற்ஶ ஒ௠ ெச௣௵  ெசால் இ௠ந்தௌ   க்ஶaa b 
ஒ௠ ெச௣௵ச ்ெசால்  க்ஶ ஒ௠ ெச௣௵ ெசால் இ௠ந்தௌ, அதன் ௔றஶ ஒவ்ெவா௠ ெச௣௵ c 
கால௚ம் நீங்கள் ேபாலேவ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்ப௄ம்.
 ஆல்பா ௕ட்டாைவ பாரத்்ோரக்ள், உங்க௬க்ஶ காமா ெதரி௞ம்,
ேம௩ம் ஒவ்ெவா௠ ெச௣௵ச ்ெசால்௩ம் ௙ண்௄ம் ஒ௠ ஆல்ஃபா ஆல் உயரத்்தப்பட்டௌ
ஆல் பவர ்௕ட்டா ஼ என்பௌ பவர ்காமா௵க்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ.
 நான் இயக்க௳யல் பஶப்பாய்௵ ெசய்தால் என்ன  நான் இங்ேக ௙ண்௄ம் ெசய்ய 
௳௠ம்௖ழேறனா  ஒ௠ இயக்க௳யல் பஶப்பாய்௵ ெசய்ழேறன்                                                 அைத
                                          அதைன                                                                               ம் நான் இங்ேக ெபற 
இலக்ஶ இங்ேக ௙ண்௄ம் ெசய்ய இலக்ைக நான் இங்ேக ெசய்ய ேவண்௄ம் என்௥ நான் 
ேநாக்கமாக இங்ேக ெசய்ய ேவண்௄ம் என்பைத நான் இங்ஶ ௙ண்௄ம் ேநாக்கமாகக் 
ெகாண்ூ௠க்ழேறன்.
  இந்த   பஶப்பாய்ைவச ்ெசய்வதன் ௛லம் நான் ஒ௠ பஶப்பாய்ைவச ்ெசய்ௌ வ௠ழேறன்
                           ஆல்பா ௕ட்டா 
காமா**** அ௄க்ஶகள்                * ௳ழத மா௣௧          ௳ழத 
மா௣௧ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட —————————————————————————————————————————————————————  
ெவப்பநிைல௜ல் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ெவப்பநிைல எனேவ
நீங்கள் இயக்க௳யல் பஶப்பாய்ைவச ்ெசய்௞ம்ேபாௌ, நாங்கள் எைதக் ஶ௣ப்௔௄ழேறாம் 
என்றால், அௌ எந்த ௳ைனைய௞ம் ஶ௣க்ஶம்.
 அதாவௌ 
, ஒவ்ெவா௠ ௳ைனப்ெபா௠௬க்ஶம்
சம்பந்தப்பட்ட ஆரட்ரக்ைள நான் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அைதச ்ெசய்த௵டன்  எனக்ஶ ஒ௠ 
ஶ௣ப்௔ட்ட ெவப்பநிைல௜ல் என்ற ௳ழத மா௣௧ையக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்,k 
ஏெனனில் ௳ழத மா௣௧ைய நிைன௳ல் ைவத்ௌக்ெகாள்௬ங்கள் என்பௌ ஒ௠ நிைலயானௌ 
ஆனால் அௌ ெவப்பநிைல சரியானைதச ்சாரந்்தௌ.

எனேவ இந்த   பஶப்பாய்ைவச ்ெசய்ய ௚ய௩ம் ேபாெதல்லாம் அைத  ஶ௣ப்௔ட்ட ேநரத்ொல் 
ெசய்ழேறாம் என்பைத உ௥ொெசய்ய ேவண்௄ம்.

நிைலயான ெவப்பநிைல ஏெனனில்   ௳ழத மா௣௧ அந்த  ெவப்பநிைலக்ஶ மட௄்ேம 
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ
ெவப்பநிைல மா௥ம் த௠ணத்ொல் ௳ழத மா௣௧ மொப்௖ மா௥ம்
ஏெனனில் அௌ ெவப்பநிைல சாரந்்ௌ    இரசாயன இயக்க௳ய௧ன் ௘க ௚க்ழயமான அம்சமான
ஒ௠ அம்சம்,
அைத நாங்கள் ௔ன்னர ்௳வாொப்ேபாம் சரி 
, எனேவ இௌ        சராசரி ௳ழதங்கள் உடனூ ௳ழதங்கள் ௚தல்
                                                                                
                                                                   ெசய்ொ௠ப்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள் ஈஈஈஈஈஈஈ                                            
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.
  நாங்கள் இைதப் பாரத்்ேதாம்
, இந்த ஆரம்ப ௳ழதத்ைதப் பாரத்்ேதாம், அதன் ௔றஶ ஒவ்ெவா௠ ௚ைற  ௖ள்ளிகளி௩ம் 
சரி௵கள் எவ்வா௥
ேவ௥ப௄ம் என்பைதப் பாரத்்ேதாம், அங்ழ௠ந்ௌ                 ௴தம்
                                                                       ௖ள்ளிகள் அைதச ்ெசய்த ௔றஶ, ௳ழத ௳ரிவாக்கங்கள் 
எவ்வா௥ எ௱தப்பட ேவண்௄ம் என்பைதச ்஼வப்௖ ெவளிப்பா௄களில் ேவைல ெசய்யத் 
ெதாடங்ழேனாம், 
எனேவ ௳ழத ெவளிப்பா௄களில் என்ன ேசரக்்கப்பட
ேவண்௄ம் என்பைத இப்ேபாௌ  ௳ழத ெவளிப்பாடூ்ல் ௳ழதக் ஶ௣௝௄ உள்ளௌ    ஒேர ஒ௠ 
எொர௳்ைன இனம் இ௠ந்தால் அௌ தனிப்பட்ட ெச௣௵கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ.
 
பல எொர௳்ைன இனங்கள்
இ௠ந்தால் ஒேர ஒ௠   ெச௣௵ மட௄்ேம இ௠க்ஶம்  ௔றஶ ேபான்ற பல ெச௣௵கள் இ௠க்ஶம்abc   
ஆனால் இைவ ஒவ்ெவான்௥ம் இந்த ெவௗல்  d
ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட ேவண்௄ம் அல்லௌ அைவ   ஶ௣ப்௔ட்ட அ௄க்ஶகைளக் 
ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம் 
ஶ௣ப்௔ட்ட அ௄க்ஶகைளக் ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம்  இந்த அ௄க்ஶகள்
                                                                                
                                     ௳ழதம்.

என்பௌ என்பௌ a to power n n 
௳ைன௜ன் வரிைச    ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்ட ௳ைனப்ெபா௠டக்ள் இ௠ந்தால் பல எொர௳்ைனகள் 
உள்ளன
அங்ஶ நாம் இப்ேபாௌ பாரத்்ேதாம் ௳ழதம் ௚ைற பவர ்ஆல்பா க்ஶ பவர ்௕ட்டா k a b c
க்ஶ  சக்ொ காமா மற்௥ம்  எனேவ எொர௳்ைன ெமாத்த ஒ௱ங்ஶ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ௔ளஸ் 
காமா ஆக௵ம்
சரி ேபால௵ம் சரி, இௌேபான்ற ஼ல அூப்பைட அூப்பைடகள் உள்ளன, இதனால் நீங்கள்
௚ன்ேனாக்ழ ெசன்௥ , ரசாயன இயக்கங்களின் க௠த்ௌக்கைளக் ெகாண்௄ ேவைல 
ெசய்வைதத் ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன்னர ்௚ற்௣௩ம் ெதளிவாக இ௠க்க
ேவண்௄ம்  இவற்ைற நான் ௳ைர௳ல் ௳ழதத்ொன் அலஶகைளப் பாரக்்ழேறன், ௴த ௳ழதம் 
என்றால் என்ன என்பௌ காலப்ேபாக்ழல் ெச௣௶ட்ட௧ன் மாற்றம்   என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்,

அதனால் அந்த அலஶ காலப்ேபாக்ழல் ெச௣௶ட்டப்ப௄வைத என்னால் பாரக்்க ௚ூழறௌ.
 உங்கள் ெச௣௵ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ ேமால்களில் ெவளிப்ப௄த்தப்பட்டால் ஒ௠ ேமாலார ்ெச௣௵ 
உள்ளௌ.

எனேவ ேநரம் எௌவாக ேவண்௄மானா௩ம் இ௠க்கலாம்   இரண்டாவௌ ௚ைற நி௘டங்களாக 
இ௠க்கலாம்
மற்௥ம் எ௄த்ௌக்காட்டாக ேமாலார ்அலஶகளில் அல்லௌ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ ேமால்களில் ெச௣௵ 
உள்ளதா என்பைதப் பாரக்்க௵ம்.

௟னிட் என்பௌ காலப்ேபாக்ழல் ௳ழதத்ொன் அலகாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ ௙ ேநரம் தைலவழாக 
இ௠க்ஶம் அல்லௌ நாங்கள் உங்க௬க்ஶத்
ெதரிந்த ேமால்கைள காலப்ேபாக்ழல் எ௱தலாம் அல்லௌ ேமால் ௧ட்டர ்தைலவழ் ேநரம் 
தைலவழ் நிைன௳ல் ேநரம் எௌவாக௵ம் இ௠க்கலாம் ெதா௯ல்௎ட்பம்
௳னாூகளாக இ௠க்கலாம் நி௘டங்களாக இ௠க்கலாம் மணிேநரங்களாக இ௠க்கலாம்  நீங்கள்
பூக்ஶம் அல்லௌ பாரத்்ௌக்ெகாண்ூ௠க்ஶம் எொர௳்ைன௜ன் வைகைய நீங்கள் அ௣௴ரக்ள், 
அதாவௌ, ேமாலார ்அலஶகளில் ெச௣௵ ெவளிப்ப௄த்தப்பட்டால்,   அலஶகள் எவ்வா௥ 
எ௱தப்ப௄ம் என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள், 
இ௠ப்௔௑ம் வா௞ ௳ைனக௬க்கான எொர௳்ைனகள்
ெபாௌவாக வளிமண்டலத்ொல் ெவளிப்ப௄ம் ெபாௌவான வ௯களில் ஒன்றாஶம் .
  ேநரம் அல்லௌ நான்
வளிமண்டல ேநரத்ைத தைலவழாக எ௱த ௚ூ௞ம், எனேவ இப்ேபாௌ நான் ெசான்னால்   ேநரம் 
ெநாூகளில் இ௠ந்தால், ேநரம்
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௳னாூ௜ல் ெவளிப்ப௄த்தப்பட்டால், நான் எ௱ௌவௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்த ேமாலார ்
அலஶக்ஶ   ேமாலார ்௟னிட்
அங்ஶ நான் ேமால் இரண்டாவௌ தைலவழ் அல்லௌ ேமால் ௧ட்டர ்தைலவழ்
இரண்டாவௌ தைலவழ் மற்௥ம் வா௞௵க்ஶ நான் வளிமண்டலத்ொன் இரண்டாவௌ தைலவழ்
வலௌ௖றம் எ௱த ௚ூ௞ம்,
 அதனால் இௌ ௘க௵ம் ேநராக ௚ன்ேனாக்ழ ஏன்
ெச௣௵ எப்பூ மா௥ழறௌ என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் காலப்ேபாக்ழல், ேமாலார ்
அலஶகளில் உங்கள் ெச௣௵ இ௠ந்தால், அைதத்தான் நீங்கள் ெசய்ௌள்ளரீக்ள்.
  ௳ழத ெவளிப்பா௄ என்பதன் அரத்்தம் இப்ேபாௌ ௴த ெவளிப்பாடூ்ன் அரத்்தம்
இௌ ௙ண்௄ம் ௘க௵ம் ேநரூயான ௚ன்ேனாக்ழ ஆஶம்   இௌ நாங்கள் ௳வாதத்ொன் நீடூ்ப்௖ 
ஆஶம்,
எ௄த்ௌக்காட்டாக, ௳ழதமானௌ க்ஶ சமமாகk 
இ௠ந்தால், ௚தல் ஒன்ைறக் ஷற௵ம்.
  ேநர ௳ைனயாற்றல் எனேவa 
இௌ ௚தல் வரிைச எொர௳்ைன என்பைத நாங்கள் ெவளிப்பைடயாக அ௣ேவாம் சரி ௚தல்
வரிைச எொர௳்ைன உள்ளௌ, அதாவௌ நீங்கள் அ௣ந்தால் இன் ெச௣௵ அொகரிக்ழறௌ இன் a a 
ெச௣௵ இரண்௄ மடங்ஶ அொகரிக்ழறௌ என்௥ ெசால்௩ங்கள், இன் ெச௣௵ a 
இரண்௄ மடங்ஶ அொகரித்தால் , ௳ழத௚ம் இரண்௄ மடங்ஶ அொகரிக்ஶம் ேநராக ௚ன்ேனாக்ழ 
வலௌ ௳ழதம்

க்ஶ சமம் எனேவ க௠த்ொல் ஒ௠  இரண்௄ மடங்ஶ அொகரிக்க௵ம் ஐக் க௠த்ொல் k a  a 
ெகாண்டால் அௌ இரண்௄ மடங்ஶ அொகரிக்ழறௌ , எனேவ இௌ 
ஆ௥ மடங்ஶ அொகமாழறௌ, அதாவௌ  இன் ெச௣௵ ஆ௥ மடங்ஶ அொகரிக்கப்பட௄்ள்ளௌ, a 
௔ன்னர ்௴த௚ம் ஆ௥ மடங்ஶ அொகரிக்ழறௌ, எனேவ ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ சரிa 
இரண்௄ மடங்ஶ அொகரித்தௌ எைட இரண்௄ மடங்ஶ அொகரித்தௌ   இன் பரி஽லைன ஆ௥a 
மடங்ஶ அொகரிக்கப்பட்டௌ ஆ௥ மடங்ஶ அொகரித்தௌ இௌ   ௚தல் வரிைச எொர௳்ைன௜ன் 
௔ன்னணி௜ல் உள்ள க௠த்தாஶம், இ௠ப்௔௑ம்
இந்த ௳ழதத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்   மடங்ஶக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ௳ழதம் k 
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்
படூ் இரண்ூற்ஶ உயரத்்தப்பட்டதால், ெவளிப்பைடயாக நாங்கள் ெசய்ௌள்ேளாம், நாங்கள் 
அைத இரண்டாவௌ வரிைச என்௥ ஷ௥ம்ேபாௌ, இரண்டாவௌ வரிைச எொர௳்ைன உள்ளௌ 
என்௥  
ஷ௥ழேறாம்  இரண்௄ ௔ன்னர ்௴தம் இரண்௄ காரணிகளால் அொகரிக்கப்ப௄ழறௌ , அௌ 
இரண்௄ காரணியாக உயரத்்தப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ
நான்ஶ ௳த்ொயாசம் நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள் ௚தல் வரிைச அௌ இரண்டாக இ௠க்ஶம் அதன் 
இரண்௄ இௌ சக்ொ ஒ௠ ெநாூ
வரிைச அௌ இரண்௄ சக்ொ இரண்டாக உயரத்்தப்பட்டௌ அேத ேபால் இன் ெச௣௵ இ௠ந்தால் 6a 
மடங்ஶ ஆறால்  ஆறாக அொகரிக்கப்பட்டௌ,
௔ன்னர ்௳ழதம் 
நிைன௶ட்ட௧ன் ஒ௠ காரணியால் அொகரிக்கப்ப௄ழறௌ, அௌ ஆ௥ மடங்ஶ சரி எனேவ 
இப்ேபாௌ அதன் ஆ௥ நீங்கள் அைத உயரத்்ொ௞ள்ளரீக்ள், ஆனால்
௙ண்௄ம் சக்ொ இரண்ூல் நீங்கள் ௳த்ொயாசத்ைதக் காண்ழ௤ரக்ள் என்றால்  இௌ ஒ௠ ௚தல்
வரிைச ௳ைனயாஶம், இௌ 6 ஆக இ௠க்ஶம் பவர ்1 க்ஶ ௳ழதம் 6 இன் காரணிகளால் 
அொகரிக்கப்ப௄ம், இௌ 6 ஆஶம்,
இௌ இரண்டாவௌ வரிைச எொர௳்ைனயாக இ௠ப்பதால், ௳ழதமானௌ 6 ஆல் 
அொகரிக்கப்பட௳ல்ைல,
அதாவௌ இரண்௄ ௚ப்பத்ொ ஆ௥ உள்ளௌ சரி  எனேவ இைவ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்  ஼ல 
௳ஷயங்கைள நீங்கள் ௳ழத ெவளிப்பாடை்டப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ                                    
பாரக்்ஶம்ேபாௌ                                                  இ௠க்ஶம் ேபாௌ                                                              
௳ழதத்ைதக் ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம்               * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 
* * * *       என்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
 
ௗஜ்௷ய வரிைச எொர௳்ைன தா என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ  என்பௌ   ௳ைனப்ெபா௠ளின் t 
ெச௣ைவப் ெபா௥த்ௌ  ௳ழதம் ௗஜ்௷ய வரிைசயாஶம்

Pru
tor
@
IIT
K



ஆற்றல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ உயரத்்தப்பட்டால், ௳ழதமானௌ k 
நீங்கள் எ௄த்ௌள்ள ௳ைன௜ன் ெச௣ைவச ்சாரந்்ௌ இ௠க்க௳ல்ைல என்௥ அரத்்தம்.

 அதனால் ௳ைன௜ன் ெச௣ைவ
பல மடங்ஶ மாற்றலாம் ஆனால் ௳ழதம் ௚ற்௣௩ம் ஒ௠

இன் ெச௣ைவச ்சாரந்்தௌ அல்ல. so 

நீங்கள் ௳ழதத்ொன் ௟னிடக்ைள உ௠வாக்ழ௳ட௃்ரக்ள் என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் ௳ழத 
மா௣௧௜ன் அலஶகைள௞ம் நாங்கள் ௙ண்௄ம் உ௠வாக்கலாம் இௌ ௘க௵ம் எளிைமயானௌ சரி
இௌ  ௘க௵ம் எளிைமயானௌ, ௳ழத ெவளிப்பாடை்ட நாம் ெதரிந்ௌெகாள்ள ேவண்௄ம்   
உதாரணத்ொற்ஶ நான் ௚தல்
வரிைச எொர௳்ைனையச ்ெசய்ழேறன் சரி  நான் ௚தல் வரிைச எொர௳்ைனையச ்சரி 
ெசய்ழேறன், இந்த ௚தல் வரிைச ௳ைன௜ல்
௳ழதமானௌ ஒ௠ உரிைம௜ன் மடங்ஶ ெச௣௵க்ஶச ்சமம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம் k   
வலப்௖றம் அௌ
௳ழத மா௣௧௜ன் அலஶ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள்   நான் இப்ேபாௌ பாரக்்ழேறன் 
௳ழதம் அல்ல, ஆனால் ௳ழதம்
மா௣௧ எனேவ ௔ன்னர ் என்பௌ ௟னிட௄்க௬க்ஶச ்சமம் என்பௌ இப்ேபாௌ ௳ழதத்ொன் k k 
அலஶக்ஶ ேமல் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ இன் ெச௣௵  ேமாலார்a a 
ெச௣௵கள் அல்லௌ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ மசச்ங்கள் ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ ேமால்களில் 
ெவளிப்ப௄த்தப்ப௄ம் என்௥ ெசால்௩ங்கள், இௌ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ ஒ௠ ேமால் என்௥ நாம்
அ௣ந்ொ௠ப்பைதக் க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம், அதற்ஶ ௚ன்௖ நாம் ெபற்ற   ௳ழதத்ொன் 
௟னிட் என்பைதra 
நாங்கள் அ௣ந்ொ௠க்ழேறாம்.
 எனேவ ஆ, ெகாஞ்சம் இ௠  அதற்காக ௘க௵ம் மன்னிக்க௵ம்  அ௄த்த பக்கம்
அைத ெகாஞ்சம் எ௱ௌேவாம்  ஒ௠ நல்ல வ௯, ஏெனனில் நான் ஼ல ரத்ௌ ெசய்ௌள்ேளன், எனேவ 

என்பௌ ஒ௠k 
௧ட்ட௠க்ஶ ேமல் மசச்ம் ஆஶம், எனேவ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ மசச்ம் அல்லௌ ேமாலார ்ெச௣௵ 
௳ழதம் என்பௌ
காலப்ேபாக்ழல் க௠த்ொல் ெகாள்ளப்பட்டௌ, எனேவ நான்   ேமால் ௧ட்டைர எ௱ௌேவன், ௔ன்னர்
ேநரம் தைலவழாக எ௱ௌேவன்.
  எனேவ இன் அலஶk 
ேநரத்ொன் தைலவழ் ேநரமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த ேமால்கள் ஒ௠ ெடமான்ஸ்ட்ேரட்ட௠க்ஶ
எண் மற்௥ம்  வஶப்௔ல் இ௠ந்ௌ ரத்ௌெசய்யப்ப௄ம்,
எனேவ வழக்ஶ ேநரத்ொன் அலஶ ேநரம்ாறானௌ, அௌ இரண்டாவதாக இ௠ந்தால் அௌ 
இரண்டாவௌ
தைலவழாக இ௠க்கலாம்  அௌ நி௘ட தைலவழாக இ௠க்கலாம்.
  இௌ மணிேநர தைலவழ் நின்௥ மணி மணிேநரம் தைலவழாக இ௠க்கலாம், அதனால்h 
வலௌ௖றம்  எனேவ ௚தல் வரிைச எொர௳்ைன   வைக ௳ழதம் க்ஶ சமம் ௚தல்k a 
வரிைச எொர௳்ைன ௳ழதம் ஒ௠ அலஶ மடங்ஶக்ஶ சமம் என்பௌ தைலவழ்  ேநரம் சரி, k 
அௌேபாலேவ
இரண்டாம் வரிைச ௳ைன௜ல் க்ஶ ெசல்ழேறாம், எனேவ இங்ேக இந்த உதாரணத்ைத ah 
எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம், இொல் ௳ழதமானௌ மடங்ஶ ெச௣௵க்ஶ சமம் ஆஶம்.k 
 வரிைச எனேவ என்பௌ ஒ௠ ஸ்ெகாயர ்ஓேகைவக் க௠த்ொல் ெகாண்௄ ஒ௠ ஸ்ெகாயர ்ஓேக k 
௳ழதத்ைத ௳ட சமமாக உள்ளௌ  ஒ௠ சக்ொ 2 ஆக உயரத்்தப்பட்டதால்,
நாம் ேமால் ௧ட்டைர தைலவழாக பவர ்இரண்டாக உயரத்்ொ௜௠ப்ேபாம்,
எனேவ இைவகளில் ஒன்௥ ரத்ௌெசய்யப்ப௄ம் சரியாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ேமேல ெசல்௩ம், 
அதனால்
நான் ேமால் தைலவழ் ௧ட்டர ்ைவத்ொ௠ப்ேபன் ேநரம் ேநரம்ாறானௌ மற்௥ம் எ௱ௌவதற்கான 
஼றந்த வ௯
இைத எ௱ௌவதற்கான ஼றந்த வ௯, இௌ ஒ௠ ௧ட்ட௠க்ஶ மசச்ம் என்பைத நீங்கள் 
௖ரிந்ௌெகாள்௴ரக்ள்  ஒ௠
௧ட்ட௠க்ஶ ஒ௠ மசச்ம் ரத்ௌெசய்யப்பட்டௌ 
இ௠ந்தால்  மசச்ம் ேமால் இன்ெவரஸ்் ௧ட்டர ்ேநர தைலவழ் இப்ேபாௌ இைத எ௱ௌவதற்கான 
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ெபாௌவான வ௯,
இந்த ஆ ௧ட்ட௠க்ஶ ேநரம்ைற   அ௄க்ஶ உள்ளௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ நீங்கள் 
எப்ேபாௌம் ேநரம்ைற அ௄க்ஶகைள ௚த௧ல் ெகாண்௄ வ௠ழ௤ரக்ள்,
எனேவ ௧ட்டர ்ேமால் தைலவழ் ேநரத்ைத எ௱ௌழ௤ரக்ள்  வசனம் சரி, எனேவ இௌ
இரண்டாவௌ வரிைச எொர௳்ைனக்கான நிைலயான ௳ழதத்ொன் அலஶ ஆஶம் ௙ண்௄ம் ேநரம் 
நீங்கள் எைத
ேவண்௄மானா௩ம் மாற்றலாம்  ௳னாூக்ஶ நீங்கள் அைத ஆல் மாற்றலாம்  நீங்கள் r 
ேமம்ப௄த்ொய எொர௳்ைனையப் ெபா௥த்ௌ நி௘டங்க௬க்ஶ மாற்றலாம்
மற்௥ம்  நான் உங்க௬க்ஶ ௙ண்௄ம் ெசான்னௌ ேபால்   இௌ எ௱தப்பட்ட ௳தம்
இௌ தவ௥ இல்ைல என்பைத நீங்கள் உ௥ொப்ப௄த்ொக் ெகாள்௬ங்கள், ஆனால் நீங்கள் 
உ௥ொப்ப௄த்ௌவௌ இைத
ெவளிப்ப௄த்ௌவதற்கான ஼றந்த வ௯ என்னெவன்றால்  ேநரம்ைறயான அ௄க்ஶ உள்ளைத 
௚த௧ல் எ௱ௌவௌ  நான் ௔றஶ எ௄த்ேதன்
௚த௧ல் உயரத்்தப்பட்ட சக்ொ ஷட்டல் ஒன்௥ மற்௥ம் எொரம்ைற அ௄க்ஶகள்x 
௔ன்னர ்எ௱தப்ப௄ம்  ௔றஶ சரி
 அதனால் அேத க௠த்ௌடன் ெதாடரழ்ேறன் என்௥ உங்க௬க்ஶத்ah   
ெதரிந்தால் ௗஜ்௷ய வரிைச எொர௳்ைன என்௥ ெசால்௩ங்கள்.
 ௚ன்௖ பாரத்்தௌ,
இப்ேபாௌ சக்ொ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ உயரத்்தப்பட்ட  க்ஶ சமம், ஏெனனில் அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ka 
உயரத்்தப்படட்ால்  சக்ொ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ உயரத்்தப்ப௄ம்
எௌ௵ம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ நான் ௳ழதம் க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம்k 
, இதன் அரத்்தம் என்ன  என்றால் அலஶ  ௳ழதம் ோைமகள் சமம் அல்லௌ ௳ழதத்ொன் tant   
அலஶ
என்பௌ  என்பௌ ௳ழதம் க்ஶ சமம் எனேவ இன் அலஶ k k 
ேமால்க௬க்ஶ சமம் ௧ட்டர ்தைலவழ் ேநர தைலவழ் சரி ௙ண்௄ம் ஒ௠
௳ஷயத்ைத கவனி௞ங்கள்.
 நான் இைத ௚த௧ல் எ௱ொ௞ள்ேளன், ௔ன்னர ்௔ன் வ௠ம்
தைலவழ் மற்௥ம் ேநர தைலவழ் அைவ ௔ன்னர ்வ௠ம் சரி, எனேவ  ௳ழத மா௣௧௜ன் அலஶகள்
உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்,
எனேவ நீங்கள் எப்ெபா௱ௌம் இைதப் ௖ரிந்ௌெகாள்௴ரக்ள்   இௌ இல்ைல, இௌ உங்க௬க்ஶத்
ெதரி௞ம்  ஼வப்௖ நிற ெவளிப்பாடூ்ன் ௚ன் நீங்கள் நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாள்ள ேவண்ூய 
ஒன்௥ அல்ல 
௴தத்ொன் அலஶ எப்ெபா௱ௌம் ெச௣௵ என்னெவன்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்  காலப்ேபாக்ழல்
எொர௳்ைனக௬க்கான உங்கள் ெச௣௳ன் அலஶகள் ௳ழத ெவளிப்பாடை்டக் ெகா௄க்கலாம்.
  எப்ேபாௌம்
இைதச ்ெசய்ௌ, ௳ழத மா௣௧க்கான ெதாடர௖்ைடய ௟னிடை்டக் கண்ட௣ய௵ம்,
 அதனால் ஶைறந்தபடச்
மனப்பாடம் அொகபடச் க௠த்ௌ அல்லௌ ௖ரிதல் உள்ளௌ, எனேவ ஒ௠ ௳ைரவான 
உதாரணத்ைதச ்ெசய்௞ங்கள் சரி, இந்த உதாரணம் என்ன
ெசால்ழறௌ என்பைத எங்க௬க்ஶத் ெதரியப்ப௄த்ௌங்கள்.

என்பௌ ஒ௠ ௳ைனயாஶம் , எனேவ எனக்ஶ ஒ௠ எொர௳்ைன இ௠க்ழறௌ என்௥   e 
ெசால்௩ங்கள், இௌ ஆக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ எனக்ஶ ஒ௠ எொர௳்ைன உள்ளௌ, இௌ a a 
மற்௥ம் ௚தல் வரிைசையப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ௚தல் வரிைசயாஶம், ேம௩ம் 

மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல் எொர௳்ைன நிகழ்ழறௌ  இப்ேபாௌ நீங்கள்a b 
ேகடக்ப்ப௄ழ௤ரக்ள் இப்ேபாௌ நீங்கள் ேகடக்ப்ப௄ழ௤ரக்ள் இப்ேபாௌ என்னெவன்றால் , 
இதற்கான ௳ழத ெவளிப்பாடை்டக்
ெகா௄க்ஶம் மற்௥ம் நீங்கள் நி௘டங்களில் ெவளிப்ப௄த்தப்பட ேவண்ூய ேநரத்ைத நீங்கள் 
க௠ொக் ெகாள்ளலாம், எனேவ

மற்௥ம் எொர௳்ைன ௚தல் வரிைச௜ல் மொப்௔ற்ஶரியௌA B 
ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ௚த௧ல் மற்௥ம் ேநரத்ொன் அலைக நீங்கள் எ௄க்க ேவண்ூயb 

ேநரம்  நி௘டங்கள் ஆஶம், எனேவ இௌேவ நான் இன்௥ இந்த வஶப்௔ல் கைட஼யாக ௳வாொக்கப்
ேபாழேறன்
எனேவ எங்கள் ௚ந்ைதய ஆ ௳வாதங்களின் அூப்பைட௜ல் நான் ௳ழதத்ைத எ௱தலாம்  
௳ைனயானௌ
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சக்ொக்ஶ உயரத்்தப்பட்டதன் மடங்ஶ k  
ெச௣௵க்ஶ சமம்.
  ேகடக்௳ல்ைல ௔றஶ ஒட௄்ெமாத்த ஓ  அல்லௌ ெமாத்தrder 
வரிைச  ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்௄ வலௌ மற்௥ம் ௔றஶ ஏெனனில் இௌேவ இரண்டாவௌ 
வரிைச௜ல்
எொர௳்ைன௜ன் ேபாௌ நான் என்ன எ௱த ௚ூ௞ம் என்பைத நீங்கள் அ௣௴ரக்ள் என்னால் எ௱த 
௚ூ௞ம் என்றால்

இன் அலஶ மொப்௕டூ்ற்ஶ சமம்  ஒ௠k 
பரி஽லைன௜ல், ௳ழதம்   ேமால் ௧ட்டர ்தைலவழ் என்௥ ெதரி௞ம், 
ஏெனனில்  ேநரம் நி௘டங்கள் நி௘டம் தைலவழ் 
ேமால் அல்லௌ ேமாலார ்ெச௣௵                                                       ேமால் இௌ
௧ட்டர ்ேமால் தைலவழ் நி௘டத்ொற்ஶ சமம் என்பைத நான் ௖ரிந்ௌெகாள்ழேறன், இௌ ஒ௠ 
உதாரணம்.
  இரண்௄ நீங்கள் ஒ௠ ௚ைற ெமாத்த வரிைச௜ல் எ௱ொனால் இப்ேபாௌ
இௌ எளிைமயாக இ௠ந்தௌ, ஏெனனில் நீங்கள் ௚ன்௖ இைதச ்ெசய்ோரக்ள் நாங்கள் இைத ௚ன்௖
ெசய்ேதாம்
நாங்கள் எ௄த்த ௳ழதம் மடங்ஶக்ஶ சமம்   படூ்௜ல் இரண்௄க்ஶ உயரத்்தப்பட்டௌ, ஆனால் k 
இங்ேக நாங்கள் எ௄த்ௌள்ேளாம்  இரண்௄
ெவவ்ேவ௥ எொர௳்ைனகள் ஒவ்ெவான்௥ம் சக்ொ ஒன்௥ ஆனால் ெமாத்த வரிைச இரண்௄ 
ஆஶம், எனேவ நீங்கள்
௟னிடூ்ன் அேத மொப்ைப ௙ண்௄ம் ெப௥௴ரக்ள் ௳ழத மா௣௧ சரி நாங்கள் இங்ேக 
நி௥த்ௌேவாம்
, அ௄த்த வஶப்௔ல் இௌ உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்த இடத்ொ௧௠ந்ௌ ெதாட௠ேவாம்  நன்௣ 
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