
                       హ޳࢑ ࡹङ లङޝయన సమࣃర ࡱबࡏ ం ࡅకए ङߕడవ ఉప࠮  छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ࠬ 
సమޝలङ లङޝంకం సమࡌबࣄ  కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ࠙వనޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭ సమޝలङ  ࠭࠲ ంకంࡌबࣄ 
రछߖ ۨంۨన ࢑ధంڴ సమޝలङ చరङޒऴప ࠭࠲ ంకం అం݄ࡌबࣄ  ऒߕڕࣆޓ ߘ మߖ అڕߘం޳ం  ప ऱ࣒  ఈ aa 
ऴపޒచరङ  ఒక ऴޜ ࣕ޾ ऴపޒసओ ంࣆ޴फందޔࠋۮ ڕࠬ ߖంࡅ  ޴కए కएࡅ ڕࠬ ࡽ࠵  b ࠾ࡍమ ࡽ࠵  b c c 

కएࡅ ఇవछ ߖ ࡽ࠵  లङޝసమ ,ړߖݞ కएࡅ ంకంࡌबࣄ  రछߖ ڴంऴదతࣃ  ۨంచబݟం޴, ఈ ۨనऒ  శړ फߖt d c c c 
ړశ ܿࡔ फڴ ڴఢతڵ࠙ ڴంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴  ࠬ రࣃయన సమޝలङ ం࠭࠲ ࡹ ऴప࢘శ߭ܽदన ࠴దܽ d d 

࠙వన ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త ڒబܽद ߘߝ ఒక ऴపޒచరङ   ప ऱ࣒  k k mg mg ڕࠬ ߧ࡯క ݡంࡓ ڵࡌ 
फࣃ޴అం ߖڵࡌ ߧ࡯క ݡంࡓ బܽद ఈ చరङڒ ߘ కएࡅ   పవ࡛ ఆࣣ 90 k  ޴ఉంܿం ڕవర ޴ప ݟంߘ ࡏవ ఆࡱ࢑ 
మߘߝ ࠾ࡍ మࡖక ڕࣆޓ ߤࣾ࠻ࡍంܼߘ, అ޴ ఐరߤ పऱ࣒ ప࡛ ݀ పऱ࣒ڒ  పऱ࣒ ݀ ߤఐర ڕࠬ   ߖ ప࡛ڒ ࠬ 
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ڝసం ࠴దܽ మࡓ ࠾ࡍండవ ࡓంݡ ऴపޒచరङ ऒߕఉ ࡱ కएࡅ ఈ  ࠼  ఆࡲ ఈ ऴపޒచరङ  v kڕ

దܽ సందరग࠴ బܽदڒ ޴పవ࡛  ఉంܿం ړ ݟంߘ  ంߖڵࡌ ڕࠬ ࠬ ࡹ అం޴ంచڵࡌ ړߖݞ  ప ऱ࣒ 3 ޜ  10 26 mg 2
ऴపޒసओ ంࣆ޴फం޴, అࡓ ޙ࠼ండవ సందరग ంࡹ ఇ࠭ߘ ఇߩओ ప࡛ ݀ పऱ࣒ڒ ړߖݞంచ޴అం ߖڵࡌ ڕࠬ ݡ  ޜ 
ऴపޒసओ ంࣆ޴फం޴.
  ఈ ࡓ ߖࡹ ߤࣾ࠻ࡍంߤࣾ࠻ࡍ ݡ లࡱ࢑ ڕవ ࠚనऒ ంڴ ఉందࡏࠬ ߖ ఇߩओ फࣃۨࣇ ఏࠫ ݡ  అం݄, ఈ k  ࡏ
गࡌసంద ݡంࡓ లࡹ ఏరओ నऒࠚ తफం࠴ ڵࡌ ݦ ంڴ ఉంܿం޳ అం݄ మࡔ࢘ ࠾ࡍछ ఉనऒ ڴࡏ ం޶న ఇ޴ k1 k2 
ఎڕए వ ࠴తफంڵࡌ ࡹ ఏ ऴపޒచరङ ఏరओ ࡹ .޴फంࣆయܑ࡯ޘ ڕࠬ ݞږ ޾ంޔݡ

అ޴ߝ కం݄ ۧ࡮ ߭దभ޴ అం݄ ڵࡌ ऴపޒచరङ एڕఎ ڕ వ ࠴తफంࡹ ఏరओ కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔݡ    k1 k2 k k 
కएࡅ వࡱ࢑ చరङޒవ ఒక ऴపࡱ࢑   ఎంత వరڜ ڕనࣃగవ۪ऐ ఉతओ ޳ࡶ  फ ఎంత ఉతओޒ ఏరओ ߖफޒ  ߖఅ ޴फంࣆࡏ
.޴फంࣆయܑ࡯ޘ ڕࠬ

झߜڒ ߝఅ ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ ޶ం࠭ ړߖ޳ ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱ࠼అ ޴వ ߭దभࡱ࢑ ڙ ࠬ ݋ం࠶   చయం  aࡍప ߖ दߵ
फࣃۯ चࢁమ ߘߝ ,ߘ  మࡖక ࢑షߖ࠻ऒ  ࢑వࣃࡍफ చరङޒऴప ݡంࡓ ڕఒక࢘ళ మన ,ߘ ఇۨऐ ࡱ నటऱޙ࠼, ఉ޳హరణڕ
झڛद ఆࡽࠈڝ ߘߝ झڛद ఆࡽࠈڝ ݭ࡯ࣃ ݭ పऱ࣒ ݭ࡯ࣃ ݭ ङڴ ݡంࡓ  ࣒ ఇవछ డం ڕࣆޓం݄ ࡓంݡ ऴపޒచరङ  s  ࡱ
 दࡽࠈڝ ࡹޒबࣄ ఘన ࡏࠬ
మࣄ ࠾࢐ ࠾ࡍबࡓ ࡹޒంݡ మ࠾ࡍ మࡖక సࠬకరణం ࡽࠈڝद ఆڛझ పऱ࣒ ݭ࡯ࣃ ݭ ङڴ ڝ   s o ݭ࡯ࣃ ڕࠬ ࣒
 ప ऱ࣒ చరङޒऴప ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ޴फంࣆఇ ߘ࢓࠾࢐  లङޝసమ ࠾ࡍమ ࡱ  co2 k ޴फ ఇ࣋࡯ޘ ڕߕ ంకంࡌबࣄ 
అߖ అڕߘం޳ం  ࡓంݡ మనం ړࡵ ߘए ంచగల࠭, ఒక ऴపޒచరङ  k k ڴపరం ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ߘ
వङ ڔ फకࡍంۨనటऱࡅ ࠭࠲ ,ޙ࠼కए వ۪ऐڝࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑  , ఉ޳హరణڴ ݀ ڝ ࠭࠲ ڕङ ࣒ ప ऱ࣒  k s ݡంࡓ 
పऱ࣒ ࢓࠾࢐ సహ ڕࠬ ߘ࢓࠾࢐ फࣃ޴అం ߘ࢓࠾࢐ ݡంࡓ  ࠭.s o 
చరङޒబܽद ఈ ऴపڒ  వङ ڴపరం ࠾ࡍమ ޴ߝసం అڝ  ڔ फకࡍంచబޔݡం޴, ఎం޶కం݄ ࠬ ఈ ऴపޒచరङ  k k1 k2 
ఈ ࡓంݡ ऴపޒచరङ ల పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴, 
ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ ఈ సందరग ޳ࡶ యగలࠪۯ  ంࡹ ऴపޒచరङ भ޳۫ ߖఅ ࠪࡶడ۫ ߘ ం.
 
ڙ࠻ࡍ ݡంࡓ ߝఅ  ࠾ࡍफ  మ࣋۫ ࡹ ߤࣾ࠻ࡍ ండవࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ࡏࠬ दం ऱܿ ఉߕऒ ఒకܽ co2 ޴ఇ ,࠼ s2
అߖ అڕߘం޳ం, ఇࡓ ޴ంݡ ఇߩओ ఉతओ ݀ ڝ ݡ .޴ంޔ࢓फ అޒ
झڒఆ ࠾ࡍమ ߘޑ޶ం߰ ߖ ߤࣾ࠻ࡍ ఈ ߘߝ ݡంࡓ  థ࡛ ߤ न ߤࣾ࠻ࡍ ߘ 
ఒకܽ మߤࣾ࠻ࡍ ࠾ࡍ ݀ పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ ࢑ధంߖ ڴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ k k k 
పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ  మనం ߖ޵ऒ  ఎۯ ࡮యగల޳۫ ࠵भ ం ڒబܽद ऴ࢐యంߤࣾ࠻ࡍ  ݟ ఒకܽ ݭ࡯ࣃ ږ పऱ࣒  
ఎ࣒ ݀ ڴङ ࣒ మ࠾ࡍ ఇݭ࡯ࣃ ڝ ڕࠬ ޴ పऱ࣒  ࣛ۶2ఓ ڴङ ࣒ ࣛ۶ 2ఓ ڴङ ࣒ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇߤࣾ࠻ࡍ ޴ ఒకܽ ,
ఆ߯ ڕࣆޓ ݀ ߤࣾ࠻ࡍ ߘߝంܼߘ, అݭ࡯ࣃ ږ ޴ పऱ࣒ ङڴ ڝ  ࣒ ఇ फ࣎ ం޴.
 ఇ޴ ఇߩओ  బܽद kڒ ࠭ڝࣆޓ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڴ ࣒ڒ ఒకܽ ړ ߤࣾ࠻ࡍ ఈ ,ߤࣾ࠻ࡍ ండవࡓ ݡ
మనం ښవలం ڵ࠙ ߘ࢓࠾࢐ంచంݟ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .s two o 
 ఒకܽ మనం ښవలం ࡓంݡ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ङڴ ݀ ڝ  ङڴ ڝ సࠪనం ړ ࣒ ओߩఇ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ ࣒  మనం k ݡ
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంڕࣆޓ ݡం݄ మనం ߰ందڒ ږ ࠬ ޴ࡃࠓబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ ఈ ࠳న࣒ ڝࣆޓంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴
ऒߕޔࠓంద߰ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ ڝ ޴ࠬ ङڴ జ࣒द  ࡏ ࣒ ఈ ࢙ߩ co2 c co 2 co2 
ङڴ ࣒ ప ऱ࣒ ङڴ  ఇ ڕࠬ ࣒ फ࣎ ం޴ ࠬ ఇ࠳ ޴న࣒ ڒ ࣒ڒబܽद ڝ ఈ ࢙ڴ ڝ ߩङ ࣒ ప ऱ࣒ ङڴ ݀  ࣒ వࣆफంڒ ޴బܽद s2 s 
ओߩఇ ࠭࠲ ߤࣾ࠻ࡍ ۯంࠚల ڕࠬ ޴फ ఇ࣋࢘ࣄޓ 2 ࠾ࡍమ 1 ߤࣾ࠻ࡍ ࡏࠬ  k ߘవࡱ࢑ ݡ
एړࡵ ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭, ఈ అࡓ ޴ߝంڴ ݡङ  ంచడం k co gas s h2o h2܊࢑భ ޜࠬ ߘ࢓࠾࢐ ࣒
ङڴ ङڴ  ߘ ࣒ ङڴ  ࣒ రऐࠪ ڴ ࣒ డం మ࠾ࡍ ఇ࢑ ޜ ߖ ࠬ ޴భ܊ంచడం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ  co2 co2 k1 k2 k1 q2 
ఇߩओ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ڵ࠙ ޜ ߖంచߖݞऒ  ۫డవ۪ऐ ङڴ బܽदڒ  ङڴ ڝ ࣒ ङߙ ࣒ మࡔట࡛ వదभ ఉంܿం޴ k1 k2 s2o 
మڴ ࠾ࡍङ ࣒ మ࢓࠾࢐ ࠾ࡍ ࣔరంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡓ ߘߝంࡔ࢘ ݡछ చరङޒऴప ࡏ ల పరంڴ h2 co2 
ऴపޒచరङ వङ ߘ ڔ फకࡍంచగޙڵ࡯, అߩओ చరङޒడవ ऴప࠮ ߘߝ నࣄ࡯ޘ వࡱ࢑ ݡ కएࡅ  ओߩఇ ߘవࡱ࢑   k ݡ
చరङޒऴప ߖయ࡯ޘ వङ ߘ క फపరచగలࡓ ࠭࠲  ߘండవ సందࡌग ऒߖ  ,ంܼ࠭ڕࣆޓ 
అࡓ ڕࠬ ޴ంڒ ݡబܽद ࡓంڴ ݡङ ࣒ ప ऱ࣒  o2 ݡ࠮ ݡంࡓ ࢓࠾࢐ ݡ࠮ బܽदڒ ݡంࡓ ڕࠬ ࢓࠾࢐ 
ऐۯఇ ߘల࢓࠾࢐  ऴపޒచరङ ఇ ߘ ऐۧ ࠭ మ࠾ࡍ ఇంڜ ࡹ޶ంత సమޝలङ  k 1 ߖంకం ఉందࡌबࣄ 
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అڕߘం޳ం, ఇ޴ ఇߩओ న ऴపశऒࣄ࡯ޘ ݡ చరङޒఈ ऴప ?ߕయగలۯ ߘߝ  కएࡅ   సమޝలङ ऒߖڒంࡌबࣄ   
एړࡵ ంచంݟ, ఇߩओ చరङޒఈ ऴప ࡏࠬ ݡ చరङޒఈ ऴప ߘ  kࣁݞ ߘߝ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ࡏࡶఏࠬ ۫డ ڴదमంࡏ࢑ ڕ
 k k ࣁݞ బܽदڒ సࠪనం ړߖߕడߨ కऀߦ ࠬ ࣁݞ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ
 క kp o2 O2ऀߦ లࣃరऴޔచ ݡ࠮ ߖݟफޒడనం ఒߨ కऀߦ ߩం చదర޳ంڕߘఅ ڴకంऀߦ ం݄ڕࣆޓ ߘߝ
 ంۨ, ఆ߯ s pso2܊࢑భ ޜݟफޒఒ ߩచదర ݡ࠮ ߖߖ޳వలం ఒకښ మనం ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜడనంߨ
࣋ए छ ంచవచऐ܊࢑భ ڴ ޜ ࡛ ओߩఇ ߖ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ తపओ ښ ࠬ ޴ఇ ,ࡏ  మࡖకܽ ޶ڒ.po2
 ఈ ऴపޒచరङ కएࡅ   ऴపޒచరङ  సమޝలङ छ޳ వలంښ ࣁݞ వలంښ ࣁݞ బܽदڒ ంకంࡌबࣄ   ఒకܽ kp kp k ࡌ
ࠪऴత࠲ ఇߩओ చరङޒఈ ऴప ݡ ऴ࢐యవ۪ऐ ߘ  rel ࠭࠲ బܽदڒ ࡏࢡ۫ ࡏࠬ ߖఅ ޴ంۨన߅సంబం ړߖ޵ ޳ࡶ 
ऒߕޔڷࡱయగۯ కएࡅ ండవ సࠬకరణంࡓ ࠾ࡍదܽ సࠬకరణం మ࠴ ࠭  సమޝలङ ऒߕޒ ంకంࡌबࣄ   ,ߘ
చరङޒऴప ޻అ ߘߝ పऱ࣒ ࢓࠾࢐ ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ బܽदڒ ߘంܼڕࣆޓ ߘ  o ݡ࠮ ݡంࡓ ࢓࠾࢐ ݡంࡓ 
లङޝసమ ࠾ࡍమ ࢓࠾࢐ ओߩం ఇ޳ంڕߘఅ ߖంకం అࡌबࣄ   kp ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ݡంࡓ ߖߖ޵ ߘߝ ݡ
ङڴ ݡంࡓ సగం ఓ ڒం ఇం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࢓࠾࢐ ࣒ ఇ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ڴ ݡ࠮ङ ङڴ ݡ࠮ బܽदڒ ࣒ ࣒ ఇߩओ  ݡ
ओࡏࠪ ࡏࠬ  ࠪऴతࣆ۫ ࠲फߕऒ ओߩఇ ࡏ ऒߕޔࠋۮ ߘߝ ݡ కएࡅ 2࣎ ߘ  ఒక ࡽ࠵ సగం ޜ2ڝ ࡽ࠵ 
ऴపޒసओ ంࣆ޴फంڒ ޴బܽद 3 ߤࣾ࠻ࡍ అ޻ द࣎ ओߩఇ ޴ంࡍࠪ ऴܾ࠱ࡆړ࠼  kp ࠾ࡍఈ మ ࡏంܼڕࡏڝ ࡏࠬ ݡ

ङݞ కएࡅ ޾ఉం ڵ࡯సంబంధం క ࡮ఎ ࣁ లङޝసమ ࡏࠬ ,ఉం݄ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ కࡖ࢘  కएࡅ ంకంࡌबࣄ   kp k 
ऒߖޑऴࣇ  ఉపڵࡆంۨ ړࡵए ంచవ۪ऐ  kp ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ బܽदڒ డనంߨ కऀߦ ݡ࠮ అం݄ ࣁݞ బܽदڒ ,
కएࡅ ࠬ ࠾ࡍమ ࢓࠾࢐ ړశ ݡంࡓ డనంߨ కऀߦ  फ సగం ఇऀߦ ޴క ߨడనం ࡅకए  వర ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽo 
ए࣋ ݡ࠮ బܽदڒ ޶ڒ छ కएࡅ ࡛ కనऱ ࣋ए࣊ ݡంࡓ నݟంచబڵ࠙ ޜడనంߨ కऀߦ  छ కएࡅ दࡏڝ ࡛  డనంߨ కऀߦ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ ऴޣ ࡽࣟ ߖࡹ ݋ڙࠈంۃ ఈ ࢑షయం ࡅకए  ࠬ సమޝలङ  బܽदwڒ ంకంࡌबࣄ 
ఇښ ޴వలం సగం ڴ࡮ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद ࠴ ࠭࠲దܽ ऴపޒచరङ కएࡅ   సమޝలङ  ంకం kpࡌबࣄ 
చరङޒత ऴప߅సంబం ޙ࠼నటऱࣄ࡯ޘ  సంబం߅త ऴపޒచరङ కएࡅ   సమޝలङ ऒߖڒంࡌबࣄ   వङ క फపరచగల࠭  ڒబܽद 
చరङޒऴప ߘߝ ం݄  పڕࣆޓ ߘ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప  ߘంܼڕࣆޓ ߖ ߤࣾ࠻ࡍ ߘߝ ऱ, ఆ߯ࢀࢗ ړ  ऱ࣒  a  b c dc d c d 
 ప ऱ࣒ ళࢗ ړ  ऱడం ఇࡍ ޴వ࡛झ छ޳ ఈ సࠬకరణం ݀ ࠾ࡍమ ߤబܽद వڒ ߤࣾ࠻ࡍ  b ڵ࡯సంబంధం క ࡌ k k 
ఉంܼ࠼ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంړ ݡ సࠪనం k k 
అߖ అڕߘం޳ం  ࣄ ڕࠬ ߘߝ పऱ࣒ ऐۯఇ ߖݟ  ప  ߘ ߤࣾ࠻ࡍ  ऱ࣒ ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ࠉ   ఎڙ a 
వڕࣆޓ ڴ ߤం݄, ఇ࣋࡯ޘ ڕߕ ޴फ మߘߝ ࠾ࡍ సగం ఇ పऱ࣒ పऱ࣒ ࣄ ࠆࣔ ڕࠬ ߖڕࣆޓ ࠉ ࠆࣔ  फࣃఇ ݟ ࠆࣔ   ߘ
మࡹړ ߘߝ ࠾ࡍऴࣄ ࠹ڴबࡌంకం ڕࣆޓం݄ ࣁݞ 1 ڙ ఆ߯ ࠬ ࣁݞ ࠬ శړ फړ సࠪనం ڒబܽद k 1 k 1 
ऴపޒచరङ  ,फ࣋ށڷ ޜసగం సమయం ߘ
ࠬ సమޝలङ ࡓ ݡంࡓ ంకంࡌबࣄ  ऱܿ ށڷంۨనటऱޙ࠼ ࠬ సమޝలङ  k޴ంޔ࢓అ ࠆࣔ పవ࡛ ߤంకం ࠬ జ࣒द వࡌबࣄ 
ప  ݡంࡓ బܽदڒ ऱ࣒ ओߩఅ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ  ए࣋ ࠬ ޴ఇ ݡ छ ࡛ అޔ࢓ం޴  ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ a b c d 
ఇߩओ ఒక ప ߘఅత ݡ ऱ࣒ ప  ڕࠬ , ం݄ڕࣆޓ ࠉ  ऱ࣒ ऒߕంܿڕࣆޓ  రߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  c d cݟ 
 ప ऱ࣒  ఎڕࣆޓ ࠆంܼߘ అߖ అڕߘం޳ం, కߘక ఇ࢑ వࡏసڴ వۯऐ  ऴపޒచరङ ప ࣄ  ऱ࣒ పऱ࣒ ࣄݟ  ఆ߯ ఉతओ ݟ   फ ఇޒ
 ప ऱ࣒  ఎࠆ మ࠾ࡍ సమޝలङ  సం k k k kڝ ݀ ߤవ ڕߕ ݡంࡓ ޴ఒకܽ ఇ ޴ం ఇ޳ంڕߘఅ ߖంకం అࡌबࣄ 
సమޝలङ ओߩఅ ,ࣆࡱޘ ంకంࡌबࣄ  వలం ఈ  పښ ޴ంࣄయవలۯ ߘߝ ݡ ऱ࣒ छ޳ ంచడంݟܔ ߖ  ప  ࠬ ࡌ ऱ࣒  a b e 

చరङޒంచడం వలన ఈ ऴపݟܔ ߖ లङޝసమ ڕ f ࠾ࡍమ ړࡹ ݀ ఒకܽ  ޴ంޔ࢓ంకం అࡌबࣄ  k 1 k 2 k k 
వۨऐ ߤࣾ࠻ࡍ ఒక ࡮ఇ ڕࠬ ߘߝ ందߖ అڕߘం޳ం ࠬڕ ఇࣆफం޴ మڕࠬ ࠾ࡍ a plus b c e plus f 

ఇࣆफం޴ అࣆࡱޘ ڕࠪ ݞږ ߖ అߩओ चࢁమ ߘߝ ݡ  సమ࡮ޝङ ऒߖ  గށంచగలߘ ఇ޴ సమޝలङ  ంకం cࡌबࣄ 
అߖ అڕߘం޳ం అߩओ లङޝఈ సమ  ߘయగలۯ ߘߝ ݡ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   సమޝలङ  ంకం k1 k2ࡌबࣄ 

ఏ పऱ࣒ ఇ ప ݟంߘ ࠉ  ऱ࣒  ఎࠆ వరڕ ఉంܿంڝࣆࡱޘ ޾ంݟ మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ छ޳ యడం࢘ࣄޓ  ऒߖ޵ ࡌ  
వङ ߘߝ బܽदڒ ߘయగలۯ వకలనం ߘంݟ ऴపޒచరङ ओߩఅ ,ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ߘ  k ޜߖ޳ఒక ޴ߝఅ ߘߝ ݡ
సࠪనం అߖ ऴ࢐యగలࠑ  ߘ ఇߩओ లङޝసమ  ޴ంۨన߅సంబం ڕࠬ ޴ఇ ݡ ओߩంకం ఇࡌबࣄ   k2 k1 k2 r ݡ
ऒߝ࠻࢑ష ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ లङޝసమ ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ  లङޝంకం సమࡌबࣄ  ంకం మధङࡌबࣄ   
వङ ङޑ సం ఉంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణߘߝ ڕ పऱ࣒   ప ऱ࣒ ం݄ వङڕࣆޓ ࡱݞޙ  ङޑ సం ఏ ఏڒऴగత ڒరణంڴ bc d 
ఉంܿం޴ ఏڒऴగత అ޴ߝ ऴߦథࠫకంڴ ࠬ సమޝలङ  ఏڒऴగత ڒబܽद అ޴ߝ సమޝలङ ం వదभ సమޝలङ  k c 
ఏڒऴగత సమޝలङ ంࡅ ࡹకए లङޝసమ ޜఢతڴ  ంߖࡹ ఏڒऴగతڵ࠙ ޜంచబݟన޴ సమޝలङ ం వదभ d b 
.޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜఢతڴ
  
ఏ సమయంߕߞࡹ ఏڒऴగత ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴపޒచరङ రߖ ߘశ޴  पࣆ࠼फంڒ ޴బܽद ࠬ޴ ࡏశߖ ߘర पࣃ࠼फ  q ࡏ
మ࠾ࡍ ۨవࡍ తరగޒ 
ࠬ ऴపޒచరङ  
సమޝలङ  సమޝలङ ంࡹ ఉనऒ ओߩ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ ݡ एڕకం݄ త ߘ వ ఉం݄ ऴపޒచరङ  q k 
 ڴࠈ ޴ంޔڷࣃనڜ
ڡ࠻ࡍ द అవछ ంڒ ݟబܽद ߷రछ ࡛ न ڜ ࡹ ߤࣾࡓݧనࣃగంݟ  అ޴ߝ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, అߩओ  ereas q k ݡ
వ࡛झࡍ వ࡛झࡍ ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ  ओߩఇ ߤࣾ࠻ࡍ   k q k q ࠾ࡍమ ࡱ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏజ ݡ
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द࡮ݥ ࠬ . g ంۨన࢑߅సంబం ړ
 ఉۨత శړ फࡏࠪ ࡹओ  వۯऐ द࡮ݥ   అڕࠬ ޴ߝ ࣋छ చऐ  g.ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖందޔࠋۮ ڴ
  ऴపޒచరङ  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ऴపޒచరङ కएࡅ   ఆకࣄघ కత ࡍڷంۨ ޳ࡶ ߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ జޔڷࡏం޳ࡶ ޳ k q 
ङࠈ వ࡛ ڡ न ߤࣾ࠻ࡍ జޜڷࡏం޳ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࡯ޘ ڕࠬ ݞږయܑࣆफంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ మధङ  q k 
సంబంధం ఉం޴ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  సంబంధం ࡮ݥद పऱ࣒ ݋ߕ  ङږ  సࠪనం ړ   g g rt ln q ޴బܽद ఇڒ ࠗ
ऴపޒచరङ చరङޒऴప ޴బܽद ఇڒ ణకంڷ  द࡮ݥ బܽदڒ ణకంڷ   అ࡮ݥ ޴ߝद పऱ࣒ ݋ߕ   మړ ࠾ࡍ g g rtl q 
సࠪనం మ࡮ݥ ࠾ࡍद  సమޝలङ ం వదभ ߕࣆऒ द࡮ݥ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ ऒߕࣆ   సࠪనం g g ړ
ఇకए ߖߖ޳ ߘߝ  బܽदڒ డ ఉంۧߕࣆ ,ߘऒ  అ࡮ݥ ޴ߝद పऱ࣒ ࠾ࡍమ ݋ߕ   g rtln ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 
సమޝలङ ం వదभ అړ ޴ߝ సࠪనం అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࡏ డ అߖ ऴ࢐యగలߘ సమޝలङ ం q k k q 
వదभ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ సమޝలङ ం వదभ ऴߤ࠻ࠉ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  gn  aut is equal to minus rt lnk 

द࡮ݥ బܽदڒ  అ࡮ݥ ޴ߝद పऱ࣒ ݋ߕ   మ࡮ݥ ࠾ࡍद  rtlnk g g rtlnq g rtl k ڕల ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ݋ߕ 
సࠪనం అߦۮ ࠭࠲ ߖओ ఇకए ߘవࡱ࢑ ఈ ߘߝ బܽदڒ ࠭ డ ఉం۪ߘޑ అڕߘం݄ ࡮ݥद  సࠪనం ࠳న࣒ g 

 ప ऱ࣒  ߰ంޔ޶ం޴ మڒ ߘߝ ࠾ࡍమڕࣆޓ ߤం݄ ڕࣆޓ ۃ࡮ ߘߝంܼߖ޵ ߘߝ ߘऒ  rt ln k rtln q rt 
छ޳ ओߩఇ ߘऴ࢐యగల ߖఅ ࡌ  ఒకܽ ఒకܽ q k q ki ln one ln ۃ࡮ ఈ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡏࠬ ݡ

వࣆफం޳ అࡏࠬ ߖ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ ऒߕࣆ   లङޝబܽद సమڒ  ం వదभ ڒబܽद ࡮ݥद g rtlnq ߖసࠪనం అ ړ 
भ޳۫ ం, సమޝలङ  ऴߤ࠻ࠉ వదभ ࠬࡏ కڵ࡯ ఉనऒ  ऴړ ߤ࠻ࠉ సࠪనం మ࡮ݥ ࠾ࡍद ऒߕࣆ వలంښ   q g ړ
సࠪనం ڒబܽद తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ एڕకం݄ త ݡ వ ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ ఒకܽ ݡ  అޔ࢓ం޴.q q ln 

కం݄ ࡮ݥद  అ޴ߝ అߖ అర बం ఏࠫܽ మ޳ ࠾ࡍछ एڕణం ఒకܽ కం݄ తࠪࡍఈ ప ࡌ వڴ  k g rt ln k q 
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ޳ ۃ࡮ ࠾ࡍछ  బܽदq k q kڒ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡌ

छ޳ द࡮ݥ  ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࡌ  ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍk q g 
 అంڒ ښ޶బܽद ࡮ݥद  కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ రछ߷ ࠬ ݡ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ జޜڷࡏం޴ ఈ సందరग ంࡹ k q g rt 

छ޳ సࠪనం , ఈ సందరग ړ ࡌ ంࡹ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽदln k q
߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ జరగڒ ޶బܽद ࡍవ࡛झ द࡮ݥ ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ  ఉనऒ ڴలంږߘࣃ  ం޶న ఇߩओ  మనంg ݡ
भࡿࢗ ం రࣃయన సమޝలङ ం࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ झߜڒ న࠳  ऴతంࣇ య࡛࡯݃ۧ ࡰ ࡰ ఆࣣ ࠬ ޴द, ఇߵ
, ఇ޴ దృڝए ణం ߘం࡮ۧ ݟ ࠭ఖङ ందవ۲ऐ߰ ࡹޒबࣄ మనం ఏ ࡹޒबࣄ ఏ ,޴న࠳  ఇޔࠋۮ ڕࠬ ޴ం޴, 
కݎన࠳న ࣄबࡹޒ గࡍషद బߘ࢓ࡏ ߰ందవ۪ऐ  అం݄  ߨ ߘߝడߖߕऒ  ߭ం۪޳ࡶ ߘޑ తڵ ठࣃफ पࢽఉ ޳ࡶ ߘ ऴగతߘ 
߭ం۪޳ࡶ ߘޑ తڵ ठࣃफ కएࡅ య࡛࡯݃ۧ ࡰ ޴ంޔࠋۮ ఏࠫ ڕࠬ ऴతంࣇ య࡛࡯݃ۧ ݭࡰ బܽद ఈڒ ߘ  
 ڕࠬ ऴతంࣇ
ऐࡍࠪ ߖޒबࣄࡍప ޴फంࣆయܑ࡯ޘ ڕࠬ ޴ఇ ޾फంࣆۯ ऴతం ఏࠫࣇ ࡽ݄ۧ సంߗఈ క ޴ంޔࠋۮ నటऱޙ࠼ పࣄࡍबޒ 
पࢽడన ఉߨ ऴగత  ࡲ࢐ङ లङޔమనం సమ ࡔస ࠹ తߘ ࠪరऐ గల࠭ అߖ ࠪరऐ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇۮ ڕࠬ ޴పओ  ޶
అޔࠋۮ ڕࠬ ݞږ ߖం޴  ఇ޴ సమ࡮ޝङ ऒߖ లङޝసమ ޴ఇ ,޴फంࣆࡏࠪ   , ޴फంࣆࡏࠪ ݞږ ߘశ޴ 
సమޝలङ త సమޝలङ ओࡏࠪ ,޴ంޔࡏࠪ ڕశ޴ ఆ ,޴ంޔࡏࠪ ړޒबࣄ  ڵత ߘ ठం޴ ۯశࡹ ఇࡏࠪ ޴ओ  ߘ
తڵ ठࣆफంڒ ,޴బܽद మనం ࠴దట ࠪరऐ గల అంࡱࢡ ఏࠫܽ  ఏڒऴగత ࡓండవߨ ޴డనం ࡲ࢐ ޳ࡶङ  ࠾ࡍమ ࠹
पࢽఉ ࠬ ޴డవ࠮ ऴగత ఉࢽप ऴగత ߖڜऒ  సందࡌग ऱࡹ  ఉࢽप ऴగత మߨ ࠾ࡍడనం ڒబܽद ߨడనం ߭ڷࡏదల ఉతओ  ߖफޒ
߭ం۪ޔం޴, అޙ࠼ ఇతర సందࡌग ऱࡹ  ఒޒफݟ తڷठޔం޴, అ࢑ ޻ధంߖڜ ڴऒ  సందࡌग ऱࡹ  ఉࢽप ऴగత ߭ޔڷࡏం޴
 ఉతओ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ޴ంޔం۪߭ ߖफޒ  సందࡌग ऱࡹ  ࠬ ఉࢽप ऴగత ߭ڷࡏదల ఒޒफࡹݟ తڷठదల޳ࡶ ړ ఉతओ  ߖफޒ
తڵ ठంచࣆޓ ࡍ޳ ړߖݞफం޴, ఇߩओ చరङޒమనం ఈ ऴప ݡ ం  ప޳ంڕࣆޓ ߘ ऱ࣒  n 2 s 2 ns 3޴फంࣆఇ 2 ڕࠬ 3 
అ࢓࠾࢐ ݡ࠮ ݡ࠮ ߘ࢓లࡹ ఉߕऒ ओߩఇ ࡹల࢓࠾࢐  ࠼ ޾ంޔࠋۮ ऴతం ఏࠫࣇ పܽߘ࠭ ݋ۯࡰ ݡ
फࣃ࢘ࣄޓ ߘߝ నߖ అڕߘం޳ం ߕళం ߘం࠵ ݟघ చరङޒऴప ࠻ߖ  అ࠵घ छ޳త ,޴ంޔࡏࠪ ڕߩ࢙ ࠻ߖ   a ࡌ
ऴప࠙ߖ࢐ऒ  తڵ ठంచడం ޳ࡶ ఏڒऴగత తڷठదల ऴప࠙ߖ࢐ऒ  తڵ ठంచడం వలన ऴ޳వణం ߘంݟ బయటޓ ڕయడం ࠬ
ఎడమ ࢙ޔࡏࠪ ڕߩం޴, అకए డ మࡍంతڴ ఏరओ .޴ంޔݡ
చరङޒఉంచడం వలన ऴప ߘ࢓࠾࢐ ߤऴ݇జߞ ࡹకߡ   ࠬ అ࠵घ छ޳త ,޴ంޔڷࣃ ڕ޶ం࠭ ߩ࢙ ࠻ߖ  n2 ࡌ
సओ ࡮ۧ ޴ఇ ݟంߘ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబࡍदకࢴߖతफం క࠴ షदంڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ అ޴ߝ k k pns 3 
చదరߘ ߩంߘ ݟం2 ړࡹ ݟ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.pn 2 p q 

అࣄ ޴ߝबర࠳న పࠪࡍణం అࡏڷ ࡏࠬ ߖफం۪࡯࢐ڝ, అࣄ ޴ߝबర࠳న పࠪࡍణం ڒబܽद ߘߝ అ࠵घ  k k  ࠻ߖ
फޑ࠴ ऒߖ  ߭ం۪ߘޑ అڕߘం޳ం, కߘక ఇ޴ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࣄबరంڴ ఉంచړߖݞ ఇ޴ 
ఎڕए వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴ ఎߩओ  ޴ంޔ࢓అ ݡ
నऴతజࡅ ߖకए చరङޒబܽद ऴపڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݟफޒఒ ߤజݩడనం ࣝऴߨ   ఈ ޴శࡹ సڴࡍठ ࠪࡍనߩओ एڕఎ ݡ వڴ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴తफం ࢑షయం ߘߝ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ప޳ల ߖషओ  ncrease ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ फޒ
అڝߘంߘߝ ݟ నऴతజߖ చరङ కएࡅ   ఒޒफߖݟ ఎߕڽ࡮ ߭ంۨޙ ఆ ޴శࡹ 
అ࠵घ घ࠵బܽद అڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ణంࠪࡍప ࠻ߖ ऒߖ޳ఒక ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ డనంߨ ࠻ߖ  फ k࣋࢘ࣄޓ 
घ࠵అ ߘߝ ڕహరణ޳फ, ఉ࣋࢘ࣄޓ ߘߝ ఒకܽ ࡹ࢐ܽ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  నऒۨ ޴फ, ఇ࣋࢘ࣄޓ ߘ࠻ߖ  పదం 
అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ۨనऒ  పదంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అ޴ ࠪऴత࠲ జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ ऴపޒచరङ  ߷రछ ࡛ न ړ ߤࣾࡓݧ 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ फࣃ࢘ࣄޓ  घ࠵అ ߘߝ ం޳ంڕߘఅ ߘ फࣃ࢘ࣄޓ ߘ࠻ߖ ओߩంట࡮అ ,ߘ  ࠬ ݡ
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సమޝలङ త ࠼߱ࡍ޴ۮందߖ మ࠾ࡍ అ޳ ࠬ ޴ߝछ ए࣋ ࣁݞ ࠬ ࡌ छ ࡛ మߘ ࠾ࡍంݟ q pn 2 pns 3 ps q
ఇߩओ घ࠵అ ߘߝ ݡ నऒۨ ࣁݞ ޓऴ ࠾ࡍమ ߘࣃ࢘ࣄޓ ߘ࠻ߖ एڕబܽद కం݄ తڒ ޴ వڴ ఉంܿం޴ pns q k 
ङږ ࠗ తڕए వڴ ఉంܿం޴  ఈ పࠪࡍణం కం݄ ߙङ మࡔట࡛ ఇߩओ నऒۨ ݡ एڕకం݄ త ࠾ࡍమ ޴ వڴ q k 
ఉనऒ ओߩ చరङޒऴప ޾ంޔڷࡏబܽद ఏࠫ జڒ ࣆࡱޘ ڕమన ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  ࠭ంڕ޶ 
.޴ంޔڷࣃ
  ߷రछ ࡛ न ߩ࢙ ߤࣾࡓݧ ఇߩओ ओࡏࠪ ݟफޒఒ ݡ కएࡅ   ऴప࠙వం సࡔ ऴ߭జ࡛ ۰ࡅ ߤకए కएࡅ డన ऴప࠙వంߨ   
ऴప࠙వం ࡲ࢐ ࡏࠬ ޳ࡶङ పओۮ ߖఅ ߤ۰ ࠹ వ۪ऐ ङڴ ࡹ ండ࡛࡯ࣄ ఈ ߘߝ  ऒߕڕࣆޓ ࣒  ం޳ంڕߘఅ ߘ
ఇߩओ ङࡲ࢐ ߘߝ ݡ ङࡲ࢐ ޙంۨ߭ ࠹ బܽद ఈ సందరगڒ ݟంచం߭ ࠹ ంࡹ ఒకܽ ࡓంݡ  ఒకܽ ࡓంݡ v v v v 
కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఓడ ऴߦరంభ ߦऴతࡹ ఒޒफݟ ఎڕए వڴ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ  బܽद ఒకܽ p pڒ ࠭
एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం అࣄۯ ࡮నߩओ చరङޒऴప ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  ఎ࡮ 
ऴప࠙࢑తమޔ࢓ం޴ సమޝలङ ం ఎ࡮ ऴప࠙࢑తమޔ࢓ం޴ ఇߩओ వ۪ऐڝࣆޓ ࡏࠬ ݡ   ఏߤࣾ࠻ࡍ ߕ޼  , b 
కएࡅ  ప ऱ࣒ కएࡅ ࡽ࠵  ప  ڕࠬ ࡽ࠵  ऱ࣒ కएࡅ  ం , ఈ సందరग޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴फంࣆఇ ࡽ࠵  ంࡹ b c d c 
ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అߖऒ ऒߕఉ ࡹల࢓࠾࢐  యڝߘంݟ సڒ ࡔబܽद ࠬ޻ ఉంܿం޴ పవ࡛ ࡅకए  క kp cऀߦ 
కएࡅ డనం పవ࡛ߨ ړడనం  ఒక శߨ కऀߦ  फ ࡅకए ړడనం శߨ కऀߦ  फ ࡅకए  డనం పవ࡛ c d d b b bߨ కऀߦ 

కएࡅ ओߩఇ ࠾ࡍడనం మߨ కऀߦ  फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ  ంۧ࠭, b߭ ߖݟफޒఅం݄ మనం ఒ ࠭ࣃۯ ఏࠫ ࠭࠲ ,ࡏ
మనం ఒޒफߖݟ ߭ం۪ڒ ࠭ޑబܽद ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఇښ ޴వలం అߖ పవ࡛ ࣄ అࣆࡱޘ ߖ, w  e xc p 
ఇࠚ ࡽ࠵ ޴నऒ ం పవ࡛ పవ࡛ ߘంړࡹ ݟ పవ࡛ ړࡹ ړࡹ పవ࡛ ړࡹ xd p d xa a xa p a xb p b 
࢑భ܊ంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ పߖ޵ ߘߝ ࡱހࠪࡍऒ  బయటࣄޓ ڕనߩओ फࣃఇ ڕࠬ అ࢑ ݡ పऱ࣒ ࣄ ࠼  kxp ݟ 
द࡮ݥ ߧ ޴బܽद ఇڒ ࠉ న࣒࠳ న࣒ ఎ࠳  ఎ࡮ݥ ߤद  ఎښ ړ ߤఎڡझ  మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ఎߤ అం݄ ښవలం ఎࣄ పऱ࣒ న࣒ ఎ࠳ ݟ 
ऒߖ޵ ఉం݄ ڴలంږߘࣃ ޴బܽद ఇڒ ࠉ న࣒࠳  ۫డంݟ అం݄ ఈ పړߖ޳ అర बం ఏࠫܽ ߘߝ ఒޒफߖݟ 
߭ంۨనటऱޙ࠼ ఈ పదం ఎڕए వڴ ఉంܿంࣄ  ߗڒ ޴बరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡌࠪ ߖऐ झ࡯ న అవసరం kp kx
ఏࠫటం݄ 
द࡮ݥ ߘߝ , తపओ ޴ఉం݄, ఇ ڴలంږߘࣃ  ఉతओ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ڴࡍసߖ ڙ࠻ࡍ ࠬ फޒ दంࢀࢗ ړ ݋ऱనߩओ  n ݡ
ఇ޴ తڵ ठనߩओ द࡮ݥ ߩ࢙ࡗమ ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ࠬ ݡ  ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࡱ࢑వ తڷठޔంࣄ  ,޴बరంڴkx n kp 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߭ޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ ఉతओ एڕफ ఎޒ వ ࠴తफంࡹ ఏరओ ओߩనݟ  kx kx ޴ంޔڷࡏ߭ ࠲ऴతࠪ ݡ
చరङޒబܽद ऴపڒ  బܽदڒ ݡంࡓ ం ఒకܽ ఈ޳ంڕߘఅ ߘంܼڕࣆޓ ࡱహరణ޳ఉ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ 
ङڴ ݡంࡓ ࣒ ప ऱ࣒  ఓ ݀ ڴङ ङڴ ݡ࠮ బܽदڒ ݡంࡓ ڕࠬ ࣒ ఇ ߖ ࣒ फ࣎ ం޴ ఇߩओ ఈ సందరग ݡ ంړ ࠬ ࡹ kp kx
సࠪనం ߨడన శړ फࡓ ړం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంڒ ޴ࠬ ݡబܽद ఉతओ झړఆ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ړफޒ జࡓ ڕ ߤంݡ
న࣒  ݀ పऱ࣒࠳ ݡంࡓ  వߤ అం݄ ఇߩओ kx ړ ޙంۨ߭ ߖݟफޒఒ ߘߝ ,సࠪనం ړ ߤన࣒ వ࠳ పవ࡛ ړ ݡ p kx 
ఏమޔ࢓ం޴ మనం ఒޒफߖݟ ߭ంۨߖ ޙ ߭ంۧڒ ࡯బܽद ఇ޳ ࠬ ޴छ छ޳ ޴ఇ  ࡌ  kx kx p p kx ߘߝ బܽदڒ ࡌ
ఒޒफߖݟ ߭ంۨޔڷࡏ߭ ޙంڒ ޴బܽद ߭ڵࡍనߩओ  బܽद kax kx kp kx pڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ  ݡ
అర ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ޴ంޔڷࡏ߭ డనంߨ बం ࠬ ऴపޒచరङ  ߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ ߷రछ ࡛ न kx kx 
అޔ࢓ం࢑ ߤࣾ࠻ࡍ ޴ఫలమޔ࢓ం޴ ߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ ఇߩओ  pcl ࠾࢐ ࠬ ޶ఐ ݟంڝࣆޓ ߘࣆښ ండవࡓ ݡ
ङڴ ޓపం ऴࡐ ࣒ ప ऱ࣒ ङڴ  ࣒ సࡔ ఇߩओ ఈ సందరग ݡ ంࡏࠬ ࠬ ࡹ ఉతओ  pcl cl2 kp p kx ړࡹ ࣋۫ ࡹफޒ
అޔ࢓ంݭ࣌  ޴ వࣄߧ ߤఎࡽ ऴޓ వࣄ ߤఎࡽ ݀ పऱ࣒  వߤ ఇߩओ ڙ࠻ࡍ ݡ दం࠳ ݋న࣒ వڒ ߤబܽद ఇښ ړࡹ ޴వలంp 

 kx p޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙంۨ߭ ߖݟफޒఒ ߘߝ ం޳ంڕߘఅ ߘޑం۪߭ ߘవࡱ࢑ ޙంۨ߭ ߖݟफޒఒ ߘߝ బܽदڒ
అర ߖ޵ ࠾ࡍమ ࡯ठڴన త࠳बరࣄ ړߖݞఉంచ ڴबరంࣄ ߖ ڴबరంࣄ  ࡯ठڴత ࠬ ړߖݞఉంచ ߖ बం  kkp kx kp kp kx 

ऴపޒచరङ  
వ࡛झࡍ చరङޒऴప ,޴ంޔڷࣃనڜ ࡹశ޴  వ࡛झࡍ   ݡంࡓ ړߖݞంచ߭ ߖݟफޒబܽद మనం ఒڒ ޴ంޔڷࣃనڜ ࡹశ޴ 
ठࡌࠪ ऒߕఉ ࡱ छ޳ ంచడం޴ڕ వలంښ ఒకܽ ,࠼ छ޳ కܽ ࠬ జ࣒दࡖమ ࠾ࡍమ ࡌ छ޳ ࠬ ఆࣣ ݟంచంࠫࣾ ࡌ  ࡌ
छ޳ ంచడం޴ڕ छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ࡌ ంచవ۪ऐ߭ ߖݟफޒఒ ࡏࠬ ࡌ छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ࡏࠬ   ߖݟफޒఒ ࡌ
తڵ ठంచవ۪ऐ వ࡛झࡍ ࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ݟफޒఒ ޙ࠼నటऱݟయబۯ బܽद ࠫऴశమం కంऴ࣒߭ڒ   ߤࣾ࠻ࡍ 
జޔڷࡏం޴, మߘߝ ߩ࢙ࡗ ఒޒफߖݟ తڵ ठ࣋ फ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం ఆۨࡹంచవ۪ऐ ڵత ߖݟफޒఒ ߘߝ  ठ࣋ फ, 
ऴపޒచరङ  ࠭ంޔڷࣃ ڕ޶ం޴, ఇߩओ  ݡ
ఒޒफߖݟ మࡖక ࢑ధంڴ ߭ంచవ۪ऐ ङڴ ݭߠ࠻   छ޳ యడంۯ చయంࡍప ߖ ࣒  ڵࡍޒ ڴ࢑ధం కࡖరठం మࠪ ࠬ ࡌ
߰ందబݟం޴ 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߕफࣆۯ ఏࠫ ߘߝ ݡ ङڴ వలంښ ߘߝ అం݄ ߘ ङࡲ࢐ ࠾ࡍమ ޶ࡶڝࣆޓ ࣒  v ߖఅ ࠹
అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇߩओ छޑంత జడڜ యగలం అం݄ మనంۯ మనం ఏࠫ ݡ ऒߖ  పࡍచయం ۯయవ۪ऐ .
ङڴ  ङڴ న࡛࠳ ంۮంڜ ࡔస ޴ంڵࡍ߭ డనంߨ బܽदڒ ࣒ छ޳త ,ݟऴప࢘శ߭టदం ߖ ࣒  ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ݟफޒఒ ࡌ
छ޳ ంచడంݟܔ ߘ࢓࠾࢐ కࡖమ ߘߝ ޙ࠼నటऱڵࡍ߭  ࡯ڴఏࠫ జర ,޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ޙంۨ߭ ߖݟफޒఒ ࡌ
ऐࡍࠪ ߖݟफޒఒ ߘߝ ޴ంۨనߧ۫ మనం ࡹరంభంߦబܽद ऴڒ నటऱࡲ࢐ ߘߝ ޙ࠼ङ రऐࠪ ߖ ࠹ డం ޳छ द࡮ݥ ,ࡌ  n 
చరङޒన ऴప࠳ఉం݄ మనం ఏ రక ڴలంږߘࣃ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ऒߕޔݡ  ߗڒ ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ ࠵
.࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఅ ޴ంޔ࢓అ ߤࣾ࠻ࡍ ऴ߭జ࡛ ޙంۨ߭ ߖݟफޒఒ ߘߝ ޙ࠼ంۨనటऱ߭ ߖݟफޒఒ ߘߝ
ڵత ߖݟफޒఒ ߘߝ  ठ࣋ फ ࡍవ࡛झ ళࢗ ړ ߤࣾࡓݧ  ऱం࡮ݥ ݟद  ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ߤࣾ࠻ࡍ ߷రछ ࡛ न ޔࢂࢗ ړ ߤࣾࡓݧం޴, n 
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అߩओ వ࡛झࡍ ݡ ओߩఇ ߗڒ ޴ంޔ࢓అ ࣒ښ  ऒߕޔం۪߭ ߖݟफޒమనం ఒ ݡ ం ښవలం ࡲ࢐ङ రऐࠪ ߖ ࠹ డం ޳छ  ࡌ
ओߩఇ ࡏࠬ ޶ڒ ऒߕफࣆۯ చయంࡍప ߘ࢓࠾࢐ జడ ࠬ ݦ ࠭, ఆ సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఈ 
 ం޳ంڕࣆޓ ߖࣆښ

ऴڴ ޓङ ࣒ ప ऱ࣒ ङڴ ݡంࡓ  నऒޔࢂࢗ ړ ࣒  ఐ࢓࠾࢐ ޶ సࡔ మ࠾ࡍ అݡ࠮ ޴ߝ pcl cl pcl kp pcl 
ఒޒफށڷ ޜݟంచబݟన ߨడړߖߕ సࠪనం అߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖओ  pcl.ߘ

 cl   ݡంࡓ
ఆ࡮औ కएࡅ డనంߨ   ఐߨ ޶డనం࢑ ޜభ܊ంచబݟం޴ మࠚ ࡽ࠵ ࠭࠲ ࠾ࡍనऒ ం పరంݞږ ڴ pc pcl 

ऴ࢐యవ۪ऐ xpcl pp ݟంߘ ݡంࡓ ݟంచంࠫࣾ ࠬ ݡ࠮ ݟफޒతफం ఒ࠴ ړ ݡ࠮ బܽदڒ  xpcl cl p p xpcl
ఐ޳ ޶छ ओߩఇ ࡔస ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ घڴࣄ ࠬ  ࡏࠬ ݡ छ޳   p n npcl pcl ߖఅ ݡ࠮ ݡ࠮ ޴ఇ ࡌ
ఆۨࡹంచవ۪ऐ , ఇకए డ ڴࣄघ  అ࠴ ޴ߝతफం ࡽ࠵झ झࡽ࠵ తफం࠴   సంఖङ , ఇంࡽ࠵ ࡹ޶ ఆࠆ n pcl phi 

కएࡅ ࢓࠾࢐ జడ ݞంڕڒ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ ݡ࠮ झࡽ࠵   pcl cl p p ړࡹ  ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ݞږ 
ߩ ࠬ దట࠴ ߘߝ బܽदڒ ం޳ంڕࣆޓ ړࡹ ړࡹ दܿమచऐ ల సంఖङ फࣃऴ࢐ ߘ ߩ ݡంࡓ బܽदڒ ߘ दܿమచऐ ల p cl 
సంఖङ घڴࣄ ߘ ంۨ , ఆ߯ nڵ࠙ ޜ 

ఐ޶ ఐڴࣄ ޶घ छ޳  ߩ నݟంచబڵ࠙ ࡌ दܿమచऐ ల సంఖङ फࣃऴ࢐ ߘ  pcl ecl n.ߘ
 మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ఇ޴ ర޶भ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇښ ޴వలం ࠬ ఐࡓ ߖ޶ం޳ ڴݡछ  p p npcl ncl n ࡌ
࢑భ܊ంచబݟం޴ ࣾࠫంచంݟ ఇݡ࠮ ݡ࠮ ޴ ఇ޴ ఐڴࣄ ޶घ घڴࣄ బܽद ఒకڒ ޴ఉం ڴ   npcl npcl npcl n

ఒక ڴࣄघ  ర޶भ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ڴࣄघ छ޳ ంచడంݟܔ ߘ࢓࠾࢐ జడ ߘߝ    n n n ړߖݞంచ߭ ߖݟफޒఒ ࡌ
ऴపయޒऒ फనऒࣆ ओߩ ङࡲ࢐ ߘߝ ࠾ࡍమ ߖందݟయబ࢘࡯޴వ ړࡹ ݡ ओߩఉంۨన ڴबరంࣄ ߘ ࠹  ఏࠫ p ݡ
జޔڷࡏంࣃ۫ ࡏࠬ ޾फ घڴࣄ ࠑ ఈ పదం ڕమన ,ࡏ  ఓڴࣄ ࠑ ښघ  మߘ ࠾ࡍ ऴప࢘శ߭టदడం ޳छ  p n p n nࡌ
ఒޒफޔࡏࠪ ݟంڒ ޴బܽद ࣄबర࠳న ࡲ࢐ङ पࢽఉ ࠾ࡍమ ࠹ ऴగత వదभ ࣄ  ࠑबరంڴ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ p n 
घڴࣄ ࠑ బܽद ఈڒ  అࣄ ޴ߝबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡲ࢐ङ ऒߖߕడߨ న࠳बరࣄ ࠹  ఉంచడం ޳छ  p n n ݟफޒఒ ࡌ
లङޝసమ ޙڵࡍ߭ త߯ జడ ݟܔ ߘ࢓࠾࢐ంచడం వలऱ ఎܿవంܽ ऴప࠙వం ఉండ޶.
 జడ ݟܔ ߘ࢓࠾࢐ంచడం ޳छ ङࡲ࢐ फ࣋ݟܔ ߘ࢓࠾࢐ జడ ߘߝ ߗڒ ޴ంڵࡍ߭ ࡌ లङޝన సమ࠳बరࣄ ࠹ ం 
ऴప࠙࢑తమޔ࢓ం޴, అߘߝ ޙ࠼ జడ ߨ ࢓࠾࢐డనం ࣄबరంڴ ఉంܿంࡲ࢐ ߗڒ ޴ङ  ޶ఉండ ڴबరంࣄ ࠹
లङޝబܽद సమڒ  ऴప࠙వం߯ జడ ࡅ ࢓࠾࢐కए  జడ ࢓࠾࢐ ऴప࠙వం ࡅకए  ऴప࠙ߖ࢐ऒ भ޳۫  ం సమޝలङ ం߯
జడ ڴ ࢟ࠀ ࠬ ࢓࠾࢐ङ ࣒ ݀ ऴڴ ޓङ ࣒ ప ऱ࣒ ङڴ ݡంࡓ  ࣒ ఓښ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ऴޓ pcl pcl cl kp ppcl pcl 
घڴࣄ ࠑ ޓऴ ࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࢟ࠀ ݡంࡓ  ppcl npcl n ݟంߘ 

घڴࣄ ࠑ ݡంࡓ ए࣋ ݟంߘ  छ ࡛ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ఈ ऴ࠴ ړޓదܽ ڝసం మ࠾ࡍ pncl n pa pcl p p p pcl 
छ޳ ޶ఐ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ండవࡓ సంڝ घڴࣄ ࡌ छ޳  అర ߖ޵ బܽदڒ ޴फంࣆవ ړࡹ ࡌ बం ఏࠫܽ అం݄ npcl n p 
छ޳ ޶ఐ ࠬ ݟంߘ ݡంࡓ ߖݡ࠮ ࠭࠲ घڴࣄ ࡌ ऴ࢐యవ۪ऐ ړࡹ ݟంߘ   ఇߩओ  npcl ncl npcl n p ݡ
ओߦۮ ڕࠬ ߘߝ ओߩఇ ,ݟడం۫ ߘ  ݡ
ङڴ ߘߝ ऒޒऴపయ ړߖݞఉంచ ڴबరంࣄ ߖ ऴ߭జ࡛ ۃంߧڔ ࣒ ऒߕफࣆ घڴࣄ ߗڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݟफޒబܽद ఒڒ ߘ  n 
घڴࣄ బܽदڒ ంۧ࠭ݟܔ ߘ࢓࠾࢐ జడ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంڵࡍ߭  nڴबరంࣄ ݟफޒబܽद ऴప࠙వం ఏࠫܽ  ఒڒ ޴ంڵࡍ߭ 
ఉనऒ ओߩ కएࡅ ࢓࠾࢐ జడ ݡ  జడ ښ ࡏࠬ ࢓࠾࢐వలం ڴࣄघ घڴࣄ ࠬ ޴బܽद ఇڒ ࡏడగల۫ ߘ   n n 
ڵత ࡮ݦఉం ڴबరంࣄ  బܽदڒ ޴ంڵࡍ߭ ठంۧ࡯झ న అవసరం ఏࠫܽ kp 
घڴࣄ ߩఎడమ࢙ ࡹశ޴ ړߖ޵ ޴ంޔڷࣃనڜ ݟంߘ ߖ޵ फ࣋ݟܔ ߘ࢓࠾࢐ జడ ߘߝ బܽदڒ  దల nڷࡏ߭ 
घڴࣄ ݟబܽद ࣾࠫంచంڒ ޴ంޔڷࡏ߭ రछ߷ ࠬ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ దలڷࡏ߭  ࡛ न n pcl 
రछ߷ ߤࣾ࠻ࡍ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ 
అޔ࢓ంڴࣄ ޴घ  తڵ ठࡍ ࠬ ޙవ࡛झ  ఒక n  ݟయܑయం࡯ޘ ڕࠪ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘఅ ߤࣾ࠻ࡍ 
घࡌޓ నం ۯయంڒ ,ݟబܽद ఒޒफڷࡏ߭ ݟదల ऴప࠙వంڷࡏ߭ ࡹదల ऴప࠙వం ࠬ ࡮ݥद द࡮ݥ   n n ړ ࢟ܽ܊ߦ ࠬ 
సࠪనం, అߩओ రछ߷ ࠬ ݡ ࡛ न ࡍ ߤࣾ࠻ࡍవ࡛झ వ࡛झࡍ ڴࠈ ߤࣾ࠻ࡍ  द࡮ݥ ޴ఉంܿం ڴలంږߘఅ ߤࣾ࠻ࡍ   n 
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ అږߘలంڴ ఉంܿం޴ ఒޒफݟ ߭రగడంޜ ఇ޴ ఒޒफڷࡏ߭ ݟదలޜ 
ఉంܿం޴ సߘߝ ࡔ త޶పࡍ తరగࡹޒ ఇకए డ ఆࣃ࢘ߧफ पࢽఉ ࠭࠲ ߘ ऴగత ࢣ޻࢑ ऴప࠙వం ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
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