
 హ޳࢑ ࡹङ లङޝయన సమࣃర ࡱबࡏ ం ࡅకए ङߕండవ ఉపࡓ  छࣃ ړߖࣃ గతం ڒࡎ ߘߝङ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ߵ  ߘ
మ࠾ࡍ రࣃయన సమޝలङ ంࡹ ࠭ఖङ ऒߖࡍన మ࠳  ఇతర అంࢡలߘ చࡍऐ फࣃ లङޝసమ ࠭࠲ ,࠭  న࢙࡯ޘ 
రछߖ చనంޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭, ఆ߯ 
సమޔలङ త అం݄ ఏࠫ݇ ࠬߦۮ ڕओ .ߘ
ऴపతङ ݡంࡓ  ࡍ ब శڕफల మధङ  
సమޝలङ ࢑సफృత అర అం݄ ޒबࣄ  बంࡹ సమޔలङ త అం݄ రࣃయన సమޝలङ ం ࢑షయంࡹ రࣃయన 
సమޝలङ ం ऴ࢑ ߤ࠻ࠉషయంࡹ మనం రࣃయన ऴపޒచరङ లङޝసమ ࡹ ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭, ఇకए డ a 
ڙ࠻ࡍ ڕవర ݟంߘ दం݋ మ࠾ࡍ ఉతओ चࢇࢗ ړ ݟంߘ फޒ వ࡛झࡍ ࠬ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݞږ ށరߏ   b b  b a 
ఇకए ߤࣾ࠻ࡍ డ ࡓంݡ శڕफࡓ ࡱంݡ శڕफࡱ ߷రछ ࡛ न ࡅ ߤࣾ࠻ࡍకए రछ߷  ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ܿࡔ దܽ࠴  ࡛ न 
రछ߷ ߤࣾ࠻ࡍ ࡛ न ܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ ఇతర సమޝలङ ం ࢑షయంࡍ ࡹవ࡛झ  ܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ 
వ࡛झࡍ छړసࠪనం, మనం ఈ ڕܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ  छړయం ఈࠉऴ࡯  ڵ࡯క ߖޒबࣄࡍప ݦలవబߧ ߖఅ ڒࠫڙ యంࠉऴ࡯
ఉߕऒ ࠭ సమޝలङ ం ޒࠥ ޳ࡶక సమޝలङ ం ڒబܽद ࡓంࠈ ݡङ झߖࡵ ంۃ శڕफࡱ ߷రछ ࡛ न ܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ మ࠾ࡍ 
వ࡛झࡍ ओߩన࠼సࠪనం అ ܿࡔ ߤࣾ࠻ࡍ  లङޝసమ ڕࠬ ݡ ओߩఅ ޴ఉంܿం ޒबࣄ   న࠳రక ࠬ ࠭࠲ ݡ
సమޝలङ ࠪ ంۨࡍڷ లڒంࡌबࣄ  ऱܼ చరङޒऴప ߘߝ ࠾ࡍమ ࠭ݞ  kckp kx ߘల޳వంܽ ప ࠾ࡍసం మڝ 
పࡍచయం ߘࣃۯ 

రछߖ అం݄ ఏࠫ݇ ࠾ࡍమ ࠭࠲ ۨంۧ࠭ a kckp kx 
కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ  ఏڒऴగత ޳छ కएࡅ ࡌ  ఏڒऴగత ޳छ కएࡅ ࡌ  ఏڒऴగత అࡅ ޴ߝకए  kc b akp b a 
छ޳ డనంߨ కएࡅ ࡌ  ఒޒफݟ మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए నऒࠚ ࡽ࠵  ం ޳छ నऒࠚ ࡽ࠵ ࡌ ం  ఇకए డ ߘߝ b kx b a b
కएࡅ  సమޝలङ కएࡅ ࠾ࡍంऴదత మࣃ   సమޝలङ ࠪ ంۨࡍڷ ంऴదతࣃ  ऱܼ ऒߕޔݡ  a kc ޴ߝబܽद అڒ ߘ
ࠬ సమޝలङ  ఏڒऴగత ࡅకए షओߖ ࠬ  కएࡅ फޒ  సమޝలङ  ఏڒऴగతޜ అ࢑ ޻ధంࡅ ڴకए  సమޝలङ  b kp 
. ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜంऴదతࣃ

కएࡅ  సమޝలङ నऒࠚ ࡽ࠵  ం ࡅకए  సమޝలङ నऒࠚ ࡽ࠵  ం ޳छ చరङޒన ఒక ऴపݟంచబڵ࠙ ࡌ  సం  b aڝ 
చరङޒफ  ఈ ऴప࣋۫ ࡏࠬ  అం݄ ڙ࠻ࡍ दంࡅ ݋కए  ऴࣕ޾ అߖ అర बం, ఇڙ࠻ࡍ ޴ दంࡅ ݋కए  b b ޜ ࡽ࠵ 
ऴపޒసओ ంࣆ޴फంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࠬ సంఖङ  द࣎ ڙ࠻ࡍ ఇ࢑ ࠾ࡍऴܾ మ࠱ࡆړ࠼ दం ऱܿ ڙ࠻ࡍ दం ऱܿ ఇ࢑ మ࠾ࡍ c d
ఉతओ చరङޒబܽद ఈ ऴపڒ फޒ ڙ࠻ࡍ ڕࠬ  दంࡅ ݋కए ڙ࠻ࡍ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ࡽ࠵  दంࡅ ݋కए  a b b ޜ ࡽ࠵ 
కߧ࡯నߩओ కएࡅ ڕࠬ ޴అ ,ݡ ఉతओ ࠾ࡍమ ࡽ࠵  కएࡅ फޒ ఆ సందరग , ޴फంࣆఇ ߘ ࡽ࠵  ంࡹ c c d d kc 
అ޴ߝ శړ फ ࡅకए  ఏڒऴగతڴ ऴ࢐యబޔݡం޴ ఈ సంఖङ  పవ࡛ द࣎ కएࡅ ऴܾ࠱ࡆړ࠼  ఏڒऴగతߘ c c d d a 
छ޳ ړన శݟంచబڵ࠙ ࡌ फ మڴ ࠾ࡍఢత ࠬ ړ శړ फߖవछ a b ޴ߝఅ ޙ࠼అ ,޴ంݟంచబ߭ ړߖݞ b kp 

పవ࡛ c cpd 
సమޝలङ కएࡅ డనంߨ   శړ फ ࡅకए  సమޝలङ ړడనం ఒక శߨ  फ ࡅకए  సమޝలङ ړడనం శߨ  फ ࡅకए  d b 
సమޝలङ  డనంߨ 
మࢁऱ ఇ࢑ సమޝలङ  ఏڒऴగత అړߟ ߘߝ ߖए ओߦۮ  లڕߘంܿߕऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖబܽद మనం అڒ ߘ  eqeqeq eq
మ࠾ࡍ ఇకए డ మڒ ࠾ࡍబܽद ఇ࢑ సమޝలङ కएࡅ ంకంࡌबࣄ   ࠙వనڕࣆࡱޘ ߘనऒ  తࡌछ త మన eqeqq e 
ङߕదܽ ఉప࠴ సంࡹ మనం ۫ࣄన ࡓంݡ పࡱ޳.
ऒߖڜ ऱࢀࢗ    సమޝలङ  సమసङ లߘ పࡍషए లङޝసమ ݟంచంࡍ  సమసङ  ࡱ
లङޝల సమڒర ݡంࡓ  సమసङ ల࠭࠲ ߘ ఎࡖ޶ए ంܼ࠭ ࠬ ࠴దܽ޴ ࠬరڝߘంߘߝ , ݟ ఈ ऴపޒచరङ  ߘ
 फ ab࣋࡯ޘ ڕߕ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ

మࡅ ࠾ࡍకए  సమޝలङ एړࡵ ߖ फ࣋࡯ޘ ڕߕ ంऴదత ఏࠫ݇ࣃ  ంచంݟ, ఇߵ݅ ޴ వߤ ऴߦబऱ࠹ c d kckprkx
 kkckp ࡹߖ޵ , ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࠹బऱߦऴ ߤవ ߵ݅
ఇవछ ޳ࡶ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం సమޝలङ  ఏڒऴగత ࡅ ޳ࡶకए కएࡅ డనంߨ   kx abcd 
సమޝలङ एړࡵ ߘంऴదతࣃ  ంۧڒ  ࡯బܽद ࣃۯ ࠭࠲फ ࠭  ఒڜए కए ङ࡮ޝऱ ࠬ సమࢀࢗ ڴܽ ऒߖ  ఎړࡵ ࡮ए ంۧࡹ 
۫డంݟ సమసङ షएࡍప ࡮ఎ ߘ ఈ సమసङ ࡹంۧࡍ ఈ సందరग ࡹ ంࡹ 
भ޳۫ ం ࠬړࡵ ࡏए ంۧ࡯झ న޴ సమޝలङ బܽद ऴపశऒڒ ంకంࡌबࣄ   అ࢑ ఉనऒ టऱڷ޴ ޙ࠼వ ऴపޒచరङ  సంڝ 
సమޝలङ एړࡵ ంకంࡌबࣄ  ంచబޔݡం޴ అ࢑ అం݄ ఈ ڙ࠻ࡍ दం ऱܿ ޳ࡶ ఉతओ  a 2 b 2 AB ݀ ޳ࡶ ࡱफޔ
సమޝలङ ంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇవछ బݟన޴ ఐߜ ޶లࡓ  ࡱంࡅ ݡకए  సమޝలङ ంࡹ ఉంࡓ ޴ంݡ les b 
కएࡅ झࡽ࠵ ݡ࠮   సమޝలङ ం వదभ ఉߕऒ కएࡅ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠼ झࡽ࠵ ݡంࡓ   సమޝలङ ం వదभ ab 
ఉߕऒ కएࡅ కߡ ڕࠬ ࠾ࡍమ ࠼ पࢽఉ ࠾ࡍడనం మߨ  ऴగత ఎంత అݞږ ߖ ఇవछ బݟం޴ ah 
ओߩబܽद ఇڒ ऴపశऒ ݡ एړࡵ ߖ  ంచడం.kc
 సమޝలङ చరङޒఈ ऴప ࠾ࡍంకం మࡌबࣄ  చరङޒఈ ऴప ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ  एړࡵ ߖ సంڝ  ంۧ࡯ kc kc
సڒ ࡔబܽद ࡓంڕݡ సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ఇ޴ ఏڒऴగత ࠬࡏڷ ࡏफం۪࡯࢐ڝ ఇ޴ ఏڒऴగత మ࠾ࡍkc ab 
సంఖङ ࡏࠬ फࣃ۫ ߖఅ ݡంࡓ  .࠭ޑఉం۪ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ࡏ

కएࡅ రऴసంޔచ ݡంࡓ  ab s ab  ߘంऴదతࣃ ݡంࡓ 
ఉతओ ڙ࠻ࡍ ݡంࡓ ఈ ݟంచంࠫࣾ ݟంచంڵ࠙ ޜफޒ दంటऱ ࡅకए  ఉతओ ڙ࠻ࡍ బܽदڒ ఢతڴ फޒ दంࡱ ݋ ah ah ah 
द࣎ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݡంࡓ డవ۪ऐ۫ ߖऴܾ ఒకܽ అ࠱ࡆړ࠼ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ   ࠭ޑఉం۪ ߖߖ޳ఒక ݡ
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మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ࠾ࡍఢత మڴ ݡంࡓ ݡ డ द࣎  బܽद bڒ ࠭ޑడ߭ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ݡంࡓ  ऴܾ࠱ࡆړ࠼
మనం ఇߩओ एړࡵ ڴ࢑ధం ఈ ߘవࡱ࢑ ݡ ంచగల࠭, kc 
ఇڕࠬ ޴ ఇవछ బݟన వࣆफ࢓లߘ ۫డంݟ, ఇࡓ ޴ంߩ ݡ दܿమచऐ ల సంఖङ  gi  ven na two ࡏࠬ బܽदڒ 
అ޴ߝ ఐߩ ޶ दܿమచऐ లڕ సࠪనం మࡖక ࢑షయం ࡓంݡ అం݄ ࠬ ߩ ݡ࠮ दܿమచऐ  మࠗߕ ࠾ࡍ nb 
ߩ ݡంࡓ ࠬ ݡంࡓ दܿమచऐ ओߩఇ ࡱ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ కएࡅ ݀ ޴ంࣄవలڒ ڕమన ࡏ  ఏڒऴగత ޶ڒ AB ab two
కएࡅ సంఖङ ࡽ࠵   మࣆࡱޘ ڕࠪ ࠾ࡍ ఏڒऴగత మࡽ࠵ ࠾ࡍ సంఖङ  మధङ  సంబంధం ڒబܽद ఏڒऴగత v 
అం݄ ࡲ࢐ङ ङࡲ࢐ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ऴగతڒబܽद ఏڒ ࡔస ࠹ n ࠾ࡍమ ࡯ߕھߘక ߘ ࠹
ङࡲ࢐ ऒߖހసࠬకర ࠬ ࠭࠲ సంڝ ࠹  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  అߖऒ ڙ࠻ࡍ  दంڙ࠻ࡍ ࡱ ݋ दంڴ ݋ ऴపవࡍ फࣃफ  pv ࠼
మړ ࠾ࡍ సࠪనం  ఉతओ ࡍफ ऴపవޒ फం࢑ ۯధంڴ ఆదరज ࡍऴపవ ࡵవ ࢓࠾࢐  फࣆफం޴ ఆదరज nrt ࡵవ ࢓࠾࢐ 
ऴపవࡍ फࣆफంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡹ మనం అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޳ ޴ߝछ pv nrt ړ ࡌ v p ok nrt
సࠪనం 
छ޳ బܽदڒ ల సంఖङ ࡽ࠵ ల࢓࠾࢐ తफం࠴ ޴ߝఅ ޴ߝఅ ࡌ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.p nrt nn 
 ఈ సందరग ంࡹ ఐ޶ పऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࢟ࠀ   ऴޓ ప ऱ࣒  ݀ అ޴ߝ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ ओߩసࠪనం, ఇ ړ ߤ݃ ݀   మనం ݡ
ङࡲ࢐ एړࡵ ߘ ࠹ ంచగలڕࣆࡱޘ ޾ࡶ ࠵ం݄, ఆࣣ మనం ړࡵ ߖߖ޳ए ంచగల࠭ ఎం޶కం݄ ࢓࠾࢐ r 
पࢽఉ ޴ంకం అం݄ పࡌबࣄ  ऴగత ݡ࠮ వందల ఇవछ బޔݡం޴  మߟ ࠾ࡍకए ంݟ  ఇవछ బݟం޴ ఇ޴ n k ure 
ం࠼ߦ ޴ࠫߖడనం ఎߨ ࠾ࡍవందల మ ݡ࠮ ऱܿ ࡓంݡ ఒక ޑ࢐వరణంڴ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद k 
ङࡲ࢐ ڕࠬ छࡌన తࣄ࡯ޘ ࠹ త ࡲ࢐ङ एړࡵ ߘ ࠹ ంచడం ۧࣆ ࡮లభం, ࡓ ࠭࠲ంࡅ ݡకए  ంऴదతࣃ ݡంࡓ 
కएࡅ एړࡵ ߘంऴదతࣃ  ంచగల࠭.
ङࡲ࢐  छ޳ ࠹ ల సంఖङ ࡽ࠵ ݡంࡓ ఒక ݡంࡓ ࡌ  ࠬ ఐ޶ మ޳ ࠾ࡍछ  v ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
అ࢑޻ధంࠉ ࠬ ࡏࠬ ڴ ݀ ఏڒऴగతߘ గށంచవ۪ऐ  , ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ  nb v ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݡ࠮ ࠬ ࡌ
కएࡅ ݡంࡓ ࠬ ࡏࠬ  ఏڒऴగతړࡵ ߘए ంచవ۪ऐ .AB 
 

కएࡅ ߩ  दܿమచऐ ల సంఖङ छ޳ ݟంߘ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ݡంࡓ ࠬ   ab two nrt pnrt p ࡌ
छ޳ एړࡵ ࡌ ంۨన ڵ࠙ ޜంచంݟ, ఇߩओ కएࡅ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݡంࡓ మనం ݡ  ఏڒऴగతߘ b b ab 
एړࡵ ంచగߕޔڷࡱऒ ࠭.

లభం, ࣋एࣆ ࡮ۧ ంచడంށగ ߖ छ kckc   ݡంࡓ ߖ ࡛ ab two s 
छ޳ ए࣋ ࡌ छ రऐࠪ ڴ ࡛ ంݟ , ఆ߯ ࠬࡏ ఈ సంఖङ లߘ ఉంచంࡱ࢑ ࡏࠬ , ݟవߘ ߰ందగࡏޑڷࡱb two s kc 
ओߩబܽद ఇڒ ࡏޑڷࡱందగ߰ ߘవࡱ࢑ ࡏࠬ బܽदڒ छړ  ޙ࠼ఇ అ  ࡏడగల۫ ࡏࠬ ݡ  kc ࠹యࠉऴ࡯
ఈړछ ڙ࠻ࡍ ࡏऴగత అంܼڒయం ఏࠉऴ࡯ दం݋ మ࠾ࡍ ఉతओ కएࡅ फలޔ  సమޝలङ ओߩఢత ఇڴ  ఈ సమసङ ݡ  ࡹ
एړࡵ ߘవࡱ࢑ ࣄڙ ࠬ ంచడం ࣆలభం అߘ࠭ ߘߝ , ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖపܽ ऴపశऒ నऒࠚ ࡹ చరङޒన ऴప࠳  ޜ
ऴߦరంࣃࠚफ ऒߕޔࠋۮ ڕ޶ఎం ߘߝ య సࠬకరణంޓ܉య సࠬకరణం సޓ܉స ޴ఇ ߘ  ޴న࠳యޓ܉స  ߘ
ఎం޶కం݄ 
ఈ ऴపశऒ ఉనऒ ࡹదశ ࠾࢐ ࠾ࡍమ ࠬ ࡹ ం޶న ࠚ ࠭࠲నऒ చరङޒన ऴప࠳  a 2 b 2 ab 2 ڴహరణ޳ఉ ڕ
ओߩంܼ࠭, ఇڕࣆޓ చరङޒऴప ࠬ ޴ఇ ݡ  అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ ఈ व ࡏࠬ ,ࡏ द࣎ ంܽయం ڝऱࡓ ݭࡕంࡓ ݡంݡ s o 
ఘన దశࡹ ఉߕऒ రߖ ۫డవ۪ऐ झڡࣄ ݡంࡓ ޳ࡶ ࢑షయం ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹదశ ࠾࢐    srcl ݡంࡓ ࡱ 
ఘన దశࡹ ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ ऱࡹదశ ݡ࠮ ࡏࠬ ݡ बࡌ޳ఘనప ݡంࡓ   ఘన ݡంࡓ ࢓࠾࢐ ఒక ࠾ࡍమ ࡱ
మ࠾ࡍ ఒక ࢓࠾࢐ ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ నऒࠚ ޴బܽद ఇڒ  చరङޒన ऴప࠳  మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం kp 
ఇవछ బޔݡం޴  ఒకܽ ߘంݟ పߘ ޴ంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ పߜऒ ంޑ࢐ ݡవరణం ࠳న࣒ ڷࡱߕ ఆ߯ ࠬࡏ 
లङޝఏࠫటం݄ సమ ޴ంࣄయవలۯ  ఆߨ ࡍ࢑డߖߕऒ एړࡵ  ంచడం ڒబܽद ࡆ  ఇࡓ ޴ండవ రకం ऴపశऒ  అࡏࠬ ߖ 
फࣃ۫ లङޝసమ ࠬ ࡹߖ޵ , ࡏ ంకం ఇవछࡌबࣄ  బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ లङޝసమ ࡏࠬ ݡ  ఒޒफߖݟ సڴࡍठ  
एړࡵ ంۧڒ ࡯బܽद ࠬښ ࡏవలం ޜ ऴߦరంࠚంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ఘన దశࡱ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ kp.ࡏ
 దశࡱ మڒ ࠾ࡍబܽद ࠬ࢑ ߖߖ޳ ࡏసघ ంచవ۪ऐࡍ  మړ ࠭࠲ ࠾ࡍ సࠪనం అߖ ऴ࢐యగల࠭ kp ps 2 o
మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡏࠬ ࡹ ۫డగڼ࡯ శړ फ ఏࠫܽ ڷࡱߕ స࢓࠾࢐ ڷࡱߕ ࡔల దశࡅ ܽߗ ࡹకए  
 ࣎ द ఇకए ڷࡱߕ వలంښ ࡏࠬ బܽदڒ ऴܾ࠱ࡆړ࠼ డ ఉంచంݟ మ࠾ࡍ సమసङ  kp 10 ݟంߘ 1 ޴ߝఅ ݟంߘ 
పవ࡛ ࠳న࣒ 12 ړ సࠪనం అڒ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ࠬࡏ అߘ 1 ޴ߝంړ10 ړ10 ݟ సࠪనం అߖ ps 2 o 4 
ऴ࢐యవ۪ऐ  12 సߘߝ ࡔ ఈ ࢑ధంڒ ߘࣃۯ ڴబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  అߩओ  ph ߖ2 ࡏࠬ ݡ
గށంచగలࡏ, ఇߘ 1 ޴ంߘ 10 ݟంݟ పవ࡛ 3 ޑ࢐వరړߖހ మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ࠬࡏ ఈ సందరग ంࡹ సమޝలङ  
ఆߨ ࡍ࢑డߖߕऒ एړࡵ  ంచగలࡏ ఇ࣋ फ ఇߩओ డవ ऴపశऒ࠮ మనం ݡ వۨऐ ޴ఇ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ߘ ం޴ kp 
ఆࣣ  2016ࡹ అݞछ సం ऴపశऒڝ ߤ चࢀڕ ఉషप ڕవర ࠾࢐ ݟంߘ ݡంࡓ ࠾࢐  ߱వడం, ڒబܽद iit ce x x 
ఇ޴ ऴߦథࠫకంࡓ ڴంޛ ݡంࠢ ఎ޴ࠫߖ వదभ ࣎ݟझ छښఈ ߤࣾ࠻ࡍ ߤషࡃࣄ షߤ ऴపڒరం జޔڷࡏం޴ ఈ k x 
చరङޒऴప ڴథࠫకంߦऴ ޴ంޔࢂࢗ ړݡంࡓ ݡంࡓ  ऴߦరంభం࣎ݟ ࡹझ  x xx ޴ఒకܽ ఉం ޴ంޔڷࡏజ ߤషࡃࣄ
కएࡅ ݡంࡓ ߩ  दܿమచऐ  మڒ ޶ࡶ ࠾ࡍబܽद ࡓంࡅ ݡకए  1 ऴߦరంభ ࡽ࠵ అڝ 0 ޙ࠼సం x x x 2 x ok 
సంఖङ ࡽ࠵ ࠬ చరङޒऴప ࡏࠬ బܽदڒ ,  ऴపऴړయࡹ సछ చऑ ంۨన ఏరओࠚరంߦऴ ޜݡంࡓ న࠳  న x xݟ
ߩ दܿమచऐ ల సంఖङ  ఇవछ బޔݡం޳ ܼࠊ ࠬ ޴छ छړఈ ܼࠊ బܽदڒ ܼࠊ ޴ఇ ݟంచంࠫࣾ ࡌ  ޴ߝయం అࠉऴ࡯
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సమޝలङ ం వదभ ఏరओ కएࡅ నݟ झࡽ࠵   సంఖङ లङޝబܽद సమڒ  ంࡹ ఈ ࡅకए  ఏڒऴగత ࠬ ڴܼࠊ x x 
ఉంܿం޴ , ऴపޒచరङ రछߖ డనం వదभߨ ࡛ࠈ తफం 2࠴ న࠳बరࣄ  ࣕంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޴ అޜڷݡంܼࠊ ޴ 
సమޝలङ ం పరం298 ڴ వదभ ऴపޒచరङ లङޝసమ ڕ ओߩంకం అం݄ ఏࠫܽ, ఇࡌबࣄ  ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ۫ࣃफ  k kpࡏ
ఇకए డ ఉతओ కएࡅ फޒ  సమޝలङ ంऴదత ఇవछࣃ  బݟం޴ ఉతओ కएࡅ फޒ  సమޝలङ ంऴదత ఇవछࣃ  బݟం޴ 
సమޝలङ ంऴదత ఇవछࣃ  బݟంڙ࠻ࡍ  ޴ दంࡅ ݋కए  ఇవछ బడڕࠬ ߗڒ ޶ࡶ ऴߦరంభ ఏڒऴగత ࠬڕ ation ok 
ڙ࠻ࡍ ࠬ ,ࣆࡱޘ दంࡅ ݋కए  ऴߦరంభ ऴࡅ ࣕ޾కए  ऴߦరంభ ఏڒऴగత ࠬڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࣄ࡯ޘన࢑ ఇకए డ 
भ޳۫ ం ڒబܽद మనࡓ ڕం࢓࠾࢐ ݡ ఉంڒ ޴బܽद ఇࡓ ޴ంڕ࢓࠾࢐ ݡ ऴపޒచరङ  x x ޴నࣄ࡯ޘ బܽदڒ 
ఏࠫܽ?  ऴߦరంభ ఏڒऴగత ఇࡓ ޴ంࡅ ݡకए  ఒక ࡽ࠵ అߖ మ޶ڒ ࠾ࡍ అం݄ ߕࣆऒ  అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ x x 
మ࠾ࡍ ఈ ࢑షయం ࡅకए  సమޝలङ  ఏڒऴగత ࡅకए  ࠬ సమޝలङ  ఏڒऴగత వదभ ࠪࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
లङޝసమ ܼࠊ ం సࡔ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ࡏڴݟఅ ߖవ ఏࠫܽ అࡱ࢑ ߖ޳ ݡ
లङޝసమ ܼࠊ ం పరంڒ ڴబܽद అ޴ߝ ࣋ए छ  బܽद kp kp xڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړߖߕడߨ ࡛
ఇకए ࡏࠬ డ ࡓంࣃ۫ ݡफ కएࡅ డనంߨ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࡏ  రऴసం x xޔన చݟంచబ܊࢑భ ޜݟफޒఒ ݡంࡓ 
एړࡵ బܽद మనంڒ ంచవలࣄన޴ మ࠾ࡍ ఇࡏڷ ࡏࠬ ޴फం۪࡯࢐ڝ ఇ޴ సమޝలङ  మనం ߖడనం అߨ 
ࠪ ऱܼ నऒޔݡ छړఈ ޴ కएߟ యంࠉऴ࡯ డం ڒబܽद ࠴దܽ ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࠬ ࡓంࡽ࠵ ݡझ  సంఖङ  x ߘ
మనం ړࡵए ంۧ࡯ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఏࠫ݇ ఒకࡍࣃ మనࣆࡱޘ ڕ  సంఖङ కएࡅ ݡంࡓ  ߩ  दܿమచऐ ల సంఖङ  మࡅ ࠾ࡍకए  w x x 
ߩ दܿమచऐ ల సంఖङ  అߩओ కएࡅ ݡంࡓ ࠭࠲ ݡ ऒߕࠚ ࡽ࠵  ऒߖ एړࡵ  ంۧڒ ࡯బܽद ఇࠚ ࡽ࠵ ࠬ ޴నऒ ం x x 
కएࡅ ࠾ࡍమ ݡంࡓ నऒࠚ ࡽ࠵  ం మ࠾ࡍ ۨవరړࡵ ߖ ࠬ ࠭࠲ ڕए ంచవ۪ऐ भ޳۫ ऱࢀࢗ బܽदڒ  ం ڒబܽदx kp
ఇకए డ ࠴దܽ దశ ࠬ ݀ ࡅకए  సమޝలङ  ఏڒऴగత ࡅకए  గణన ࡅకए  ࠬ గణన, x 
ऒߖరం࠙ߦబܽद ఈ ऴڒ  ऴڕࣆ࢐ం޳ం ࠬڕ మߕࣆ ࡗऒ  ఉం޴ మ࠾ࡍ సమޝలङ ంܼࠊ ڕࠬ ࡹ సࡔ ఇߩओ  x ݡ
కएࡅ ݡంࡓ సంఖङ ࡽ࠵   ఏࠫܽ ఇ࠴ ޴దܽ ऴపశऒ  సࡔ.
లङޝన ࠪరठం ఏࠫటం݄ , సమڵ࡯యగۯ ࡏࠬ  ంࡹ ఏరओ కएࡅ నݟ ߩ  दܿమచऐ ల ऴపޒచరङ  మ࠾ࡍ x 
ߩ दܿమచऐ ల సంఖङ చరङޒబܽद ఈ ऴపڒ ,డటం۫ ߘ ओ߮ۮ ڕࠬ  కएࡅ ݡంࡓ ޴  ఒక ࡽ࠵ x 
ఉపڵࡆంۨనటऱࡅ ޙ࠼కए ఏరओ ߖ ࡽ࠵ ݡంࡓ  x x.޴फంࣆࡏ
 ఏరओ కएࡅ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡔస ޴నݟ ఏరओ ࡽ࠵ ݡంࡓ  వङ ޙݟ క ࠪరࡔޒ ठంࡹ ఆۨࡹంచవ۪ऐ కएࡅ ݡంࡓ   x x 
ఒక ࡽ࠵ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ సڒ ࡔబܽद ߘߝ ఈ ࢑ధంڴ ఆ࣋ۨࡹफ ఇߩओ కएࡅ ݡ కएࡅ ࡽ࠵ ܼࠊ   x x 
ఏరओ ࡽ࠵ ܼࠊ కएࡅ ݡంࡓ ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޵ ޙݟ  ఎߖऒ झࡽ࠵   ఉపڵࡆంచబడڒ ࠼ޑబܽद ߘߝ x 
ओߦۮ ڕࠬ కएࡅ ߘ ߩ ݡంࡓ  दܿమచऐ  ఒక ࡓ ࡽ࠵ంݡ ఉపڵࡆంۧࡓ ݟڕ ߘߝ ߘంࡐ ݡపం x x x x 
కएࡅ పం అం݄ࡐ ࠆఆ ࡽ࠵ ݡంࡓ కएࡅ ࡽ࠵ ݡంࡓ   ఒక ࡐ ࡽ࠵పంࡹ ఒక ࡓ ࡽ࠵ంݡ x x x x 
ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࡅకए  ఒక ࡽ࠵ ఏరओ కएࡅ ݡంࡓ ޴ంޔݡ  సగం ࡽ࠵ x x 
ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ మࡅ ࠾ࡍకए ఏరओ ࡽ࠵ ܼࠊ  కएࡅ ݡంࡓ అం݄ ޴ంޔݡ  x x ܼࠊ ࡽ࠵ ݡంࡓ 
ఉపڵࡆంచబޔݡంڒ ޴బܽद ࡓ ࠭࠲ంࡅ ݡకए  ఒక ޜ ࡽ࠵ ऴߦరంࠚంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  x ߖఅ ܼࠊ ݡ
కएࡅ ݡంࡓ ࣆࡱޘ ڕࠬ ऒߕޔݡంచబڵࡆఉప ࡱ ࡽ࠵ ݡంࡓ   ంۨ , xࠚరంߦऴ ޜߖ޳ఒక ࡏࠬ అం݄ ࠼
ఉపڵࡆంۨన࠼߱࡯ڵࠫ ڴܼࠊ ޴ంڒ ޴బܽद ఎడమ ఒకܽ ࠳న࣒ ڒ ݀ ࠑ ܼࠊబܽद ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠑ ܼࠊ 
ऒߕफࣆࢢఆ ߘߝ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ ܿ కएࡅ ݡంࡓ  ߘ లङޝసమ ࡽ࠵  ంࡹ ఎంత ఉంࡏࠬ ޾ ࠭ంڴ޶ x 
एړࡵ ంۧ࡯ మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ ࠾ࡍమ ࡽ࠵ ܼࠊ  కएࡅ ࡽ࠵ ݡంࡓ   x x x x ݡంࡓ ࡽ࠵ ݡంࡓ 
కएࡅ  ఒక ߘ ࡽ࠵ంݟ ఏరओ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝందݟ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡌ యవ۪ऐۯ  .
  ऴపޒచరङ లङޝసమ ڕ  ఏڒऴగతړࡵ ߘए ంۧ࠭ ڒబܽद ࡓంࡓ ࢓࠾࢐ ݡంࢗ ڕ࢓࠾࢐ ݡళऱడం ఇ޴ x x 
ऴపޒచరङ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ లङޝసమ ښܽ  ఏڒऴగత ࡽ࠵ ޳ࡶ ల సంఖङ  సమޝలङ ంࡹ ఎంత అߖ 
గށంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 1 ޴న࣒ 2 ࠑ ܼࠊ మ࠾ࡍ ఇܼࠊ ࠬ ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡅ ݀ ܼࠊకए  x ݡంࡓ 
ల సంఖङ ࡽ࠵  మࡅ ࠾ࡍకए లङޝసమ ࡽ࠵ ܼࠊ  ంࡹ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ x kp ߖ  అవసరం ڕమన ݡ
एړࡵ ంచړߖݞ మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం మనం 

కएࡅ ݡంࡓ కएࡅ ࠾ࡍడనం మߨ కऀߦ  కएࡅ బܽदڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ డనంߨ కऀߦ   డనం x x x 2ߨ కऀߦ 
కएࡅ ऒߕࠚ ࡽ࠵  కएࡅ ړݟफޒతफం ఒ࠴ డనంߨ తफం࠴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ నऒࠚ ࡽ࠵  ం x 2 x 2 

మ࠾ࡍ ఏࠫܽ  ࠚ ࡽ࠵నऒ ం ࠚ ࡽ࠵నऒ ం ࠬ ࡓం࠴ , ݡతफం ࠾࢐ అ࢓ރల సంఖङ  న n xݟంచబڵ࠙ ޜ
ల సంఖङ࢓ރతफం అ࠴ ల సంఖङ࢓ރతफం అ࠴ నݟంచబށڷ ޜ ల సంఖङ࢓ރఅ ݡంࡓ   మࡅ ࠾ࡍకए  x x 
కएࡅ ࡽ࠵  సంఖङ కएࡅ   అ࢓ރ సంఖङ పऱ࣒ ݀ ࠑ ܼࠊ న࣒࠳ బܽद సࠪనం ఒకڒ   x nt ޴ఇ ࠾ࡍమ ܼࠊ 
వߤ పऱ࣒  న px nx nxݟంచబڵ࠙ ޜݡంࡓ ܼࠊ న࣒࠳ ఒక ݡంࡓ ݡంࡓ ݀ ࠬ బܽदڒ సࠪనం ړ݀ ࠑ ܼࠊ 
ల సంఖङ࢓ރతफం అ࠴ ఒకܽ పऱ࣒ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ  p px nx ߖ  సࠪనం  ޙ࠼అ ړࡹ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ܼࠊ 

రऐࠪ ڴ ߖ డం అڒ ܼࠊ ࠬ ޴ߝబܽद ڵ࠙ ޜ ߘܼࠊంచబݟన ܼࠊ ࠬ ఒక ప ऱ࣒ nt ړݟफޒతफం ఒ࠴ ߖܼࠊ  pnx nt
ओߩబܽद ఇڒ ޴ంۨం܊࢑భ ڴݡంࡓ  px two px ڕࠪ అం݄ ఏࠫ݇ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ అం݄ ఏࠫ݇ ڕమన ݡ
एړࡵ ߖవ ఎంత అࡱ࢑ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ంచవ۪ऐ ओߩబܽद ఇڒ   యగల࠭.kpۯ మనం ݡ
 ఈ ऴపޒచరङ एړࡵ ߖ ࠾ࡍసం మڝ  ంచడం అ޴ߝ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ kp kp ޜడనంߨ ݡంࡓ డనంߨ  x x 
కएࡅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ కएࡅ డనంߨ  ప 1 ߖܼࠊ ࠬ డనంߨ  ऱ࣒ छ޳ 2 ߖܼࠊ  x x p ړࡹ ࡌ
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గށంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴తफం చޔరऴసం ఒక ࠳న࣒ ڵ࠙ ޜܼࠊంచబޔݡంࡓ  ޴ంࠑ ݡ వߤ పऱ࣒  ܿ ࠑ ܼࠊ 
ए࣋ ܼࠊ ࠬ ޴బܽद ఇڒ ړࡹ ܿ छ ప  ړ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ࣊  ࠑ ܼࠊ  छ ए࣋ ߦ ߖ ࡛ छ p 2 ޜܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠬ ړ ࡛ 2
 ݟంచంڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ ߖܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙

ऒߖ޳ఈ ప ݡంࡓ ړࡹ  ర޶भ ࣆۯफం޴ ఈ ࡓంݡ ర޶भ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬ࡯ڵࠫ ڕ ఉనऒ ppp ܼࠊ ࠬ ޴
ࣾࠫంచంݟ ఇڒ ܼࠊ ࠬ ޴బܽद ఇܼࠊ ޴ ࣋ए छ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡛ ए࣋ ܼࠊ  छ ࡛ ఈ ࡓంݟంܽޔࢂࢗ ړࡹంڒ ޴బܽद 
ఈ ݀ పऱ࣒ ܼࠊ న࣒࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜݡంࡓ ړ ڷࡱߕ పऱ࣒ ݡంࡓ  ࠉ   p eta ޴అ ,޴ంޔڷࡏ߭ ܼࠊ 
పऱ࣒ ݡంࡓ తफం࠴ ఈ ࣋ए ࠾ࡍమ ܼࠊ  छ ఉనऒ ࡯ڵࠫ ڕࠬ బܽदڒ ࠼ޑయబడۯ भ޶ర ࡱబంధనߖ ࡛  ڷࡱߕ ޴

ए࣋ ܼࠊ छ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳ ࡛ࠂ ࠑ ࡛ छ ࡛ మࡓ ࠾ࡍంޑ࢐ ݡవరړߖހ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఎܼࠊ ޴ࠫߖ p p 
࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ړڷࡱߕ ߖ ࡛ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳  छ ࡛ సڒ ࡔబܽद ఈ రక࠳న ऴపశऒ వ۪ऐࡌ ݞږ   రంభߦऴ ࡹߖ޵ ,
ఏڒऴగత ఒక ఉతओ కएࡅ फޒ  సమޝలङ  ఏڒऴగతࡹ ఒకܽ ࣄ࡯ޘన޴ మړࡵ ߖ ࡏࠬ ࠾ࡍए ంۧߖ޵ ࡏࠬ ,࡯ऒ  kp
లङޝసమ ࡏࠬ దట࠴ ,ࡏయగలۯ ڴలభంࣆ एړࡵ ߘంऴదతࣃ  ంۧ࡯ సమޝలङ  ఏڒऴగత ࡯ޘయڙ࠻ࡍ ߖ दం ऱܿ
మښ ࡏࠬ ࠾ࡍవలం ࡱ࢑వړࡵ ߘए ంచవ۪ऐ బܽद ఈ ऴపశऒڒ  కएࡅ ڕࠬ ࡹ  సమޝలङ  ంऴదత kp abcࣃ 
ఇవछ బݟం޴ , ऴపޒచరङ   ప ऱ࣒ లङޝసమ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ   ఏڒऴగత ࠼ߦ ڷࡱߕం ऱܿ ఆࡏ అంܼࡏ.b c
झ࡯࣊ లڶऴݟ ޶ఇర࢙ ఐ ڕࡏటࡰ  య࣒ వదभ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࡓ ݡ࠮ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࡽ࠵ ݡ࠮झ  ڕࡏటࡰ 
झࡽ࠵ ݡంࡓ లङޝసమ ޙݟంచబڵలޛ  एړࡵ ߘంऴదతࣃ  ంచంݟ అ޻ ఉࢽप ऴగత వదभ మࡅ ࠾ࡍకए  ab cߤషࡔ 
సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకం1 ߵ݅ ڴ మ2 ߵ݅ ࠾ࡍ ऴపశऒ ల ࠫऴశమం ࡅకए  ޴ఉంܿం ڴऴశమంࠫ ߤవ ߵ݅ 
మࡓ ࡹߖ޵ ࠾ࡍంݡ ऴపశऒ లۯ ߵ݅ ߘయం࠴ ݟదట ࠬړࡵ ߖ ޳ࡶ ࡏए ంۧ࡯, ఆ߯ ࠬࡏ భంగం kp kc 
కڵ࡯ంۧ࡯.
छ޳ యడం࢘ࣄޓ ߖ ࠬ   లङޝసమ ࡌ ం, ఆ߯ ࠬࡅ ࡏకए  సమޝలङ एړࡵ ߘంऴదతࣃ  ంۧ࡯ మ࠾ࡍ a abc 
ఇకए డ ࠬࡏ ఇపओ एړࡵ ߖ ښܽ ంۨన ࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆం۪ڝవ۪ऐ బܽद ఈ ऴపశऒڒ , kc ,ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ 
చరङޒబܽद ऴపڒ   ప ऱ࣒ లङޝసమ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ   ఏڒऴగత సమޝలङ ం అంܼࡏ  ఏڒऴగతڕ సమޝలङ  b c
ఏڒऴగత ఇవछ బݟం޴, ఇ޴ a 4.
6 b 2.
3 మ࠾ࡍ c 2.
కएࡅ బܽदڒ ޴వ ఉంܿంࡱ࢑ బܽदڒ 3  ఏڒऴగత࢑ ޜ ߘభ܊ంచడం ۧࣆ ࡮లభం మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ kc b a b
ం࠼ߦ ݡంࡓ ऱܿ ۯ ڴݡ࠮యవ۪ऐ .
ం࠼ߦ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ   ऱܿ ఆ࢑ ޜࡏభ܊ంచబݟం޴ సڒ ࡔబܽद ఇړࡵ ߖ ޴ए ంచడం ۧ࡮ kc
ओߩఇ ߗڒ ,లభంࣆ ऴపశऒ ݡ  
ఏࠫటం݄ ࡰటࡓ ڕࡏంߩ ݡ दܿమచऐ లङޝసమ ޴ఇ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠼ޑంచబడڵలޛ ࡱ ం  ࠬࡏ ఏࠫ m 
ऒߕޔࠓయۯ ߩ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡏంటऱ ఆ࠼ߦ ڷࡱߕ ఈ ࡏࠬ అం݄ ࡏ दܿమచऐ లޛ ߘలࣃڵफ  ఆ , ࡏ
సందరग ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అ޴ ఇߩओ లङޝసమ ݡ ం޶ࡶ ࡹ ఇߩओ లङޝసమ ݡ ం޶ࡶ ࡹ ఇߩओ  ݡ
ऴపޒచరङ  సమޝలङ ం޶ࡶ ࡹ ఇߩओ ऴపశऒ ߝఅ ߩ࢙ ఏ ޴అ ݡ  సڒ ࡔబܽद 4 0.
.2 ڕࠬ ఆ߯ ޴ంޔࡏࠪ న࣒ 2࠳ 6
3 2.
3 ఈ ࢙2 ߩ.
3 ఏ సమޝలङ ం ڒ ޶߱ࡍ޴ۮబܽद సమޔలङ త వదभ ఇࡓ ࠬ ޴ం࠼ߦ ݡంటऱ ఆࡏ సڒ ࡔబܽद ऴపޒచరङ  
ऴߦథࠫకంߘ ߖ޵ ڴంݟ ఈ ࢙ޔࢂࢗ ڕߩం޴ అߖ అڕߘం޳ం 
, ఆ సందరग ంࡹ ఏࠫܽ ࠬښ ࡏవలం ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࠳ ݡ࠮న࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ  అڝߘంࡅ ݟకए  x c x 
కएࡅ ࡽ࠵ కएࡅ ࠾ࡍమ ࡽ࠵  ఏరओ ࡽ࠵  లङޝతफ సమڜ ޴ఇ ,޴ంޔݡ ంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ d x a x 
సందరग ం2 ࠬ ࡹ.kc 

న࣒ ࣋ए࠳  छ కएࡅ ޜऴగతڒఏ ࡏࠬ కం݄޶రऴసం ఎంޔఒక చ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡛  ఏڒऴగత3 ߘ x c b 
ऒߕफࣆށڷ ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽदڒ ࡏ ऱܿ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࣋ए छ ࡛ మࡓ ࠾ࡍం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఆࡏ పऱ࣒  x x ݡంࡓ 
ం࠼ߦ ऱܿ ఆࡏ పऱ࣒  ఆ࢑ ޜࡏభ܊ంۧࡏ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ݡ࠮ అࡏࠬ ߖ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۧࡏ  
చޔరऴߖࣃऒ ओߩఇ ڴంచڵ࠙ ޜࡏంటऱ ఆ࠼ߦ ڷࡱߕ  फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఒక సࠬకరణం ఉంద ڕࠬ ݡ అకए ,ࡏ డ 
ఒక݄ ࡯ޘయ޶ మڕࠬ ࠾ࡍ ఒక సࠬకరణం ఉంڒ ޴బܽद ࠬړࡵ ߖ ࡏए ంచగڒ ࡏޑڷࡱబܽद ࠬߖ ࡏ x x
एړࡵ ంచగలڒ , ࡏబܽद ࠬړࡵ ߖ ߖ ࡏए ంచగలࡏ.x x
ऒߖ޵   ఇకए డ ఉంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ ڕࠬ ݡ  సమޝలङ  ఏڒऴగత ఎ࡮ ఉంܿంࣆࡱޘ ڕࠬ ޾ , abc 
ऴపޒచరङ  ࠬ ఎడమ ࢙ࢂࢗ ڕߩफందߦۮ ߘߝ ߖओ వ࡛झࡍ ,ߘ  ߖలభం అࣆ ࡮ۧ ޴ఇ , ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ 
పओۮ ࡮ఎ ࡏࠬ గలࣆࡱޘ ڕࠪ ࡗ అ޳ ࠬ  ߖछ సࠪనం, kc a b ړ ࡌ
ऒߕफࣆ࢘ࣄޓ ࡹఈ సమయం ࠭࠲ ࠭ సࡏࠬ ࡔ ఈ  ࣄबరంڴ ఉం݄ ࠬࡏڷ ࡏफం۪ࣄ  ࡯࢐ڝबరంڴ kc kc 
ఉంܿం޴ సࣄ  ࡔबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣋࢘ࣄޓ ߖ ߘߝफ అߩओ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ  ఏڒऴగత kc a b c 
ఏమޔ࢓ం޴ తڷठޔంڒ ޴బܽद ߘంࣄ  ړࡹ ݟबరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍb c a 
 అంښ޶ మ࠾ࡍ ఉనऒ ओߩ వ࡛झࡍ ࠾ࡍమ ݡ ओߩనڵࡍజ ߤࣾ࠻ࡍ  తగ ݡ ठవ۪ऐ  మڒ ࠾ࡍబܽद మనంb c b c 

ऴ࢐యవ۪ऐ ߖందޜठڷతफం త࠴ ڡ࠻ࡍ ࡐఇదभ ޴ంޔठڷతफం త࠴ ݞږ బܽदڒ  द అߕޔ࢓ऒ  c x b x ޻అ ࡏ
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 ࣎ द సओޒऴప ࡹऴܾ࠱ࡆړ࠼ ం޴ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఏڒऴగత ڝసం తڵ ठޙ మࡅ ࠾ࡍకए  ఏڒऴగత b x a x 
ం࠼ߦ ݡంࡓ వలంښ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ऱܿ ఆࡏ కࡓ ߧ࡯ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࡓంݡ x x 
ం࠼ߦ ऱܿ ࠳ ݡ࠮న࣒ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మڒ ࠾ࡍవ۪ऐ  x kc 
సڴࡍठ ړࡵए ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࠬ సమޝలङ షएࡍంۨ పڵࡆఉప ߘవనల࠙ ݟంߘ ంకంࡌबࣄ  ంచగల సమసङࡍ
 ,ంۨࡍڷ
సࡔ ఇߩओ చరङޒయన ऴపࣃర ݡ క ࠭ఖङࡖమ ࡹ ࠪ ంۨࡍڷ న పదం࠳ ऱܼ  ߤࣾ࠻ࡍ ߖߖ޵ , ం޳ంڕݡ
ऒߖ޵ ߘߝ ,ࡏఅంܼ ݋యంࢳڝ ఇపओ ڕࠬ  ओߩఇ ߗڒ ,ߘࣃۯ చయంࡍప ښܽ चࢁమ ߘߝ ݡ రछߖ  ۨంۧߘ 
మ࠾ࡍ ఆ߯  ۨవరࢀࢗ ߘߝ ڴऱ ఈ పదం ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ త ఏࠫ݇ ࠬڕ 
फߦۮ ऒߖڜ फ࣋ࠚరంߦऴ ޜښంత ఓڜ ߘߝ బܽदڒ ߘ ڙ࠻ࡍ  दం݋ ఒక ऴపޒచరङ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ऒߕޔݡ  AI ߘ
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴపޒచరङ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ࠭ ࣾࠫంచంݟ ఆࣣ ࠪऴతڡ࠻ࡍ ࠲ द ఎ ఇߤ అߦۮ ߖओ  ࠾ࡍद మ݃߭  ߘ
ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ , ఇޔࡏࠪ ڴ ޴ం޴, ࠭ంڴ޶ ఇࢀࢗ ړ ޴ऱన ࡹ࢐ܽ ఒకܽ ఇ޴ ࠬ అߖ b b b 
అڕߘం޳ం, ఆ߯ ߘߝ మڜࡍంత సమయం ࢘ۨ ఉంܼߘ , ఆ߯ ࠬ మࡖక అ࢓ރ అޔࢂࢗ ړ ࡊڴం޴  b n 
మڜࡍంత సమయం ࢘ۨ ఉండంޔࢂࢗ ړ ݟంڜ ޴ంత సమయం తࡌछ త సࡔ అߖ అڕߘం޳ం, ఏߕ޼ b 
తࡌछ త ఏࠫ జޔڷࡏంߘߝ ,޾ మߖڜࡍऒ  గంటࡱ ࢘ۨ ఉం݄ అ޴ ఇߩओ  ఎܿవంܽ ࡹߖ޳ ࠾ࡍమ ޶రࠪ ݡ
ओࡏࠪ ఆ సందరग ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖదࡶ  ంࡹ మనం ߮ۮओ లङޝవలం సమښ ڕమన ޴టం݄, ఇࠫ޻  ߖޒबࣄ 
కڵ࡯ ఉందߖ, సమޝలङ కएࡅ ޒबࣄ   సమޝలङ లङޝసమ ࠬ ࠾ࡍమ ޒबࣄ  ం ޳छ లङޝసమ ࡌ  b b ڵ࡯క ߖޒबࣄ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴߦథࠫకం޳ ݡ࠮ ڴछ చరङޒఈ ऴప ࠬ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ݡ࠮ ࡌ  ఇకए డ kp kpakc  
ऴపޒచరङ  
ఇ޳ ޴छ కएࡅ ࡌ  సమޝలङ  ऴగత ఈ   a bڒఏ ࡹఈ సమయం ޴క   బܽद ఇ ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ ߖంऴదత అࣃ 
మయం޶ڒ ࡹ స   ◌ే ఎ   ޶కం݄ ఈ ࣄबࡹޒ స   ޝలङ ం ڒ ޶ࡶڝࡏۯబܽद ఇ޴ మ ◌ిࡅ ࠾కए  సమޝలङ  a b 
.޶ڒ ంऴదతࣃ
  ఇ  
ࠬ ऴపޒచరङ छ޳ ऱࢁమ ޴అ ࠾ࡍణకం మڷ  ओߩఇ ߗڒ ,సࠪనం ړ ࡌ లङޝసమ ޴ఇ ݡ ంࡹ ఏڒऴగత ޶ڒ q a b
ఇ޴ ఏ సమయంࡹ అߕ࠼ ఏڒऴగత అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సమయం ࠪࡍనߩओ  q q ޜసమయం  ޴ంޔࡏࠪ ݡ
లङޝసమ ޴ߝఅ ࡹఈ సమయం ࠾ࡍమ ܿߦ  q q ޴ߝసࠪనం అ ړ޶ఐ ݟంߘ ޶ఐ ݟంߘ ంకంࡌबࣄ 
సమޝలङ నऒࠚ ݟంߘ ంకంࡌबࣄ  ంڴ ఉంܿం޴, సమޝలङ पࢽంకం ఒక ఉࡌबࣄ  ऴగత వదभ ࣄबరంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ 

సమయంޔࡏࠪ ޜంڒ ޴బܽद ߘߝ సछ చऑ q a ߘంۧࠚరంߦऴ ޜ న࠳
సछ ڕࠬ బܽदڒ చऑ ణ࠭ సछࠪࡍఒక ప  ޴న࠳ చऑ ओߩఅ ޴న࠳  ఈ a a ݟంߘ ݟంڝߘందޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
వరڕ ऴపޒచరङ  జޜڷࡏందߖ అڕߘం޳ం , అ޴ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డޔࢂࢗ ڕం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎకए  ݩ
సమޝలङ ڡ࠻ࡍ నߩ࢙ న ఈߩ࢙ బܽद ఈڒ ࡔంకం సࡌबࣄ  द ޳छ ఉతओ ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ ࡌ లङޝబܽद సమڒ फޒ  ړޒबࣄ 
ڙ࠻ࡍ ࠬ ޶ం࠭ ߝڕࡏۯ दం݋ సంఖङ  ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఉతओ एڕफ తޒ వ ఉతओ एڕफ తޒ వڴ 
ఉంܿం޴, ఈ సందరग ంߘߝ ࡹ సమޝలङ ంޜ సమޝలङ ం࡯߱ ޜऐ నటऱޙ࠼ అޔ࢓ంߘߝ ,޴ p p q p 
సమޝలङ ంޜ సమޝలङ ం࡯߱ ޜऐ   ۫࣋फ, ఉతओ एڕफ తޒ వڴ ఉనऒ ం޶న ࠭࠲ ఆࢢం޴ۯ ࠬ ఉతओ  r ڴफޒ
ఉంܿంڙ࠻ࡍ  ޴ दం݋ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ పࠪࡍణం ߖ޵ కం݄ ۨనऒ లङޝబܽद సమڒ ޴ ం 
एڕకం݄ త ࠬ ޶ం࠭ ړߖݞవڝࡏۯ వڴ ఉంܿం޴  q k 
, ఆ సందరग ంߘߝ ࡹ సछ చऑ ङߪ న࠳ b b ڕంత సమయం వరڜ ऱࢁమ ޴ంޔڷࡏफ ఏࠫ జ࣋ࠚరంߦऴ ޜ ࡛
ఉతओ  ࠲ఒకܽ ࠪऴత ࡹफޒ
క࠻ࡍ द࡛ ऒߕफࣆࠚరంߦऴ ޜࠉ ࠭࠲ ࡹ޶బܽद ఇంڒ ޴ऱంࢀࢗ ړ  మࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  బܽद ఈڒ ޴ࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ
సందరग ంߘߝ ࡹ మࢁऱ ߷రछ ࡛ न ڝ ߤࣾ࠻ࡍసం ߖ ࠪऴత࠲ గࣆށफߕऒ छ޳ ߖ ఈ ߘߝ  ߘߝ బܽदڒ ߘ q q ࡌ b a 
ࠪరऐ డం ڒ ޶ࡶబܽद ޳छ छ޳ 1 ࠬ ࡌ ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 5 ࠬ ࡌ एڕకం݄ ఎ ݡ వڴ ఉంܿం޴b a q k 
ఈ సందరग ంࡍ ࠬ ࡹవ࡛झ వ࡛झࡍ ߤࣾ࠻ࡍ  छࡔ࢘ ݡ࠮ ڕࠪ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ   ࡱޔबࣄࡍప ࡏ
ఉߕऒ एڕఒకܽ ࠬ త ࠼ వ  కం݄ అߩओ చరङޒऴప ݡ  ߷రछ ࡛ न ڜ ࡹ ߤࣾࡓݧనޔڷࣃం޴ అం݄ ړ q k q k 
సࠪనం అߩओ లङޝసమ ࠬ ݡ ం ࣃब एڕకం݄ ఎ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబߧ వڴ  k q 
ఉం݄ ࡍవ࡛झ వ࡛झࡍ ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ   qޜసమయం ߖ ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ 
ऱߦ  एڕఖ కం݄ ఎࡔవऴక ߝఅ ޴ఇ ޴फంࣆవ ޴ఇ ڕफ మన࣋ۯ ݋ వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ కం݄ తڕए వڴq k q 
ఉంܿం޴ అڙ࠻ࡍ ޴ߝ दం޳ ݋छ ఉతओ ࠬ ࡌ అం݄ ఉతओ ޴ంޜठڷబܽद తڒ फޒ ڙ࠻ࡍ फޒ दంޜࡏࠪ ڴ ݋ం޴ q q 
వ࡛झࡍ బܽदڒ వ࡛झࡍ ߤࣾ࠻ࡍ  ޴ంޜڷࡏజ ࢟ࡓ ߤࣾ࠻ࡍ   rse ޴ంޜڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ 
, అޙ࠼ కం݄ తڕए వ ఉం݄ ࡍవ࡛झ q q q p ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ܿߦ ޜసమయం ,޴ంޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ 
ओߩనڵࡍ߭ ڵత ࠾ࡍమ ݡ ठనߩओ అర ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ बం ߷రछ ࡛ न ڒ ߤࣾ࠻ࡍబܽद ఇ޴  ߷రछ ࡛ न r q 
వ࡛झࡍ ޴ఇ ࠾ࡍసం మڝ రछ߷ ߤࣾ࠻ࡍ ࠾ࡍసం మڝ ߤࣾ࠻ࡍ  ࡛ न ޔࢂࢗ ࡹ ߤࣾࡓݧంࡍ ޳ࡶ ޳వ࡛झ  
 కం݄ k ݋యంࢳܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ బܽदڒ ޴ంޜݡంచబڵࡆఉప ޴ఇ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ߖఅ ޳फంࢂࢗ ࡹ ߤࣾࡓݧ
ఎڕए వڴ ఉం݄ ࡍవ࡛झ घࣄఆక ߤࣾ࠻ࡍ  కంڴ ఉంܿం޴.
 ऴపޒచరङ एڕణకం కం݄ తڷ  వڴ ఉనऒ ओߩ చరङޒऴప ࠬ ݡ  సమޝలङ ంࡹ ఉంܿం޴, అߩओ రछ߷ ࠬ ݡ ࡛ न k 
రछ߷ ߤࣾ࠻ࡍ ࡛ न ڜ ߤࣾ࠻ࡍనޔڷࣃం࢑࠙ ࠭࠲ ,޴ంۯ మࡖక ऴڜ ߘ ࠆڴనࣆڵࣃफం޴, ఇ޴ వࡓझ  g ߤࣾ࠻ࡍ ࣒
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फరࣅ࢑ पం ࡅకए వङ ړ߅ࡍప ߤࣾ࠻ࡍ  ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴకంࡔޒ డ ఉߕऒ రߖ అڕߘం޳ం ࡅకए  g g  
ఇకए డ ఉం޴ ऴపޒచరङ  ఇ޴ ఇ࡮ తڷठޔందߖ మ   ◌ం ఆࢢం࢑ ۯధంڴ జరڴలߖ క   ڕࡏంܿంߗڒ ޴ ఇ޴ b 

జరగ޶ మ࠾ࡍ అ   ◌ి ऴߦథࠫకంڴ  సమޝలङ ం ఎంڕ޶ ఉం޴ మޔࡹ ࠾ࡍ ఉంܿందڕࠬ ߘߝ ߖ y 
ओߦۮ లङޝషद సమߖన కޚࡹ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޔࡹ ఒక ࠾ࡍమ ߘ ం వదभ ߰ందబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ 
కߖషदం మ࠾ࡍ క߮࡯టߩओ నऒޔ޶ం߰ ࠾ࡍమ ݡ ओߩ द࡮ݥ ݡ झړࠫ  ంڒ ۃరణంڴ వࣆफం޴ a b a b g a 
మ࠾ࡍ ࠫऴశమ ఎంऴ݇ߖߨ ߭ంۨనߩओ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴऴశమంࠫ ݡ द࡮ݥ తफం࠴ ࠬ  b ag ah g ړ 
సహڒరం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ࡮ݥद  అం݄ ऴߦథࠫకంߘߝ ڴ ఇకए ఇకए ݟంߘ ݟ द࡮ݥ ޙࢀࢗ ړݟ  ఈ సమయం g g 
వర࡮ݥ ࠬ ڕद  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం࠳ ࡏࠬ  ޴న࣒ ࡮ݥद  అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ తڕए వڴ g b gb ga g 
ఉందߖ మ࠾ࡍ ఈ ࡮ݥ ࡹ ߤࣄࡓद ऒߕࣆ   కం݄ ఎڕए వڴ ఉందࡏࠬ ߖ ۫డగలڒ , ࡌబܽद ࠬࡏ ఈ g 
ऴߦంతంߘ ࡹంޙࢀࢗ ړ ݟ ऴపޒచరङ  అߘ ޴ంޔࢂࢗ ړ ݟం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎߩओ కం݄ b a  ݡ a b q k 
తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ చరङޒऴప ݡ एڕణకం కం݄ తڷ  వڴ k q k 
ఉంܿం޴, అߩओ రछ߷ ݡ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ ऴపޒచరङ एڕణకం కం݄ ఎڷ  వڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ k 
ఏ ࡍవ࡛झ घࣄఆక ߤࣾ࠻ࡍ  కంڴ ఉండ޶ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ సࠪనంڴ ఉంܿంړ  ޴ మనڕ q k 
సమޝలङ ం ఉంڒ ޴బܽद వ ఉߕऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ  ࠼ ం࠼ߦ న࠳ ऱܿ ࠴దܽ޴ , అ޴ߝ కం݄ తڕए వڴree q kc 
ఉనऒ ओߩ చరङޒऴప ࠬ ,ࡔస ݡ  
߷రछ ࡛ न ڜ ࡹ ߤࣾࡓݧనޔڷࣃంࡓ ,޴ండవړ ޴ సࠪనం అ࠼నߩओ రछ߷ ݡ ࡛ न ڜ ࡹ ߤࣾࡓݧనޔڷࣃం޴, ఆ߯ q 
ऴపޒచరङ  సమޔలङ తࡹ ఉంܿం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ޴ అ޴ߝ ऴపޒచరङ  q k.޴ంޔڷࣃనڜ 
  తࡌछ త ࡍవ࡛झ వ࡛झࡍ ߤࣾࡓݧ   q ݋యంܽڝ ߤࣾ࠻ࡍ ࠾ࡍమ ߤܾڝ ߤࣾ࠻ࡍ బܽदڒ ,ݟగంࣃనڜ ࡹ ߤࣾࡓݧ 
మܽڝ ࠾ࡍయం݋ ఇ޴ మ࠾ࡍ సమޝలङ చరङޒऴప ޴ߝంకం అࡌबࣄ ంకంࡌबࣄ  కएࡅ   ऴపޒచరङ  శ q k޴ 
కएࡅ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ړߖݞవڝࣆࡱޘ ߘశ޴  ,  ఉ޳హరణڕ ఈ ڝࣆޓ ړ ߘࣆښంݟ మ࠾ࡍ b k 
ఈړछ చరङޒऴప ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࣆࡱޘ ڕߕ ߖఅ ڷࡱߕ వࡱ࢑ ࠬ ంకంࡌबࣄ ࠹యࠉऴ࡯  kc 
ࠫऴశమంࡹ మనࡍߖ ڕ भషद సమయంࡓ ࡹంߩ ݡ दܿమచऐ ऒߕఉ ࡱ యߖ అڕߘం޳ం ࡏࠬ ޳ࡶ ఇంࡹ޶ t 
ऒߕफࣆ࢘ ࡱ ࡽ࠵ ݡంࡓ ڕࡏటࡰ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࡗమ ڕࡏటࡰ రߖ అڕߘం޳ం .

ఇߩओ చరङޒయగల࠭, ऴప࢘ ߕమనం అంచ ݡ  ࠭ంޔڷࣃ ڕ޶ం޳ࡶ ޳ ऴపޒచరङ వ࡛झࡍ   b   ࡹశ޴ 
జޜڷࡏం޳ అߖ మనం అంచߕ ࢘యగల࠭ ࠪڕ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡱ࢑ ࡹవ మనڕ kc q 
బܽद అం݄ ࠬ సగం అం݄ ఇకएڒ ڷࡱߕ ࠑ ݡంࡓ అం݄ ࣆࡱޘ డ అం݄ ఏࠫ݇ ࠬࣃ۫ ࡏफ  q q kckc ࡏ
एڕబܽद ࠬ కం݄ తڒ వ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ऴపޒచరङ  చరङ రछ߷ ޴ంܿంڕࣆޓ  ࡛ न ࡹ ߤࣾࡓݧ q kq kq 
࠭ంޔڷࣃ ڕ޶ం޴ ߷రछ ࡛ न ߤࣾ࠻ࡍ ߤࣾࡓݧ ఇߩओ రछ߷ ݡ ࡛ न ڜ ࡹ ߤࣾࡓݧనޔڷࣃం޴, ఇߩओ  కࡖమ ࡏࠬ ݡ
సందࡌग ऒߖ द ఉనऒ݃߭ ߘߝ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅం݄ సగం అ ,ߖڜࣆޓ ړ  झڡࠈ   b kc kc ߖڕࣆޓ ߘ 

కएࡅ కएࡅ  ࠾ࡍమ ޙ࠼ంۨనటऱݟܔ ߘల ࡽ࠵ ݡంࡓ   a b b , ړ ޴అ ࠾ࡍమ ࡽ࠵ ڷࡱߕ 
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ ߘߝ ߖఅ ޳ంޔࡏࠪ ړ ޳ࡶ ޳ంޔࡏࠪ झ࡯࠻ۯ మనం ,ߘ ంద࡮ऱ  మ࠾ࡍb q 

छ޳ ߘవࡱ࢑ छ޳ ࡽߩంࣄ ࠬ ࡌ एړࡵ ࡌ ంచడం మ࠾ࡍ ఇࡓ ࠬ ޴ంڒ ݡబܽद  ޳ ڷࡱߕछ  q ab b ݡంࡓ ࡌ
छ޳ ڷࡱߕ బܽदڒ ओߩఇ ݡంࡓ ࡌ एڕకం݄ ఎ ࡏࠬ ݡ వࣃ۫ ڴफ  q kc ࠬ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠾ࡍమ ࡏ
వ࡛झࡍ एڕబܽद ఎڒ ޴ంޔڷࣃనڜ ߤࣾ࠻ࡍ  వ ڴ ࠪరऐ బޔݡం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ߰ం࠳ 4 ޴޻న࣒ b a x 2 
 ప ऱ࣒  మښ ࡏࠬ  ࠾ࡍవలం ޳छ కనछ ࡌ ࡍ दంޑ࠴ ۃफ ऒߖ एړࡵ  ంచవ۪ऐ  x addi x 

ప 2 ࠑ న࣒࠳ 4 ޴ߝంచడం అڵࡆఉప ߖ ऱ࣒ kckc޴అ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖڴస ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  x x 
సړߖڴ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠴దటڴ మనం  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ లߘ ఏ ޴శࡹ కߘߝ ޙߧ࡯ ఏ a ba b 
వ۪ऐڝࣆࡱޘ ڴలభంࣆ మనం ߖఅ ࡯ߦకల ࡹశ޴ .
  ఏ ޴శࡹ ऴపޒచరङ  

 b a a b qk qk ࠾ࡍమ ࠾ࡍफ మ࣋࡯ޘ ڕߕ వࡱ࢑ ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࣃనڜ ڕవర ݟంߘ ޳ࡶ ݟంߘ
లऐ߱ ߘవలࡱ࢑ డం ޳छ వ۪ऐڝࣆࡱޘ మనం ࡌ  మڕߕ ࠾ࡍ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ q k q k q 

కएࡅ  ࠾ࡍफ మ࣋࡯ޘ  q k ࠾ࡍవ మࡱ࢑ 
మࡅ ࠾ࡍకए  ఏڒऴగత ࡅకए  ఏڒऴగత ݞږ మనం ۮపओ గల࠭, మړ ࠾ࡍ ఎంతࢂࢗ ڴफం޳ࡶ ޾  a b a b 

వ࡛झࡍ వ࡛झࡍ ޙڵࡍజ ߤࣾ࠻ࡍ  వ࡛झࡍ ޙ࠼అ ߤࣾ࠻ࡍ   ఎంత a b ړ ޙࢀࢗ ړ ߤࣾ࠻ࡍ ఒక ޙ࠼అ ߤࣾ࠻ࡍ 
.޴फంࢂࢗ
వ࡛झࡍ  నऒޔڷࡏజ ߤࣾ࠻ࡍ  టऱޙ࠼, 
फࣃ۫ ࠲ऴతࠪ  ߘరణ ࠙వనల߄ࣃ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍవలం మښ ࡏࠬ రࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ.kc q 

ఎంత అۮ ݞږ ߖపओ గలࡏ ఎంత ࠬ ऴపޒచరङ  ऴపޒచరङ  ࠬ ऴపޒచరङ    h 
࠭ం޴ ڕ޶శࡹ ࠭ంࡍ ޳ࡶ ڕ޶వ࡛झ వ࡛झࡍ ޳ࡶ ࡹశ޴   ఎంత ړࠉ ఒక ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ఎంత ࡹశ޴ 
एړࡵ ޾ంޔࢂࢗ ఎంత ړ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ంచగޔࢂࢗ ړ  ޳ࡶ ࠭ޑڷࡱంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ b a b s
ఉపߕङ సంࡹ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఆࣃ࢘ߧफ ऐࡍంۨ చࡍڷ ऴతంࣇ ࠻࡯ܽࢲ ࡰ ,࠭ फࣃ ధనङ ࡮ۧ ࠭  ࡱ޳࢐
 ڕࠬ
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