
ऒߕޔࠓమనం ۫డ ܌ࡗ దయం ఈࠤࢤ ం రࣃయన బంధం ࡅకए  పరࠪރ కࣾङ म޳ࣄ  ంతం మనం ఇంతڕ ࠭ం޶ 
కएࡅ యన బంధంࣃర ޴నࣄ۫ झߤࡵ࢘  झߤࡵ࢐ బܽद ఆڒ ޒపదम ݭంࠈ  छڒ ݞږ ޒపదम ݭంࠈ  ంటం ߖڒ࠱కࡽ పదमޒ అߖ 
छڒ కࡖమ ݦవబࡱߧ ంటం ߖڒ࠱కࡽ పదमߖޒ ۫డߕޔࠓऒ ం ఈ పదमࡹޒ పరࠪރ కࣾङ  బంధం పదमޒ ఉ࠹ ఇߤࡵ࢐ ߤझ  
ऒߖ߄ఆࣣ, ఒక బం ݭథ࠱ ݭంࠈ  ఏరओ రచړߖݞ మనڕ ఒక జత ఎలवڒदߤ ఉం޴, ఆ జత ఎలवڒदߤ ఒకܽ ࡓంڒ ݡ࠮ ݡవ۪ऐ  
एڕత ࡮ۧ ݞంڕڒ ڴ ߤदڒఒక ఎలव ࡱ ߤदڒఎలव ߗڒ వڴ ఉంࠈ ࡯ݞङ झߤࡵ म޳ࣄ ݭంࠈ  ంతం ఒక ఎలवڒदߤ లߘ ఉపڵࡆంచడం
छ޳ ఏరओ ࡌ ࠪ ంۨࡍڷ న బంధంݟ ऱܼ డ޶, పరࠪރ కࣾङ म޳ࣄ  ంతం ࡍڷంۨ చࡍऐ फనऒࣆ ओߩ फࣃ۫ ߘݞޙ ݡ  బܽद ఆڒ ࠭
ठࡌࠪ నऒڕపం۪ ࡱ  ఎలवڒदࡌࠪ ߤठ म޳ࣄ ల బంధ࢓ࠈ ࡱ ంత పదमړޒ సంబం߅ంۨనంతవరڕ అ࢓ރల మధङ  ఉߕऒ  ࠼
మ࠾ࡍ ఇ޴ పరసओ రం ఉంܿం޴. పరࠪރ కࣾङ म޳ࣄ  ంతంߖࡹ పరࠪ࢓ރల మధङ  పం۪ڕనऒ  ރపరࠪ ڕమన ࠹ఉ , ޴
కࣾङ ऒߕఉ ࡱ యࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ బܽदڒ ,࠭ ऱܿࡏࠬ ڴ ܼ అࣆ ࡮ۧ ޜ࢐ܽ ޙ࠼పۨࡍతం ఒక ࣝऴݩజߤ 
పరࠪ࢓ރ సࡔ, అకए డ ఒక ߙङ ړ ऱయ࣒ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఒక ఎలवڒदߤ బయట ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴ ए࣎  సంڝ ంగ࡛ సࠬకరణంݟ
ఒకڜߖ޳కܽ పరసओ ర చరङ  ఖۨऐ తంڴ పࡍషए ړశ ښఓ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబࡍ फ ࣃब కࣾङ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭޳ం߰ ߘల࠼  s p
కࣾङ  కࣾङ  ఎࠆ ఆࡍख టڒ ࡽబܽद ఈ కࣾङ झڡߖڒ࠱ ࢟࢘ ࡱ फࣃށగࡍప ڴ ࢟࢘ ߘల ߤदڒఎలव ࡹ   d ޳ࡶ ࡱ ߤబܽद ࢘࢟ ఫంࣾڒ ࡏ

ङࠪ థܽ࠱కࡽ ఫంࣾࡱ ߤ ࢘࢟ ఫంࣾࡱ ߤ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ , ఆ తࡌछ త ఈ ऴ ए࣎  ڕ࢓ރపరࠪ ߤజݩంగ࡛ సࠬకరణం ఈ ࣝऴݟ
࣎ए సం ఖۨऐڝ ࢓ރపరࠪ ߤజݩబܽद ࣝऴڒ సࠬకరణం ۃంࡍ తంڴ పࡍషए ړశ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబࡍ फ ࣃब  ࠾ࡍమ ࡱ࠼
కࣾङ లߘ కߕھߘऒ ࠭ కࣾङ ङڕ࡯ࠪ ࡏࠬ ڴ࢑ధం ޻అ ࡹ ల࡛ అ࢓ރల ڝసం ࢗళच వ۪ऐ  sp d ڕయం࡯ࣖ ࡏࠬ బܽदڒ 
ࣝऴݩజڝ ߤసం ࢀࢗच నߩओ ङߙ ࠬ బܽदڒ ࡔస ݡ ړ ऱయ࣒ ࠬߙ ڕङ ړ ऱయ࣒ ఉం޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఎలवڒदߘऱ ఇకए డ ఒక ఎలवڒदߤ 
ఒక ఎలवڒदڒ ߤబܽद ఇ޴ ఒక ఎలवڒदߤ. మࡖక ఎలवڒदڒ ߤబܽद ఈ ఎలवڒदߤ ఈ ߙङ ړ ऱయ࣒ ޳छ ࡍఆక ࡌ लంపబޔݡం޴ ఈ ఎలवڒदߤ 
ఈ ߙङ ړ ऱయ࣒ ޳छ ࡍఆక ࡌ लంపబޔݡం޴ అࡓ ڼ࡮ంݡ ఎలवڒदనऱ మధङ  ࢑కర लణ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇݡ࠮ ޴ శࡎరం um p 
సమసङ లߘ సڴࡍठ పࡍషए ړసం శڝ ల࢓ރసం అڝ ల࢓ރఅ ښ޶అం ,࠭ࡶంచࡍ फ ࣃब एړࡵ ߘల࠼ ంచ࠭࠲ ړߖݞ 
ఇం۪ࠫం۪ పదमߖޒ అߘసࡍంۧ࠭, అ࢑ ޻ధంڴ మనం అవలంࠉంచవ۪ऐ సమసङ ߗڒ   ఏࠫటం݄ పరసओ ర చరङ  సంఖङ  
एڕఎ ࡮ۧ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद సࠬకరހల సࠬకరހలߘ పࡍషए ల సమనछ࢓ރంచడం అࡍ య సࠬకరణం. అ޶ڒ ޴ ఇ޴ 
పࡍషए సమసङ ࠹ఉ ޶ంచబడࡍ ठڴࡍస ߘ  పࡍషए ఖۨऐ ࠭࠲ ,కషदం ࡮ۧ ంచడంࡍ త࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘన࠭ࡶ, అߩओ  ݡ
ण܉ఉ ࠭࠲ एࢲࡍప ߩం࠼ ऱࡿࢗ సంڝ లࡌ घࡍߖ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ࡯ ంۯటߩओ ఇకए ݡ డ అ࢑ ޻ధంڴ అߘసࡍంۨనటऱޙ࠼ 
యవ۪ऐۯ ࡮అ ݞږ ࡏࠬ ङߙ ࡏࠬ  ړ ऱయ࣒ ڕ ऴܼ߱ߘ ߤ మ࠾ࡍ ఎలवڒदߘ ߤ బయܽ ఎలवڒदߤ లࡱࢗ ڕప࡯ కࣾङ లڕ 
फనऒࣆݟܔ  ఎలवڒदߤ పరࠪۯ ړ߯ ߘ࢓ރరऐ ంݟ, త޳छ ङߙ ࡏࠬ ࡌ ړ ऱయ࣒ ړ߸ ߘझ ంۯ ۃయడం ޳छ  ޻అ ߘల࢓ރఅ ࡌ
࢑ధంࡍߖ ڴघ ంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణߙ ڕङ ړ ऱయ࣒ మߙ ࠾ࡍङ ړ ऱయ࣒ అߖڜ ࡹ࢓ރऒ  అࡱ࢓ރ అࠗ ࠪږ࡯ङ  ఆ߯ a b ,ࡽ
కࣾङ ރఅం݄ పరࠪ , ࡯ంۧݟܔ ߘ ߤदڒఎలव ړ࢐ܽ ࡏࠬ छ޳ ల࢓ރఅ ,ࡔస ࡱ ఏరओ ࡌ న కࣾङݟ  ߖߖ޳ బܽदڒ ࡔస ࡱ
ङڕ࡯ࠪ కࣾङ .ࡏఅంܼ ࡮ ङڕ࡯ࠪ ࡏࠬ ࡹ ల࡛ ڕܼࠊ ఎలवڒदݟܔ ߘ ߤంచవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ అ࡮రం శړ फ ࣃब  r ߘల࠼
एړࡵ ంచవ۪ऐ నऒڕݡږ ޜऴశమ ࡮ۧ యడంۯ ఆ గణన ߗڒ  షएࡍठ పڴࡍస ࠾ࡍమ ޴ ړశ ࠹ఉ ࠭࠲ ښ޶అం ޶ంచబడࡍ फ 
बࣃ  ण܉ఉ ߝھߘక ߘల࠼ ऱࡿࢗ ړޒపదम ߩం࠼ ण܉ఉ .࡯ కࣾङ ރపరࠪ ߖޒపదम ߩం࠼ ల అރ కࣾङ ల సరళ కల࠼క అߖ 
फࣃࡱߧ ړశ ߖࡹల࢓ރఅ ,ࡔస ޒపదम ޴బܽद ఇڒ ,ࡏ फ ࣃब క ఉనऒߘࢗ ޒఈ పదम ړߖݞనھߘక ߘల࠼  ऴߦథࠫక తరए ం lcao 
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం. ఒక ఉ޳హరణ޳۫ ࡹभ ం. ఈ రకం ݀ పऱ࣒  h ࠾ࡍమ ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ ڕࠬ బܽदڒ ݟడం۫ ߘ࢓ރఅ ߖࡹ 
మࡖక ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ అߩۮ ߖओ మధङ ࢐ܽ ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ ޴ం, ఇ޳ంڕ  ఒక b 
ఎలवڒदߤ ఉం޴ ఇߩओ झڡߖڒ࠱ ࢟࢘ ݡ  అܼࠫڡ ఆࡍख झࡽܼ కࣾङ ރపరࠪ ఇ࢑ ࡹ  छ޳ లހతరంగ సࠬకర ࡱ ࡍవ ࡌ पంచబݟన࢑ 
సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ ఈ ࣝऴݩజߤ అڕࣆޓ ߘ࢓ރం݄ ఈ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރ సࡔ అ޴ కڵ࡯ ఉం݄ ఈ ࣝऴݩజߤ అࡅ ࢓ރకए  
పరࠪރ కࣾङ छ޳ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ߘ ࡍవ ࡌ पంచవ۪ऐ  ఈ ࣝऴݩజߤ పరࠪࡅ ࢓ރకए  మ࠾ࡍ పరࠪރ కࣾङ  phi a ࢟࢘ ߘ
ఫంࣾߤ ఇߩओ ࡍవ ݡ पంచవ۪ऐ  phi b ࢓ރఅ ڡࠫ݇࠻డ ڡߖ࠵ࣟݧ ߕ࠮ఒక న ޴ఇ ,޴ఉం ࢓ރఒక అ ڕࠬ బܽदڒ ,
ङߙ ݡంࡓ బܽदڒ ࢓ރన అ࠳లభࣆ ࡮ۧ ړ ऱయ࣒ ఒక ఎలवڒदڒ ࡱ ߤబܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ  ݡంࡓ ݡంࡓ బܽदڒ 
ङߙ ړ ऱయ࣒ వߤ ఎలवڒदߘऱ ఓڒ ښబܽद ࠬڕ ఇకए డ ఎలवڒदߤ ఉంߙ ޴ङ ړ ऱయ࣒ ߙङ ړ ऱయ࣒ ڒబܽद అ޴ ఇకए డ ఆకࡍ लంచగల޶ ఈ 
ఎలवڒदߤ ఇకए డ ఆకࡍ लంచబడవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మధङ  ࢑కర लణ ఉండవ۪ऐ ర పరసओࡎశ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ  ర చరङ  అߕ࠼ సࡔ ఈ 
రక࠳న పరసओ ర చరङ సమనछ ࡱހసࠬకర ڕ య సࠬకరణం సڴࡍठ  పࡍషए ధङࣃ ంచడంࡍ ం ڒ ޶ڒబܽद మనం m go for m 
ళचࢗ సంڝ ण܉రణం మనం ఒక ఉڒ ړߖݞ ऱࡿࢗ ړޒపదम ߩం࠼ ఖۨऐ ޴అ , ࡯ త࠳న ࡱ࢑వల࡮ۧ ڕ దగ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ 
ఉ܉ण కࣾङ ރఏࠫܽ అం݄ పరࠪ ޒపదम ߩం࠼ కएࡅ  కࣾङ ރక పరࠪ࠼య࡛ కలߖࡰ  కएࡅ   ఈ సరళ కల࠼క ߘࢗక um 
ఉనऒ  ऴߦథࠫక ఆࡹచనߘ ఈ నߕ࠮ అߘ࢓ރ ఉపڵࡆంۨ ࢑వࡍంచవ۪ऐ  a ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ ݡంࡓ ڕࠬ బܽदڒ ,
మ࠾ࡍ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ మ࠾ࡍ ఏ వదभ ఎలवڒदߘ ߤ కڵ࡯ ఉంݦ ఒక ఎలवڒदߤ ఉంܿంߘߝ .޴ ఈ ࣝऴݩజߤ b ti 
పరࠪڕ࢓ރ దగ ठరڴ ఉండగలߘ సࡔ అߩओ కएࡅ ࢓ރపరࠪ ߤజݩఈ ࣝऴ ࡏࠬ ݡ  ࢘࢟ ఫంࣾߖ ߤ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡌ
ఎలवڒद࠴ ޳ࡶ ߤతफం అ࢑ ߘ࢓ރవࡍంచవ۪ऐ కएࡅ ࢓ރఅ ߤజݩకܽ ఉం݄ ࣝऴࡖవదभ మ ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ ,  ࢘࢟ ఫంࣾߤ a 
छ޳ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ߖߖ޵ ࡌ . ఆ ఎలवڒदߤ ఈ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࡮ۧ ڕ࢓ރ దగ ठరڴ ఉంܿం޴, అߩओ  ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ݡ
ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల మధङ  ఎకए ఉనऒ ڵ࡯క ߖ ߤदڒఈ ఎలव ߕݧ టऱޙ࠼, ఇߩओ కएࡅ ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ ݡ  ࢘࢟ ఫంࣾߖ ߤ b 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ కएࡅ ߤदڒఈ ఎలव ࡌ  ऴపవర फనߘ వࡍ पంచవ۪ऐ . ఈ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރ అߩओ  ంۨ ఈࡍڷ ࢓ރఈ అ ݡ
పࣄࡍबߖޒ ఉపڵࡆంۨ మڒ ࠾ࡍబܽद  ప ऱ࣒ కࣾङ ݡంࡓ ߖన࣒ అ࠳ ޳ࡶ  లߘ కలపడం um va phi b psi phi a phi b 
छ޳ కࣾङ ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ޳ࡶ ࡌ కएࡅ   తరంగ పߘࡏޓߖ కలపడం ޳छ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ࡌ . పరࠪ࢓ރ మ࠾ࡍ a 
పరࠪރ కࣾङ  ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރ సࡏࠬ ࡔ ఈ ࡓంݡ పరࠪ࢓ރల మధङ  ఎకए  b ࡏࠬ ߖޒबࣄࡍప ۯంࣄవߖ ߤदڒఎలव ݩ
వࡍ पంచవ۪ऐ ప  ࡔతफం స࠴ తށజగࠊ న࠳బܽद ఈ రకڒ  ऱ࣒ కࣾङ ރపరࠪ ߘన࣒ ల࠳ ޳ࡶ  ల సరళ కల࠼కphi a phi b i 
అࣃࡱߧ ߖफ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ڼ࡯ऴ࢐యగ ࡏࠬ బܽदڒ ,ࡏ  వలంښ ࡏࠬ ఒక సࠬకరణం ڼ࡯ऴ࢐యగ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼

 ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐݟܔ ߖ 5  , మࡖక సందరग ంࡏࠬ ࡹ తరంగ సࠬకరހల࠳ ߘన࣒ ࢘ࣄޓ ߖయవ۪ऐ  phi a b phi a phi b
కएࡅ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ݡంࡓ బܽदڒ క࠼య࡛ కలߖࡰ .ࡏఅంܼ ߖߖ޳ బܽदڒ క ఒక సందరग࠼య࡛ కలߖࡰ  ంࡓ ࡹంݡ a 
సࠬకరހలߘ ఇࣆफం޴, మࡖక సందరग ంࡹ ࢘࢟ ఫంࣾ࢘ࣄޓ ࡱ ߤయబడڒ ࠼ޑబܽद ߖߖ޵ అంܼڒ ࡏబܽद ߖ޵ కల࠼క v va
 ప ऱ࣒ छ޳ ښఓ ߤన ࢘࢟ ఫంࣾ࠳సࠪన ڕ  కएࡅ ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ  psi phi b 
పరࠪރ ࢘࢟ ఫంࣾߤ ఇ޴ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ కల࠼క ࡅకए  పరࠪރ ࣝऴݩజߤ పరࠪރ ࢘࢟ ఫంࣾߤ a b psi psi psi 
छ޳ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕࣆफంڒ ޴బܽद ܌߹ ߖߖ޵ అంܼ܌߹ ߖߖ޵ ,ࡏ అంܼࡏ సࡔ ఇߩओ फࣃۨࣇ ࡏకࡖమ ߖߖ޵ ݡ  psi ࡏ
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ओߩసࠪనం ఇ ړ झ࡯ంۧݟܔ బܽदڒ ࡔబܽद సڒ ޒबࣄࡍఈ ప ݡ న మࡗ ࠭ఖङ కరణphi a minus phi bނర߄ࣃ ޒࠫࡌన ప࠳
ఉండవ۪ऐ ߖڕ࢓޶చ ࡹఆ సమయం ࡏࠬ , ంకం అం݄ ఏࠫܽࡌबࣄ కరణނర߄ࣃ ంకం అం݄ࡌबࣄ   ރపరࠪ ࡏࠬ 
घࡌߖ ऐࡍంۨ చࡍڷ లހ ంచడం ڴࠈ ޳ࡶ అధङ యనం ۯయడం వలన ࠬࡏ ఇߩओ ఉనऒ ݡ త తరగޔలࡹ ఎڕए వڴ 
చڒ ࡏޑ࢓޶బܽद ߄ࣃ ߖߖ޵రނకరణ ࣄबࡌంకంڕࣆޓ ڴం޳ం, ఇ࢑ ࢘࢟ ఫంࣾݟܔ ڕ ߤంచబݟన ߄ࣃరނకరణ ࣄबࡌంకం n 
ఎం޶కం݄ ڴࡏࠪࣆ ࠭࠲ ࢘࢟ ఫంࣾߤ లޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭. ڒబܽद మనం ఉ܉ण फనऒࣆࠚరంߦऴ ޜసࠬకరణం ߩం࠼  ఉ࠹ 
ఖۨऐ త࠳న శړ फ ఏࠫ݇ కڝߘए వړߖݞ మనం ߄ࣃరނకరణ ࣄबࡌంకం అࡱߧ ߖవబࣄ ݦबࡌంߖڒऒ छ޳త ,࡯ంۧݟܔ   ࡌ
ఎలवڒदߘ ߤ కھߘనడం అ޴ߝ ఎలवڒदߘ ߤ కږߘࣃ ߝھߘల సం࠙వङ త  అ޴ ఎకए um 1 ࠭࠲ ښ޶అం .࡯ݞఒక۲ట ఉం ݩ
ऒߖڒంࡌबࣄ కరణނర߄ࣃ ऒߕफࣆݟܔ  ࠭, ऴపࣆफతం ࠬࡍڷ ߖ޵ ࡏంۨ ۨంޒంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ, ఈ ߄ࣃరނకరణ 
ऒߖހసࠬకర ࢟࢘ ࠭࠲ ߝݞంڕࡶ ంకంࡌबࣄ   ऴ࢐యగల࠭, ఇߩओ అర ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ݡ बం ࡏࠬ ࡯࢐ڝࣆۯ 

ओߩఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ psi a plus phi b ݡంࡓ సࠪనం ఈ ړ ޴ఉం ޒबࣄࡍక పࡖమ ڕࠬ ݡ phi a minus phi b
సࠬకరހల అర बం ఏࠫܽ ڒబܽद ఈ ࡓంݡ ࢘࢟ ఫంࣾݟܔ ࡱ ߤంచబݟనߩओ फࣃࡱߧ ߖߖ޵ మనం ݡ ࠭ ఈ ࡓంݡ ࢘࢟ 
ఫంࣾߤ లࣄ࢘ࣄޓ ߘనߩओ  psi psi a psi b ݡంࡓ ఈ ޴ఇ ࡏఅంܼ ۃంݟంࠈ ంܾ࠻ ߖߖ޵ ,ࡏఅంܼ ࠉ బంధం ݡ
సࠬకరހల అర बం ఏࠫ݇ మనం సओ షदంڴ అర बం ࡯࢐ڝࣆۯ, అߩओ ړఒక శ ࠲ऴతࠪ ݡ फ ࣃब एڕత ڕ޶ఎం ࠼ వڴ ఉం޾ అర बం 
వ۪ऐڝࣆۯ . ఒక శړ फ ࣃब ړశ ࠼ फࡹ ఎڕए వڴ ఉం޴ ఇߩओ  సంڝ ࢓ރపరࠪ ߤజݩసం ࣝऴڝ ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ࡏࠬ ݡ
అధङ యనం ࡏࣃۯ, ఎలवڒदߤ ల సం࠙వङ త ఫంࣾߤ ఇ࡮ ఉం޴, ఇ޴ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ ఓښ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ అߖ a 
అڕߘం޳ం మߖ޳ ࠾ࡍ సం࠙వङ త ࣃంऴదత ఫంࣾߤ అ࡮ ఇవछ బݟం޴ సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ऴߦబߖݥ ܾ࡯ࠉझ ܾ ఫంࣾߤ ah 
ఇߩओ छ޳ ࢓ރఅ ࢓ރఅ ڴ࢑ధం ޻అ ,޴ఉం ࢓ރపరࠪ ڕࠬ ݡ  a b ߤदڒఎలव ޻అ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࡏۯ ࡌ
ంऴదత సం࠙వङࣃ త ࣃంऴదత ఫంࣾߘ ߤ కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ڕࡏۯనऒ ओߩ ओߩనࣄ࡯క అ࢑ ݡ b ࢓ރఅ ޴ఇ ݡ
సࡔ సࡓ ࡔంࣃ ݡధङ ऒߕఉ ࠲  ࡱޑంߦల ऴږޒऴప ࠾ࡍల మږߘࣃ ړߖڴంచడం వలऱ తరంށగࡍప ڴ ࢟࢘ ߘ ߤदڒఎలव ࠼
ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬࡓ ࡏంݡ తరంڴలߘ కߧ࡯నߩओ घࡌߖ ݡ తघހ క ܔకङ ం ఏరओ ࢑ధछ ڼ࡮అ . ޴శం ఉంܿంڒఅవ ݦ ంసక 
ङڒܔ ऒߖڴఒక తరం ࡏࠬ బܽदڒ అం݄ ఏࠫܽ ړߖ ऒߖڴక తరంࡖమ ࡏࠬ ࢟࢘ ఒక ࢘࢟, ఈ ఒక ޴ం݄ ఇڕࣆޓ   అڕࣆޓ ࡮ం݄,
ఫ࡯తంڴ వۯऐ  తరంగం అ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद అڒ ߘ࢓బܽद ఇ޴ ఒక అల ఇ޴ మࡖక తరంగం అݟܔ ࢑ంచబݞन  ࠾ࡍమ ࠼
ఫ࡯తంڴ వۯऐ  తరంగం అ߅క ࢐ङ ߧ फߖ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ ఫ࡯తంڴ ఫ࡯త తరంగం ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ రక࠳న 
తరంߖڴऒ घࡌߖ ߖߖ޵ ం݄ڕࣆޓ  తघހ క ܔకङ ం అంܼࡏ , ఆ߯ ࠬڕ ఈ రక࠳న తరంగం ఉం޴. ఫ࡯త తరంగం ఒకܽ అం݄ 
ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఫ࡯తం అ࢑ ޻ధంڴ ఇ޴ అ࢓ރ ࣝऴݩజߤ అ࢑ ߘ࢓ރవࡍంۯ ఒక ࢘࢟ ఫంࣾߤ ఇ޴ మࡖక a 
పరࠪ࢑ ߘ࢓ރవࡍంۯ మࡖక ࢘࢟ ఫంࣾߤ అ࢑ కࣄ࡯నߩओ కङܔ అ࢑ ݡ ం ڝࣆۯవ۪ऐ  సࡔ అܔ ࢑కङ ం ڝࣆۯవ۪ऐ  b 
घࡌߖ తघހ కంڴ అ࢑ ڼ࡮ధछ ంసకరంڒ ڴబܽद ࠬࡏ ఎంڕ޶ ఓڒ ښబܽद  ప ऱ࣒  అ࠳ ڼ࡮న࣒ 5 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  va vb va vb 
घࡌߖ బܽद అ࢑ڒ తघހ కంܔ ڴకङ ం ڕࣆۯనऒ ओߩ घࡌߖ ݡ తघހ కంڴ ఉనऒ ओߩ  ఇంऴܼ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ޴అ ݡ
ङߙ ړ ऱయ࡛ అࣾం ఇకए డ పరࠪ࢓ރ ఇకए డ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ సࡔ ఇښ ޴ంऴదకం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ ࣒ a b 
సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ఉ࠹ సࡔ మࡖక సందరग ంࡹ పࣄࡍब࢑ ߖޒవࡍంۯ ఒక ࠪర ठం ࠬڕ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఇ࡮ ఉంܿం޴ 
ఇ޴ పరࠪ࢓ރ మ࠾ࡍ ఇ޴ పరࠪڒ ࢓ރబܽद ఇࡓ ޴ంښ ݡంऴదڒల మధङ  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతࣆۨࣇ ߘफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ b 
ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶న ऱܿڴ ఇ޴ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత, ࠬࡏ ఇకए డ అڕࣆޓ ߘ࢓ރం݄, ࠬڕ ఎలवڒदనऱ ࠉలߵन  మ࠾ࡍ 
झߖݥ ߤदڒఎలव . ޴ంऴదత ఉంࣃ नߵలࠉ ܾ  ఎలवڒदߤ ఇకए డ గࡍషदంڴ ఉంܿంߗڒ ޴ ఇకए డ ۧ࡮ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉంڒ ޴బܽद 
ఇకए డ పరࠪ࢓ރ ۪ द݀  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉం޴, అ࢑ ޻ధంࡏࠬ ڴ అ࢓ރ ۪ द݀  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతߘ కڵ࡯ ఉంܼࡏ , b 
ఈ ࢑ధంڴ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣃफ ओߩనߧ࡯క ߗంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ ࡏ ఉండవ۪ऐ ࡮ఇ ࡏࠬ ݡ . పరࠪ࢓ރ మ࢐ܽ ࠾ࡍ b 
మధङ ఇకए ,ࡔస ޴బܽद ఇڒ ంऴదతࣃ ߤदڒఎలव ࡮ۧ  డ ߘం࡮ۧ ݟ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉంܿం޴, మߩ࢙ࡗ ఈ పࣄࡍबࡹޒ ఈ 
రక࠳న పࣄࡍबړޒ అ࢑ సࡔ అޙ࠼ అ࢑ కలపవ۪ऐ  ࢑ధछ ంసకర అڼ࡮ ఫ࡯తంڴ వۯऐ ఇకए ޴ డ ߙङ ړ ऱయ࣒ ఎ ߙङ ړ ऱయ࣒ ࠉ y 
మధङ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࡮  ఓڒ ښబܽद ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత తڷठޔంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతࡹ
తڵ ठంࣆۨࣇ ߘߩफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఎలवڒदనऱࡹ ఆࣣ ߭ڷࡏదల ఉంࣃ ޴ంऴదత అం݄ అࡅ ࢓ރకए  ࢘࢟ ఫంࣾߤ a ah 
మ࠾ࡍ అࡅ ࢓ރకए  ࢘࢟ ఫంࣾߤ ఒకڜߖ޳కܽ బ߮ࡹతం అ࠼ޑ࢓ అం݄ అ࢐ܽ ࢑ మధङ  ఒకڜߖ޳కܽ బ߮ࡹతం b 
అ࠼ޑ࢓, ఫ࡯తం࢐ܽ ڴ మధङ  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఏరओ नߵలࠉ బܽदڒ ޴ంޔݡ  ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత 
అం݄ ఎలवڒदߘऱ ఈ ߙङ ړ ऱయ࣒ ޳छ ࡍఆక ࡌ लޔల࠼ޑ࢓ అ࢑ ޻ధంڴ ఇకए డ ఎలवڒदߘऱ ఈ ښంऴదకం ޳छ ࡍఆక ࡌ लޔల࠼ޑ࢓ . 
ఈ పరࠪ࢓ރ ఈ పరࠪࡅ ࢓ރకए छ޳ ంऴదకంښ  ࡍఆక ࡌ लంపబޔݡం޴ మࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍదमంڴ ఈ పరࠪࡅ ࢓ރకए  
ఎలवڒदߤ ఈ పరࠪࡅ ࢓ރకए छ޳ ంऴదకంښ  ࡍఆక ࡌ लంపబޔݡం޴, త޳छ नߵలࠉ ఒక ࡌ  ఉం݄ అ޴ జޔڷࡏంࡓ ޴ంݡ 
ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల మధङ  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ڒబܽद ఈ రక࠳న ऴ޳ ࠆڴछ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕࣆफంڒ ޴బܽद ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత
తڵ ठనߩओ झߖݥ ߤदڒఆࣣ ఎలव ڕࠬ ఆ߯ ,ࡔస ࡏ޶ߘ ంऴదతࣃ ߤदڒఒక ఎలव ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡ ఇకए ࡗ܋ ܾ డ ఎలवڒदߤ m 
ఉంܿంࣃ ޴ంऴదత ߕࣆऒ  ఆ߯ ఇకए డ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ߙङ ړ ऱయ࣒ మ࠾ࡍ మధङ  a b 
۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతࡹ తڷठదల ఉం޴ అం݄ ࡓంښ ݡంऴదڒల మధङ  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉం݄ అߩओ  ݡ
ङߙ ޳ࡶ ంऴదకంښ ړ ऱࡱࡄ కవచంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢐ܽ ࢑ మధङ  ఎలवڒदࣃ ࠉ ߤంऴదత ࡶనߩओ  ۯల ߤदڒఎలव ݡ
రऀంచబޔݡం޴, అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ࢐సफړߖ࢐ మࡖక ࢙ߩ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతలߧޒ ߘओ బܽद ఇకएڒ ࠼ޑడڜ డ ڜంత b 
ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉంܿం޴, ఈ ښంऴదకం తࡌछ త ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతࡱ పరసओ రం 
ఆకࡍ लంచబడ࢓. ఫ࡯తంڴ ఇకए డ ࡓంښ ݡంऴదڒల మధङ  ࢑కర लణ ఉంߗڒ ޴ ఇకए డ పరࠪࡱ࢓ރ ఒకڜߖ޳కܽ 
ఆకࡍ लޔల࠼ޑ࢓ అం݄ ఇ޻ ఈ పࣄࡍबࣆۨࣇ ߖޒफం޴ ఈ సࠬకరణం కߘక ఈ పࣄࡍबޒ కھߘనబݟం޴ సࡔ ఈ సࠬకరణంb y 
छ޳ ࡍవ ࡌ पంచబݟం޴ సࡔ ఇ޴ సओ షदంڴ ఉంڒ ޳బܽद ఆకర लణ ఉనऒ ओߩ ఈ వङ ݡ వసब ࡅకए  పరసओ ర ఆకర लణ శړ फ శړ फߖ 
తڵ ठంచబޔݡంڒ ޴బܽद ښంऴదక శړ फ మధङ  ࢑కర लణ ఉనऒ ओߩ ۃంݟంࠈంܾ࠻ ޒबࣄࡍబܽद పڒ కం߅అ ࡏఅంܼ ޒबࣄࡍబంధన ప ݡ
छ޳ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕࣆफంڒ ޴బܽद ఇࠈ ޴ంݟంۃ పࣄࡍबޒ వङ  ࡱ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ښఓ ޒबࣄࡍబంధన ప ࠾ࡍమ ޒबࣄࡍక పࡔޒ
ఒకڜߖ޳కܽ బలపࣃࡏफ फࣃۯ తం߮ࡹకܽ బڜߖ޳ఒక ࠾ࡍమ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ښఓ ࠼ ఇకए ࠼ డ psi a psi phi b va 
మ࠾ࡍ ఒకڜߖ޳కܽ ర޶भ ࣃۯफ ల మధङڒంऴదښ ݡంࡓ ڴతం࡯ఫ .࠼  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత తڷठޔంڒ ޴బܽद ఈ పࣄࡍबޒ ఈ vb 
వङ ऒߖ߄క బంࡔޒ  బంࣆ߅फం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఎలवڒदߘऱ పరసओ రం ఆకࡍ लޔల࠼ޑ࢓ ఇకए డ ఎలवڒदߘऱ పరసओ రం ݟ޳ 
एڕఎ ޴అ ,࢓యబడۯ వ శړ फ ڒబܽद ఇ޴ తڕए వ శړ फ తڕए వ శړ फ ఇ޴ ఎڕए వ శړ फڒ ࡹబܽद ࠬࡏ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల అర बం 
ఏࠫ݇ ఇߩओ సओ ݡ షदంڴ అర बమޔ࢓ం޴, ఈ ࡓంݡ సࠪࡱߕ ఇపओ  ࢓ంచగలۨࣇ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఒకܽ ఈ ڔܽ
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ఇ࡮ంܽ ۨڣࡔऴతంࡏࠬ ࡹ ఒక పరࠪߘ࢓ރ కڵ࡯ ఉం݄ సࡔ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރ మࡖక ࣝऴݩజߤ అޜ࢓ރ సంకర लణ 
ړఆ߯ శ ޴ంޔ޶ంۮ फࡹ ఒక శړ फ ࣃब एڕత ࠼ వڴ ఉంܿం޴, మࡖక శړ फ ࣃब ړశ ࠼ फࡹ ఎڕए వ ఈ శړ फ ࣃब  b ࢐ܽ ޳ࡶ ޳ࡶ ࡔస ࠼
మధङ  పరసओ ర చరङ  ఫ࡯తం ࡓంݡ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރ ࣝऴݩజߤ పరࠪڒ ࡱ࢓ރబܽद ఇࠀ ޴ ఎ ప ऱ࣒ న࣒࠳ ఎ ࠀ ޴ఇ ,ࠉ ࠀ 
ఏకతछ ڕࠬ ࢓ރఅ ߤజݩబܽद ࣝऴڒ ࡔబంధం స ޴బంధం, ఇ ޴బܽद ఇڒ ࠉ ߸ ం కࣾङ ఏకతछ ڕࠬ , ం కࣾङ  ఉంܿం޴, అ࢑ ఇకए డ
ఒڜए కए న కࣾङݟఆऴకࠫంచబ ڴܽ  ఒకܽ ఉం޴ ఎలवڒदߤ ఇకए డ ఇవछ బݟన ఒక ఎలवڒदߤ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ పరࠪރ కࣾङ  ࡔస ࡱ
పరࠪރ కࣾङ లߘ ఇవछ ङڕ࡯ࠪ ߖߖ޵ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ߧ࡯క ړߖݞ ల࡛ ఆࡍख झࡽܼ  బంధం పరࠪރ కࣾङ  అంܼڒ ࡏబܽद 
ङڕ࡯ࠪ బంధం ࡏࠬ ల࡛ ఆࡍख పओۮ ߖఅ ࡽܼ వ۪ऐ ङڕ࡯ࠪ ۃంݟంࠈంܾ࠻ ߖߖ޵ బܽदڒ  ల࡛ ఆࡍख టࡽ అࣃࡱߧ ߖफ  . ࡏ
కࣾङ ऐ࡯߱ ޜ ړక శ߅అ ޙ फ అࡏࠬ ߖ ऴ࢐యగలࡏ ఇߩओ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ۫డవ۪ऐ కࣾङ ރపరࠪ ݡంࡓ   ݡంࡓ ߧ࡯క ࡱ
పరࠪރ కࣾङ లߘ అం޴ంచడం ఒకܽ తڕए వ శړ फ మࡖకܽ అ߅క శړ फࡹ ఓڒ ښబܽद ఈ పࣄࡍबޒ సڒ ࡔబܽद ఈ తڕए వ శړ फޜ ఈ 
తڕए వ శړ फޜ వࡍ पంచబݟం޴ ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ࢘࢟ ఫంࣾߤ కల࠼క ޳छ ړక శ߅అ ࡌ फ కࣾङ  వࡍ पంచబݟం޴ ఈ రక࠳న 
పరࠪރ కࣾङ ల కల࠼క ޳छ ओߩఇ ࡌ  m ߤజݩబܽद ࠬ ࣝऴڒ ం݄ڕࣆޓ ߘ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ ࡏࠬ ,ం݄ڕࣆޓ ࡔస ࡏࠬ ݡ
ఒక ࣝऴݩజߤ ࣝऴݩజߤ అߩओ ఇకए ݡ డ అ޴ ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ అޙ࠼ ఈ ࡓంݡ ఎలवڒदߘऱ అతङ లओ  శړ फ ࣃब फࣃఆऴకࠫ ߖ࠼  ࠼
एڕఈ త ݢంࡓ ޴బܽद ఇڒ వ శړ फ ࣄबࡿࢗ ړޒफ एڕబܽद తڒ ࠼ వ శړ फ పరࠪރ కࣾङ  శړ फ ࣃब కࣾङ ރపరࠪ ࠼  ఈ అ߅క శړ फ ఎలवڒदߤ 
ఇకए ޴फంࢂࢗ డ ఎలवڒदࡍߪ ࡱ ߤంచటం, పరࠪ࢓ރల ࡌߖघ ణం ڝసం పరࠪ࢓ރలߖࡹ పరࠪ࢓ރలࡍߪ ߘంచړߖݞ 
అߘసࡍంۨన అࣇ ޻ऴߖޑऒ  అߘసࣃࡍफ ऒߖޑऴࣇ ߩం࠼నࣔࠫ ࡰߦ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼  అߘసࡍంۧ࡯ మ࠾ࡍ గࡍషद ڷణڒర 
ऒߖయࠪߖ  అߘసࡍంۧڷ .࡯ణڒరం ڒబܽद ఆ ࣇऴޑలߘ ఉపڵࡆంۨ పరࠪރ కࣾङ  శړ फ ࣃब  ړߖݞంచࡍߪ ߘల࠼
ఇకए ڴరణం߄ࣃ డ ݞږ ఒక ఎࡵక दࡏ ఉంܿం޴. ఇకए డ మࡖక ఎలवڒदߤ ఉం޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఎలवڒदߘऱ ఒక ࣃब फࡿࢗ ړ࠼  ,࠼
ړశ ߖ޳ फ తڕए వ శړ फ తڕए వ ڒబܽद ࡓంݢ ఈ ࣃब फࣃవ ړ࠼ కࣾङ అ࢑ ,࠼ ఇకए బܽद అ࢑ڒ ࢓ރఅ ۯం߅బం ࡹ డࢗ ڕళच  బܽदڒ ࢓
ఈ ࣃब बࣃ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ మధङ ࠼  వङ ङޑ సం స࡮ݥ ࡔद  ఇ అం݄ ࠈంݭ ఎనࡎ ण ࡮ݥद  ఇ అࡓ ޴ߝంݡ ࣝऴݩజߤ ల ࠈంݭ ఎనࡎ ण 
ࡎఎన ݭంࠈ ण, ࡓంݡ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల మధङ  బంధం ࡅకए  బంధం శړ फ ڒబܽद ࡓంݡ ࣝऴݩజߤ పరࠪࡱ࢓ރ 
కߧ࡯నߩओ दࣃदڝवࡵఎ ޴ఇ ݡ ړతफం శ࠴ నࣄ۫ మనం ڴపరం ڡܽ फ ݡ࢑దల అޔ࢓ం޴. సం࠙వङ ࡎఎన ࡽడ࠵  ण ࠵డߤࡵ࢐ ࡽझ  
ఇకए ࡹ࢑షయం ࡎయޣ ݭంࠈ డ మࢁऱ అ࠴ ޻తफంࡹ శړ फ ݡ࢑దలߘ పరࠪރ కࣾङ  పదम޳ ޒछ एړࡵ ڴ࢑ధం ఈ ࡌ ంచవచऐ  ߖ
घ࠵బܽद అڒ ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲  సࡔ ఇߩओ కࣾङ ރపరࠪ ޴నࣄۯ మనం ݡ ల కల࠼క ఏࠫܽ పరࠪރ కࣾङ  ރఆ పరࠪ ࡱ
కࣾङ छࡔ࢘ ࡱ వۨऐ ݟంߘ ల࢓ރపరࠪ ࡏ నߤࡵ࢐ ࢓ڒ ࢑झ కࣾङ ރపరࠪ ࡹޒపదम ࡎయޣ ݭంࠈ   ࡹ࢓ރపరࠪ ښఒ ࡱ
ఉంܼߗڒ ࠼ పరࠪރ కࣾङ కࣾङ ރపరࠪ ࡎయޣ ࠼ఉంܼ ࡹ छࡔ࢘ ࡱ ޴అ ,࠼ޑయబడۯ తంࢀࠫ ݟంߘ ల࢓ރపరࠪ ࡏ
ఒక వङ ङޑ సం మࡏࠬ ࠾ࡍ పరࠪރ కࣾङ  శړ फ ࣃब ఈ కࣾङ ,ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘల࠼ घڴࣄ ߘ घڴࣄ   కࣾङ  అంܼࡏ, ఈ కࣾङ  ߘ
घڴࣄ ړߖݞంచۨࣇ ߖ ۃంݟంࠈ ంܾ࠻ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ అంܼڒ ࡏబܽद ࠬڴࣄ ڕघ  ఆࡍख టڴࣄ ࡽघ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ ఉంܿం޴. 
కࣾङ ڕࠬ दࣃ   ࡛ కࣾङ  ఉం޴ మ࡮ݥ ࡏࠬ ࠾ࡍद  కࣾङ లߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ࡏࠬ ߖరࠓడ۫ ࡏࠬ ࡔస ࡏ  pi pi 
घڴࣄ ڕࠬ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ڴ࡮ 1 ࡏࠬ బܽदڒ घڴࣄ  दࣃ  दࣃ  ࡛ ङڕ࡯ࠪ ࡛ ల࡛ ఆࡍख झࡽܼ  అ࢓ރలࡹs 2 s 2 p pi pi 
ఉߕऒ ఏరओ ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ࠼ డܼړߖ ఇߩओ కएࡅ ࡰ߲ ݡ  ࠫనࣔ࠼ంࣇ ߩऴతం మ࠾ࡍ గࡍషद ڷణڒర ߖయࠪߖऒ  
అߘసࡍంచడం ޳छ ړశ ࢐ܽ ࡌ फ ࣃब  ఒక ࡏࠬ బܽदڒ ࡏࣃۯ తంࢀࠫ సంڝ ऴతంۨڣࡔ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ,࠼ޑంచబడࡍߪ ࡱ࠼
ࣝऴݩజߤ పరࠪࡅ ࢓ރకए  పరࠪࡅ ࢓ރకए  ఏకతछ ం కࣾङ घڴࣄ .ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘ  కࣾङ ఇవछ ߘ ంݟ ఇߙ ޴ङ ړ ऱయ࣒ మࡖక 
కएࡅ ߤఫంࣾ ࢟࢘ , ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ۲ܼޒऴప ޴ఇ ࠾ࡍంऴదకం మښ  ߖߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ߤ࣌ ࢟࢘ 
అంܼࡏ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ అࣾం ࡍڷంۨ ࣇब घڴࣄ ݦఉం ڴషदంࣆ రڒߦ  కࣾङ  క phi࠼క కలࡖక మ࠼ఒక కల ޴బܽद ఇڒ 
కࣾङ ރపరࠪ ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒࠳  ఒక ࣝऴݩజߤ పరࠪ࠳ ࢓ރన࣒ పరࠪރ కࣾङ  phi b ࢓ރపరࠪ ߤజݩక ࣝऴࡖమ ߘ
ఒక కࣾङ छࡌత ࠾ࡍమ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘ త ࡏ࢐ ఈ రక࠳న కࣾङ फࣃఇ ߘ ङߙ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޒबࣄࡍప .ࡏ ړ ऱయ࣒ ߘ ఈ s 
సࡍహ޶भ࡮ۧ ڕ దగ ठరڴ ఉంۧ࡯, త޳छ ओߧޒ కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ࡌ ల మధङڒంऴదښ ݡంࡓ ఈ ړߖݞటदڜ ల మధङڒంऴదښ ݡంࡓ 
ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ఏరओ డڒ ޶బܽद ݭߠ ݭߠ ఉం޴ అం݄ ఒక ࢑ࠪనం ఎలवڒदߘ ߤ కھߘనడం ߕࣆऒ  ݭߠ ߖߖ޵ బܽदڒ 
అంܼڒ ࡏబܽद బంధం ࠻ంܾ ࠈంݟంۃ ఆࡍख झࡽܼ బܽद ఇకएڒ ޴ంޜڷࡏజ ޻బܽद అڒ ޴ఉంܿం ݭߠ ߩఒక అదన ڕ  డ ݭߠ
బܽद ఇకएڒ ޶ࡶ డ ఒక ݭߠ ఉంڒ ޴బܽद ݭߠ అం݄ ఆ ऴߦంతంࡹ ఎలवڒदߘ ߤ కھߘనడం ߕࣆऒ ङߙ బܽदڒ  ړ ऱయ࣒ ఒక 
ङߙ ړ ऱయ࣒ ࠉ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ࢑కࡍ लࣃफ ओߩఅ ࠼ फ ఇ࢐छࡏڷ ࡏࠬ ݡ పऱ࣒ ޴ఇ ࡯  ఇ࠳ ޴న࣒ అం݄ ࢘࢟ ఫంࣾړ ߤ సంښతం 
घڴࣄ ߖߖ޵ బܽदڒ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ అంܼڒ ࡏబܽद ߖ޵ పరࠪރ కࣾङ  ఈ రకం ࡅకए  ఈ పరࠪރ కࣾङ  ah ޴फంࣆߧߖక ڴ࡮ 
బܽद ఈ కࣾङڒ ښఓ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ   ఈ ښంऴదࡱڒ ఒకڜߖ޳కܽ తరంڴࡱڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ కࣾङ కएࡅ   శړ फ ఎڕए వڴ 
ఉంܿం޴, అం޾ ښ޶హదపݦ ࠪతృ పరࠪ࢓ރలߘ ߱లऐ ంڒ ݟబܽद అ޴ ఎంత తڵ ठంڵࡍ߭ ࡮ۧ ޴ంڒ ޴బܽद ࠴తफం శړ फ 
అڼ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद శړ फࡹ ఇంత తڵ ठޙ అࣃ ޻ब  ݡంࡓ ఉం݄ ࡮ښఒ ࡱ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ݡంࡓ ޴ంޔڷࡏ߭ ࠼
పరࠪࡔ࢘ ࡱ࢓ރछ छࡌమనం త ޶ఉండ ࡮అ ޴ఉం݄ అ ڴࡏ త ۫޳भ ం ࡏࠬ ޳ࡶ ఉనऒ త తరగࡱޔ చߕޔ࢓޶ऒ  ࡏ
घڴࣄ ࠭࠲ బܽदڒ  కࣾङ  ఏరओ డܼߖऒ కࣾङ ࢓ރబంధన అ ޴అ ,࠭ࢡ۫  घڴࣄ  दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ, ఇ޴ ఏకతछ ం కࣾङ  కలపడం ߘ
छ޳ खࡍఆ ۃంݟంࠈ-ంܾ࠻ ࡌ టࡽ అ࠼నం޶న ߖ࢐ܽ ఈ ࢑ధంڴ కలపవ۪ऐ పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ   బܽदsڒ న࣒࠳ ߘ࢓అ ޴ఇ ࡱ 
ప  ߤషߝࠉంڒ య࡛ߖࡰ ߤషߝࠉంڒ ݡంࡓ ऱ࣒ కएࡅ ࢟࢘ కం݄ ఈ ఒక޶న࣒ ఎం࠳  खࡍఆ ݡంࡓ  झࡽܼ  ఈ మࡖక ࢘࢟ s ss a 
ఫంࣾߘ ߤ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾߖࡰ ߖ ߤయ࡛ ڒంߝࠉషߤ పదमࡹޒ కలపడం ޳छ ఇవछ ߖ࢐ ఈ ࡌ వ۪ऐ  ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ తࡌछ త ఈ ve 
࢘࢟ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ శړ फ ࣃब ऒߕఉ ࡮ఇ ࡱ࠼ ओߩఇ ࠼ खࡍఆ ࡏࠬ ݡ టߖ ࡽ కڴࣄ ߧ࡯घ  బం߄లߘ ఏరओ రచవ۪ऐ  బܽद pڒ 
खࡍఆ ࣒ߜ ߤవ ࠹ఉ ڕࠬ టڴ࡮ ࡽ ఉంܿంࡓ ڕࠬ ,޴ంݡ కࣾङ  ఉంࡓ ޴ంݡ ఆࡍख టࡽ కࣾङ  అߩۮ ߖओ  ం. p zpz 2 pz޳ంڕ
ఇ޴ కࣾङ కएࡅ   మࡖక ࠙గంޜ సంకర लణ ۮంޔ޶ం޴ ఎం޶కం݄ ߖ޳ శړ फ ࣃब ఈ కࣾङ ڴߩ޳޳ ࠼  pz ڴసࠪనం ޜ
ఉంܿంڒ ޴బܽद పరࠪރ కࣾङ ల కల࠼క ऴړం޴ పࣄࡍबޔలߘ కڵ࡯ ఉం݄ࣃ ߝధङ మޔ࢓ం޴, ఉ޳హరణڕ పరࠪރ um 
కࣾङ  కల࠼క ڝసం అ࢑ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంߩ޳޳ ޳ࡶ ࡯ݞ ఉ࠹ అ࢑ ఉం࡯ݞ సࠪన శړ फ ߩ޳޳ సࠪన࠳న శړ फ ޳ࡶ అ޻ శړ फ 
కڵ࡯ ఉం࡯ݞ అߩओ క ࠭ఖङࡖమ ࡏ࢐ ࠲ऴతࠪ ݡ  ࡯ݞఉం ڵ࡯క ߘపతࡐసమ ښఒ అ࢑ ,ࡏయగలۯ తంࢀࠫ ߘޔన షర࠳
బܽद ఏకతछڒ ం కࣾङ  ఏకతछ ంޜ కలపవ۪ऐ  కࣾङ  ఏకతछ ం కࣾङ  స࠲घ ళనం సࡓ ޶ڒ ࡍంݡ కࣾङ  s ݡంࡓ కం݄޶ఎం ޶కలప ޜ
కࣾङ కࣾङ ࡍఒక ࡱ ऐ࡯߱ ޜ ړక శ߅అ ޙ फ అࢀࠫ ࢑తం ڒ ࢓ڒబܽद ఈ ࡓంݡ కࣾङ ړశ ښఒ ࡱ फ ߘࣾࠚ ޳ࡶ కڵ࡯ ఉం݄ పరࠪރ 
కࣾङ ఏకతछ ࡏࠬ ߗڒ కܽ సࠪనంڜߖ޳ఒక ࢓యగలۯ తంࢀࠫ ړߖݞంచ޴అం ߘ ం కࣾङ కࣾङ ߘ  ost um 2s ࡏࡶకలప ޜ
ఎం޶కం݄ కࣾङ  అ߅క శړ फ ڒబܽद అݞޙ ࡮ۧ ࢑ ఉనऒ ओߩ కࣾङ ރపరࠪ ݡ ړబܽद శڒ ࢓ࡶకలప అ࢑ ړߖݞంచ޴అం ߘ फ 2s 
ఒ࡮ښ ఉంڒ ࡯ݞబܽद శړ फ ߩ޳޳ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ సమࡐపత మࡖకܽ సࠪనం అం݄ ఒక సమࡐపత ఒ࡮ښ ఉం࡯ݞ 
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ఉ޳హరణޜ ڕ కలపవ۪ऐ  మࡖక కలప޶ సࡔ కࣾङ కం݄ px p޶ఎం ޶కలప ࡔస ޴ఇ ޶కలప ޜ px px px pz 
సమࡐపత ࠚనऒ ంڴ ఉనऒ ం޶న అ࢑ అ࢐ޒङ ߧ फ ۮంద࢓ ఎం޶కం݄ ࢗంట ఉం޴ అࣾం అ޴ߝ అࣾం ࢗంట px x pz z 
ఉంڒ ޴బܽद అ࢓ࡶࡌ ࢑ సమࡐపత ࠚనऒ ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࢑ కలపڒ ࢓ࡶబܽद పరࠪރ కࣾङ  శړ फ కల࠼కڕ సమࡐపత 
తపओ खࡍఆ ރగ పరࠪࡆసం ࡯ݞఉం ڴ࢑ధం ښఒ ڴࡍసߖ  ࡮ۧ అ࢑ ޴డవ࠮ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ߩ޳޳ ڕ ࡽܼ
ऴప࠙వవంతంڴ అ࢐ޒङ ߧ फ ۮం࡯޳ ఉ࠹ బంధం సࡔ బంధం బలంڴ ఉంڒ ޴బܽद అ࢐ޒङ ߧ फ తపओ క ఓښ ఉం࡯ݞ ఎڕए వڴ 
ఉం࡯ݞ అڴࠈ ࢑ అ࢐ޒङ ߧ फ ۮంࡶ ࡯޳క߱ޙ బంధం ఏరओ డ޶ ఎం޶కం݄ అ࢐ޒङ ߧ फ అࠈ ޴ߝంݭ బړߖ࡮ సంబం߅ంۨన޴ 
ఎڕए వ అ࢐ޒङ ߧ फ ఎڕए వ ࠈంݭ బలం ڒబܽद అ࢑ అ࢐ޒङ ߧ फ ۮంڒ ࡯޳బܽद పరࠪރ ఆࡍख కࣾङ ރపరࠪ ߧ࡯క ߘ ࡽܼ లߘ 
ఏరओ రచړߖݞ ఈ ݡ࠮ షరࡱޔ తపओ కలపవ۪ऐ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯࠻ۯ ڴࡍసߖ  న࣒ࠓ క࠼కల ࢐ܽ నࣄ۫ ࠭࠲ బܽदڒ 
ఆࡍख టߖ ࡽ మࡖక ఏకతछ ం ఆࡍख టޜ ࡽ ఇߩओ खࡍఆ ߧ ݡ టߖ ࡽ మࡖక ߧ ఆࡍख ऒߕफࣆ۫ ߧ࡯క ޜ ࡽܼ  pz ࡏࠬ బܽदڒ ࠭
ఆࡍख టߖ ࡽ అࣾంڕࣆޓ ڴం݄, ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ ࣒ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ ࣒ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ  um ڴ ࣒
ఉం݄, ࠬࡏ ఈ రక࠳న ఇంటۨڣࡔ ߤࣾࡌऴߖޑऒ యవ۪ऐڶ  బܽद కࣾङڒ  खࡍఆ ࣄߧ ݡంࡓ  సంకర ޜ ࡽܼ लణ ۮంޔ޶ం޴, pc 
అߩओ ړఒక శ ڕࠬ ݡ फ ࣃब एڕత ࠼ వ శړ फ మࡖకܽ అ߅క శړ फ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ రక࠳న ఓۨڣࡔ ښऴతం ޳छ  ࡌ
అߘసంߖ߄ంచబݟ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ۪కए ల ࡔఖڶ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡱయగల ఘన ࡔఖ పరసओ ర చరङ  తࡌछ త సࡔ ఈ ࡓంݡ 
కࣾङ ల మధङ  పరసओ ర చరङ ړశ .޴फంࣆۨࣇ ߘ फ ࣃब ఏరओ ࡱ࠼ డڒ ࠼ޑబܽद అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ࠫࢀతం అ࠼ޑ࢓ ఎం޶కం݄ 
సమࡐపత ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ శڕफࡱ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ తల߯ అ࢐ޒङ ߧ फ ޳छ ࢐ङޒఅ ݞږ ࡌ ߧ फ t 
నऒߖ ࠭࠲ ࠼ޑ޶ంۮ కࣾङ ࡏࠬ బܽदڒ ࠹ఉ ࠭ࣃ۫   కڵ࡯ ఉనऒ  పరࠪڕࣆޓ ߘ࢓ރం݄ ࠬࡏ కࣾङ కएࡅ   pz pc 
అ࢐ޒङ ࡍవ ڴ࢑ధం ఈ ߖफߧ पంచవ۪ऐ , ఇ޴ ఒక ߙङ ړ ऱయ࣒ ࢟ܽ܊ߦ, ఇ޴ ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए క కࣾङࡖమ ߤ࣌   ఈ ߙङ ړ ऱయ࣒ ޜ p 
కޔߩࡱం޴ ఇڒ ࢟ܽڻߜ ࢟ܽ܊ߦ ޴బܽद ఇ޴  ప ऱ࣒  ఈ రక࠳న ڴࣄघ  ఆࡍख టࡽ ఇࣆफం޴ ఇߜ ࢟ܽ܊ߦ ޴గܽ࢟ ఇߜ ޴గܽ࢟ p p 
ఇకए ࡱ ݭߠ ݡంࡓ ݭߠ బܽदڒ డ ࡓంࡱ ݭߠ ݡ ఉߕऒ खࡍఆ ߧ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ట޳ ࡽछ ఏరओ ࡌ घڴࣄ నݟ  ఆࡍख టڴࣄ ࡽघ  ఆࡍख టࡽ
घڴࣄ బܽदڒ  ఆࡍख టࡽ సంబం߅త ࠻ం݃ߕऒ  సڜ ࡔంత ࠻ంܾࠈంݟంۃ ఆࡍख ధङߖޒߦऴ ڴ࢑ధం ఈ ࡽܼ ం వࣕࣆफం޴ ఇ޴ p 
న࣒ పऱ࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡮న࣒ ఇ࠳ న࣒ పऱ࣒࠳   మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఉߕऒ घڴࣄ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼  ఆࡍख ట࣋࡯߱ ޜ ࡽफ ఇ޴ p 
۫డగలߧ ࡏఆ࡛ ޳ ܼࠊछ ఏరओ ࡌ खࡍఆ ۃంݟంࠈ-ంܾ࠻ నݟ घڴࣄ న࠼అ ࡽܼ दࣃ   ۃంݟంࠈంܾ࠻ బܽदڒ ܼࠊ ࡛
ఆࡍख खࡍఆ ۃంݟంࠈ ߖࡹ ࡽܼ ట࣋࡯߱ ޜ ࡽफ ఒక అదనݭߠ ߩ ఇకए డ ݡ࠮ ఇకए డ ࡓంݡ ఉంڒ ޴బܽद ఒక అదనݭߠ ߩ ఉం޴ 
घڴࣄ ޴బܽद ఇڒ  ఆࡍख ܼ ఆࡍख ట࠻ ࡽంܾࠈంݟంۃ ఆࡍख టڴࣄ ࡽघ दࣃ  छ޳ ݋ࠉ ࡛ ఏరओ ࡌ खࡍన ఆݟ టڴࣄ ࡽघ दࣃ   p p ࡱ ݋ࠉ ࡛
కࣾङ ల ޳छ ఏరओ ڴ࢑ధం ޻అ ࡌ డڒ ,࠼ޑబܽद ࠭࠲  పऱ࣒ న࣒ పऱ࣒࠳ ڼ࡮న࣒ అ࠳ న࣒࠳   ss ss spz pz p z pr ݢంࡓ 
खࡍఆ ܼࠊ झࡽܼ కएࡅ   ppc px py pi ߘల߄బం ߕߕబ ޶ఐ ޳ࡶ ࠾ࡍమ .࠭ࢡ۫ ߘక࠼రణ సరళ కల߄ࣃ 
ఏరओ రచߩ޳޳ ړߖݞ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ߖ మనం ۫ࣄన ߖ మࡖక ޜ కలపవ۪ऐ px ޳ࡶ ޳ࡶ  px pyp x py py 
 ప ऱ࣒ ఇవछ ߘల ݭంࠈ  గల޳ࡶ ޶  ప ऱ࣒  బం߄లߘ ఇవछ గల޶ ఎ޳۫ ࡹ࠻ۯ ࡮भ ం ࠬߖ޵ ࡏऒ  py ok pi py py pi ap x
కࣾङ కࣾङ ޳ࡶ  ړశ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ం݄ అ࢑ڕࣆޓ ࡔస ޳ࡶ  फ ࣃब ఏరओ ࡱ࠼ డࡓ ,࠼ޑంݡ పరࠪރ py px py pxrpy 
కࣾङ ఏరओ ࡱ డ࠼ޑ , ఇ޴ పరࠪރ కࣾङ కరख ރఈ పరࠪ ࢓ރఒక అ ޳ࡶ  న కࣾङ  కߧ࡯ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ పరࠪރ కࣾङ లߘ 
ఇవछ घڴࣄ ޴బܽद ఇڒ ࡱ߄న ߯ బంݟంచబߖ߄సంߘఅ ڕల࢓ރపరࠪ ݋ంࡓ߮ ޴ఇ ړߖݞ दࣃ  ࡛ వంܽ ߯ నࣾऴతం ࠬڕ um 
ఇకए డ  ࣃद ࡛ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޳ࡶ ޴ కࣾङ छ޳  ఏరओ ࡌ న ߯ కࣾङݟ , అ࢑ ఎ࡮ కࣃߧߖफ  pi pi p x py ߖߖ޵ ࡏࠬ ࠼
ङߙ ఇంట࡛ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ ࣒ అړߖ޵ ࢓ރ కࣾङ  ఉం޴ ఇ޴ పऱ࣒  ఈ ࠳న࣒ సࡔ అߩओ  a ok a apx pxrpy ݡ
మࡖక అޜ࢓ރ కలపడం సߖ޳ ࡔ కࣾङ  కࣾङ  ఇ޴ ​​ఒక ప ऱ࣒  ఈ ఇంట࡛ b px a this b ޴ంऴదకం ఇښ ఒక ޴ఇ ࡔన࣒ స࠳ 
ङߙ ړ ऱయ࣒ ړ ఇవछ గల޶ ఇ޴ ఒక ښంऴదకం ߯న ఉంܿంߙ ޴ङ ړ ऱయ࣒ ఈ ࢑ࠪనం ऴړంద ఎలवڒदࡅ ߤకए  ,޴ఘం ఉం࠲ 
ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత ࡅకए  మࡖక ڞऱݭ ఉంڒ ޴బܽद ఇږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
తరంగ పڕࡏޓߖ సంښతం ڒబܽद ࠬࡏ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ అࣾం ࢗంట ఒక ݭߠ ఉంܿంࡍ ޴వ࡛झ కࣾङ ࡹ  ప  ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  px 

ఇߩओ ఈ పऱ࣒ ޴ఇ ݟంڝࣆޓ ߘక࠼క కలࡖమ ࡏࠬ ݡ ङߙ న࣒࠳ న࣒࠳  ړ ऱయ࣒ కڵ࡯ అڡߦझ  ఆࡍख టࡽ px p px rpy b 
 ప ऱ࣒  ఈ ࠳న࣒ ఈ ఆࡍख టࡽ ఇ࡮ ఇవछ గల޶ ఈ ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࣒ అࣾం ఇ޴ పరࠪښ ރంऴదకం మ࠾ࡍ అߩओ  px ڕࠬ ݡ
అ࡮ంܽ޻ ఉం޴, ఇߩओ ओߩఇ ,޴ఉం ޴ంܽ࡮అ ڕࠬ ݡ ऒߖఎ ݡ ऒߕఉ ࡱ ݭߠ  అంతర ࡆ ठత అࣾం ࢗంట ఒక ݭߠ అڼ࡮ 
ఇంట࡛ ߙङ ړ ऱయ࡛ ړ࠻झ అకए ݭߠ ڴబܽद అదనంڒ ޴ఉం ݭߠ ఒక ڴలంబం ڴలంబం ڕ ࣒ డ ఉంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  ప ऱ࣒  న࣒l࠳ 
 ప ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ ࡏన࣒ అంܼ࠳  दࣃ ߯  ࡛ ఆࡍख టࡽ అంܼߖ޵ ࡏऒ  ߯ ఆࡍख టࡽ అంܼࡏ సࡔ ఈ ࡓంݡ పరࠪ࢓ރల ޳छ  ࡌ
ఏరओ ࢑ࠪనం ߯న ఉనऒ నݟ  ఈ ࢑ࠪనం ߯న ఉనऒ  ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఎలवڒदߤ ఉం޴ ఆ ࢑ࠪనం 
ऴړంద ࣃంऴదత సࡔ ఇకए డ ࠬߙ ࡏङ ړ ऱయ࣒ ఎలवڒदࣃ ߤంऴదతల మధङ ङߙ  ړ ऱయ࣒ కڵ࡯ ఉߕऒ  కܽڜߖ޳ఒక బܽद అ࢑ڒ ࡏ
࢑కࡍ लࣃफ घڴࣄ బܽदڒ ࠼ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࣃ ߯ ࡽद ړక శ߅వంܽ అ ܼࠊ ࡛ फ శړ फࡹ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࢑ పరࠪރ కࣾङ दࣃ ߯  ࡛
घڴࣄ घڴࣄ  दࣃ  ࡛ కࣾङ ओߩఇ ࡱ కࣾङ ރపరࠪ ݡ म޳ࣄ  ంతం ߘం࠭࠲ ݟ అ࢓ރల ࣄबరతछ ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ  , అߤ࠻ 
బంధ కࣾङ లࡹ ఉనऒ  ఎలवڒदనऱ సంఖङ  ఆ߄రంڴ అڕࣆޓ ࡏࠬ ڼ࡮ం݄ ࠻ంܾࠈంݟంۃ కࣾङ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ఎలवڒदߤ 
సంఖङ  ఆ߄రంࣄ ڴबరతछ ం ߕࣆऒ  ,ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ࡏࠬ బܽदڒ ࢓ރఅ ߤజݩऴࣝ .޴ఉంܿం ڴ
ࣝऴݩజߤ పరࠪޜ ࢓ރ కࣄ࡯ ఒక అߘ࢓ރ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక పరࠪރ కࣾङ  , ఇ޴ ఒక ఎలवڒदߘ ߤ కڵ࡯ b
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒక ఎలवڒदࡓ ߤంݡ ఎలवڒदߤ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ g o to

ఇڴࣄ ޴घ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ సࡔ, ఇߩओ కएࡅ ࢓ރఅ ߤజݩమనం ࣝऴ ݡ बరతछࣄ  ం ࡍڷంۨSo low energy sigma orbital 
ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ , ఇࣄ ࡮ۧ ޴बరంڴ ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ ఎం޶కం݄ సࡔ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల మధङ  
ఎలवڒदߘ ߤ జత ࣋ۯ ఒక జత ఎలवڒदࡱ ߤ ఉߕऒ घڴࣄ .࠼  ఆࡍख झࡽܼ घڴࣄ ߖࡹ  दࣃ  घڴࣄ ࡛ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉం ࡹ  బంధన 
బంధం ఎలवڒदڴࡱ ߤ పࡍగ࣋ށफ, ڴ ఓښ ఓښ సంఖङ బܽद బంధం కࣾङڒ  ల సంఖङ ߤदڒఎలव ߖࡹ nb ڼ࡮అ ڴ ښఓ ߘ nb
ల సంఖङ ߤदڒఎలव ߖࡹ ۃంݟంࠈంܾ࠻ ओߩఅ .ࡏంܼڕࣆޓ ࡮ఇ ߘ ఆర ݭంࠈ మనం ݡ न࡛ ఆర ݭంࠈ  न࡛  అߝ ࠙వనߘ na 
ఉపڵࡆంۨ అࡅ ࢓ރకए बరతछࣄ  ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ  అ࢓ރల మధङ  బం߄ల ڷణڒరం ڒబܽद బంధ ऴకమం ࡓంޜݡ 
࢑భ܊ంచబݟన ޜݞޙ సࠪనం ڒబܽद ऴపࣆफతం ఉనऒ  ఎలवڒदߤ సంఖङ బంధన కࣾङ ࡹ  బంధం అࡹ࢓ރ కࣾङ న࣒ సంఖङ࠳   
ఎలवڒदࡹ ߤ ఉనऒ  ऴపޒబంధక పరࠪރ కࣾङ  ల࢓ރమనం అ ݟంߘ బܽद ఈ బంధ ऴకమంڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴݡంࡓ ࡹ
बరతछࣄ  ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ  బంధం ࣄबర࠳న అ࢓ރలڕ ఆర न࡛  బܽदڒ ࡛ݥ࠻ ݭంࠈ ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴలంږߘࣃ 
ఇࠈ ޴ంݭ ఆర न࡛  సږߘࣃ ࡔలంڴ ఉం࡯ݞ, ఆ߯ ࠈంݭ ఆర न࡛ ऒߕࣆ   అޙ࠼ అ࢓ރ ࠪऴతࣄ ࠲बరంڴ ఉంܿంࣄ ޴बర࠳న 
అږߘࣃ ڕ࢓ރలంڴ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ ఈ అࣄबరత ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ߕࣆऒ  అڕ࢓ރ సࠪన࠳న బంధ ऴకమం అࣄबర࠳న 
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అ࢓ރ అࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद పరࠪރ ఆࡍख పओۮ మనం ఏࠫ ݟంߘ ࡽܼ గలߘ ߖ޳ ࠵ంݟ మనం పరࠪރ కࣾङ  
పओۮ ఏࠫ ݟంߘ గల࠵ మనం ఈ రక࠳న పరసओ ర ۨڣࡔऴతం ޳ࡶ పరࠪރ కࣾङ ऒߖޑऴۨڣࡔ  యవ۪ऐڶ   మࣄ ࠾ࡍबరతछ ం 
ࠪ ంۨࡍڷ ऱܼ డవ۪ऐ खࡍఆ ۃంݟంࠈ . ఉనऒ ࡹ ࡽܼ  ఎలवڒदߤ సంఖङ छ޳ డటం۫ ߘ కएࡅ ࢓ރఅ ࡌ  సంఖङ , ఆ߯ ࠈంݭ 
ఆర न࡛  అߝ ࠙వనߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ खࡍఆ ۃంݟంࠈంܾ࠻ ࡌ जࡍऴపద ߘ ࡽܼ ంۯ ఎలवڒदߤ సంఖङ छ޳ డటం۫ ߘ  ࡌ
ఆర ݭంࠈ न࡛  బంߖ߄ऒ ఆర ݭంࠈ ޳ࡶ ޴फంࣆۨࣇ  न࡛  ఒకܽ సࠈ ࡔంݭ ఆర न࡛ వ۪ऐڒ సࠪనం ړ  . ఒకܽ అం݄ అ޴ ఒښ బంధం 
అం݄ అࡓ ޴ంݡ అޙ࠼ అ޴ డࠈ ࡽࠋంݭ అݡ࠮ ޴ అޙ࠼ అ޴ ऴܽࠈ ࡽߩంݭ మ࠴ ࠾ࡍదࡷనڒ ࢑బܽद మనం బంధం
ऴకࠪߖऒ  అ߅కం ۯయవ۪ऐ కएࡅ ࢓ރబܽद ఆ అڒ  छޑबరࣄ  ऒߖ  అ߅కం ۯయవ۪ऐ  సڒ ࡔబܽद ࠈంݭ అߕ࣊ ޴ߝझ ࡛ మ࠾ࡍ 
ఆర ݭంࠈ न࡛  మࠈ ࠾ࡍంݭ ߰డ࢓ మధङ  సంబంధం ఉంܿంࣄ ࡏࠬ ,޴ంࠈ ࡽڵంݭ మ࠾ࡍ ऴܽࠈ ࡽߩంݭ మధङ  బంధం 
ऒߖࡌ޷ ऐ࡯߱  నߩओ ఆర ݭంࠈ ݡ न࡛  తڕए వ ࠈంݭ ߰డ࢓ ఉంܿం޴ . పరࠪ࢓ރల࣋࡯߱ ޜफ ఎڕए వ ࣄ ޳ࡶంࠈ ࡽڵంݭ 
एڕరం కం݄ ఎ޷ ݭంࠈ ࡽࠋరం డ޷ వ ޳ࡶ ऴܽࠈ ࡽߩం޷ ݭరం ࠈంݭ ఆర न࡛  ఎڕए వ అం݄ బࣗళ బంࡱ߄ బࣗళ 
एڕफ త࣋࡯߱ ޜరం޷ ݭంࠈ ࡽڵంࣄ ࡱహణࡗఅవ ݭంࠈ వڴ ఉߕऒ ओߩఇ ࠼ ऒߖऴకࠪ ݭంࠈ సంڝ ࢓ރఅ ߤజݩఉࣣ ࣝऴ ݡ  
గ޳ށभ ం ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ బంధం కࣾङ ఉనऒ ࡹ  ఎలवڒदߤ సంఖङ  ߖړߖఉ ߤदڒన࣒ ఎలव࠳ ݡంࡓ న బంధ ऴకమం࠳సࠪన ڕ
లభ బంధం కࣾङࣆ ऒߕࣆ  छ޳ ݡంࡓ  ఉనऒ ࡹబంధం ޴ఇ ࡔస ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ  ఎలवڒदߤ సంఖङ  మ࠾ࡍ బంధంࡹ ఉనऒ  
ఎలवڒदߤ సంఖङ  మధङ  వङ ङޑ సం ښవలం ఒక సగం ࠪऴత࠻ . ࠲ంܾࠈంݟంۃ ఎలवڒदڒ ࡱ ߤబܽद ࡓంݡ సߕࣆ ࡔऒ  ఒకړߖ޳ 
సࠪనం ڒబܽद సڝ ࡔసం ࠈంݭ ఆర न࡛  ఒకܽ ڒబܽद ఒښ బంధం ఉంࡓ ޴ంݡ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల మధङ ఆర ݭంࠈ  न࡛  ఒకܽ 
ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ࢓ރన అ࠳बరࣄ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ࢓ރబܽद అڒ छࡌత ߤజݩऴࣝ ݡ త మࡖక అߘ࢓ރ 
भ޳۫ ం, ࠬ࡯ࣖ ڕయం ࣄबరంڴ ఉం޳ࡶ ޳ ఎలवڒदߖڒ ڡߖऔ గࡔషߘ ߤం޳۫ ݟभ ం. ࣖ࡯యం పరࠪ࢓ރ ఒక ఏకతछ ం కࣾङ , 
ఇࡍߪ ޴ फࡓ ڴంݡ ఎలवڒदߘऱ ఉߕऒ ఏకతछ ࢓ރయం పరࠪ࡯ࣖ కࡖమ ڕࠬ బܽदڒ ࠼ ం కࣾङ  కڵ࡯ ఉంܿంࡓ ړߖ޵ ,޴ంݡ 
ఎలवڒदߘऱ ఉߕऒ సంకర బܽद అ࢑ڒ ࠼ लణ ۮం࠼ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధంۨࣇ ڴంచబࡓ ݦంݡ పరࠪރ కࣾङ లߘ 
ఏరओ फࣃࡏ ओߩఇ ,࠼ ऒߕऱ ఉߘदڒఎలव ݡంࡓ ڕ࢓ރయం పరࠪ࡯ࣖ ఈ ݞఈ ࣝऴ ݡ  ڕ࢓ރయం అ࡯ࣖ ఈ ڴ࢑ధం ޻అ ࠼
ऒߕऱ ఉߘदڒఎలव ݡంࡓ ల కࣾङ࢓ރబܽद మనం అڒ ࠼ లߖ ߘంڒ ࡯ߦబܽद ࠬࡏ తڕए వ శړ फ ࣃब  ޜరంభంߦఆࣣ ऴ ݟంߘ ࠼
ऴߦరంࠚంۧڒ ࡯బܽद ఇ޴ తڕए వ శړ फ ࣃब కࣾङ ރబܽद అڒ ऱߘदڒఎలव ݡంࡓ ࠼ ङڕ࡯ࠪ  ల࡛ ఆࡍख టڴ࡮ ࡽ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ 
ఎలवڒदߤ లߘ ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మࣄ ࠾ࡍओ  ޻ऴతం అࣇ ߩం࠼నࣔࠫ ࡰߦ అం݄ ࡯ݞఉం ڴࡏ޶కܽ ఎڜߖ޳ఒక ߤ
ఇకए ڴరణం߄ࣃ ࡱޑऴࣇ డ ࣇప࡛ గࡍషद గࡍషद ڷణڒరంڴ ఉంܼ࠼ ఐܽ ࡰߦ ࠫనࣔ࠼ంࣇ ߩऴతం తࡌछ త మࡓ ࡗంݡ 
ఎలवڒद࠻ ߤంܾ ࠈంݟంۃ ఆࡍख घڴࣄ ۃంݟంࠈ బܽद ఈڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ࡽܼ  ఆࡍख టࡽ ఈ ࠻ంܾ ࠈంݟంڴࣄ ۃघ  సࡔ ఇڴࣄ ޴घ  
ఇڴࣄ ޴घ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టڒ ࡽబܽद ࠪڕ࡯ङ ల࡛ ఎలवڒदߖڒ ڡߖऔ గࡔషࡍ ߤట࡛ऒ घڴࣄ   వ࣒ߜ ߤ ఆࡍख టࡽ కڵ࡯ ఉనऒ  ݡంࡓ 
ఎలवڒदڴࣄ ࡱ ߤघ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡽ వ࣒ߜ ߤ ఆࡍख టࡓ ࡹ ࡽంݡ ఎలवڒदࡱ ߤ ఉంܼ࠼, అ޴  ఇߩओ ఆర ݭంࠈ ݡ न࡛ ఒక he2 ړ 
పరࠪރ ఎలवڒदߖڒ ڡߖऔ గࡔషߘ ߤ కڵ࡯ ఉంܿంࡏࠬ ,޴ ఎలवڒदߤ సంఖङ న ఒక ఆర࠳సࠪన ڕ न࡛ एړࡵ ߘ  ంۨనటऱޙ࠼, 
బంధం ఎలवڒदࡓ ߤం࠳ ݡన࣒ సంఖङ  ఎలवڒदࡹ ߤ ఉనऒ  ऴపޒబంధకం ࡓంݟంܽࡹ ఉనऒ  ఎలवڒदߕࣆ ߘ ߤऒ  ޜݡంࡓ సࠪనం ړ
ల మధङ࢓ރయం పరࠪ࡯ࣖ ݡంࡓ .ݟంచంڵ࠙  బంధం ڒ ޶ࡶబܽद ࣖ࡯యం అࣄबరంڴ ఉం޴ అࣄबరంڴ ఉం޴ సࡔ అం݄ 
అ޴ ఉࡶ ࡹړߖదߖ అ޶ग తంڴ కھߘనऒ మధङ ࢐ܽ బܽदڒ ޶ࡶ ࢓ރఅ ࡹబܽद ऴపపంచంڒ ޶ࡶ ࡹړߖఉ ޴అ ޴  బంధంhe2 
औߖڒ ڡߖदڒఎలव ރపరࠪ ޴బܽद ఇڒ యగలంۯ ࡮మనం ఎ ࡱ࢓ރయం పరࠪ࡯ࣖ ݡంࡓ .޶ࡶ గࡔష࡯ࣖ ߤయం తࡌछ త 
మࡖక అ޳۫ ߘ࢓ރभ ం ࠬޣ࡯ ࡏయం ఎలवڒदߖڒ ڡߖऔ గࡔషࣄ ࡹ 1 ߤबరంڴ ఉం޳ ha ve lithium li 2 s 2 2 s 1 
भ޳۫ ޴ߝఅ ޳ࡶ ం ఒక ࣖ࡯యం పరࠪࡅ ࢓ރకए  కࣾङ  మࡖకܽ మࡖక ࣖ࡯యం పరࠪࡅ ࢓ރకए  కࣾङ  మ࠾ࡍ అߩओ  ݡ
మధङ ࢐ܽ ࡏࠬ  ఒక పరࠪރ కࣾङ ओߩभ ఎలऱ޵ڜऱࢇࢗ ړ߯ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘ ړశ ݟంڝफం۪ࡏڷ ݢ फ ߭ޔڷࡏం޴ 
ړబܽद శڒ फ ߭ޔڷࡏం޴ అߩओ కࣾङ ڕࠬ ݡ  ఇకए డ కࣾङ  ఉం޴ మ࠾ࡍ ఉం޴ ఒక ڴࣄघ  బంధం ࣆలభ బంధం కࣾङ  um 2s 2s 
ఉం޴ మ࠾ࡍ పరసओ ర చరङ  ۪కए ల ࡔఖڴ ۫పబޔݡం޴ మ࠾ࡍ మనం ڒ ࡯࠻ۯబܽद ఇ޴ ఒక ޣ࡯యం పరࠪ࢓ރ ఇ޴
మࡖక ޣ࡯యం పరࠪ࢓ރ ఇకए డ ࠬࡏ కڵ࡯ ఉనऒ  అ࢐ܽ ࢓ރ మధङ  ఏరओ ओߩఇ ޴ంݟ  ऱ li2 ahߘदڒఎలव ݡంࡓ ࡹߖ޳ ݡ
ఉߕऒ ఇకए ࠼ డ ࡓంݡ ఎలवڒदߘऱ ఉߕऒ ఇకए ࠼ డ ࡓంݢ ఇకए డࡿࢗ ڕफ ఇకए ࠼ డ ఒక ఎలवڒदߤ ఉం޴, ఇకए డ ఒక ఎలवڒदߤ 
ఉం޴, ఇకए డ ఒక ఎలवڒदߤ ఉం޴, అߩओ ङږ࡯ࠪ ۃంݟంࠈ ߤ࠻అ ݢంࡓ ݡ ङڒ ࡽ फࡿࢗ ړ ࡽటߧ घڴࣄ ޴బܽद ఇڒ ࠼ घڴࣄ  दࣃ  ࡛ 
ఇڴࣄ ࠪ ۃࣄ ޴घ दࣃ  ࡛ ఇߩओ ङڕ࡯ࠪ ݡ ల࡛ ఎలवڒदߖڒ ڡߖऔ గࡔషߤ అࡓ ޴ߝంݡ ఎలवڒदߤ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ఏకతछ ం కࣾङ छ޳   ࡌ
ఏరओ घڴࣄ నݟ  కࣾङ , ఆ߯ ڴࣄघ दࣃ  ࡛ ఆࡍख టࡓ ࡽంݡ ఎలवڒदߤ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ఏకకࣾ కࣾङ ఏరओ ޜ  ࡏࠬ ఆ߯ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘల ߤदڒఎలव ݡంࡓ కࣾङ ࣊ ݡంࡓ  లޜ ఏరओ घڴࣄ నݟ  ఆࡍख టߘ ࡽ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࡏబܽद ࠴తफం ఆࡏ ఎలवڒदࡱ ߤ 
ࠪऴత࠲ ఎం޶కం݄ ࡓంޣ࡯ ݡయం పరࠪࡱ࢓ރ ఒక ޣ࡯యం పరࠪߘ࢓ރ కߧ࡯ ఒక ޣ࡯యం పరࠪݡ࠮ ࢓ރ 
ఎలवڒदߘऱ ܼ݋ తࡌछ త ࡓంݡ ఆࡏ ఎలवڒदనऱߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡓంݡ పऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ   ऱ liߘदڒఎలव ࡏఆ ݡంࡓ 
అ࢓ރలߘ ఏరओ छࡌన తۨࡍ త ఎలवڒदߤ సంఖङ  ఒ࡮ښ ఉంܿం޴ సࡔ పరࠪރ కࣾङ ఏరओ ࡱ छࡌన తݟ త పరࠪރ కࣾङ ల 
సంఖङ  సࠪనంڴ ఉంܿం޴ ఇߩओ एړࡵ ࡮ఎ ݡ ంۧࡹ ఇߩओ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ݡ , ఇࣄ ޴बరంڴ ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ మనం 
కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఈ బంధం ࡅకए छ޳ ۃంݟంࠈ ంܾ࠻   ࡱ ߤदڒఎలव ݡంࡓ బܽदڒ ޴ంݟయబۯ भ޶ర ࡌ
ఉనऒ ࡹ ۃంݟంࠈంܾ࠻  మࡓ ࡗంݡ ఎలवڒदߤ ల ޳छ नݞయబۯ भ޶ర ࡌ ओߩఇ ࠼ ఇకए ݡ డ ࠈంݭ ఆర न࡛  సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ కڵ࡯ 
ఉߕऒ ఇకए ࡏ డ ࠬڕ ఇకए డ పߖ ఉం޴ బంధంࡹ ఎలवڒदߤ సంఖङ సంఖङ ߤदڒన࣒ ఎలव࠳ ݡంࡓ   మ࠾ࡍ బంధం ߕࣆऒ t ޜ 
ల మధङ࢓ރయం పరࠪޣ࡯ ݡంࡓ బܽद ࠫऴశమంڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ంޔݡంచబڵ࠙  బంధం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒښ 
బంధం ఏరओ కࣾङ ރబܽद పరࠪڒ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ޴బܽद అڒ ޴ంޔݡ म޳ࣄ  ంړߖޑ సంబం߅ంۨనంతవరڕ మనం 
పరࠪ࢓ރల మధङ  బంధం ࡍڷంۨ ఎ࡮ ࠪ ऱܼ డగలం ధనङ Pru ࡱ޳࢐

tor
@
IIT
K




