
హࡹ గత తరగࡹޒ
छڒ ࠭࠲ ంటం ڡߖڒ࠱झ కएࡅ   ࣒߱द ݋ࡶ లߘ చࡍऐ ంۧ࠭ ࣝऴݩజߤ అࡅ ࢓ރకए  పࢲࡍए రం
ऴ ए࣎ కएࡅ ంగ࡛ సࠬకరణంݟ  పࢲࡍए రం ࡍڷంۨ ࠭࠲ చࡍऐ ంۧ࠭   ऴ ए࣎ కएࡅ ంగ࡛ సࠬకరణంݟ  పࢲࡍए రం 
తరంగ ߇࢑లߘ అం޴ంۨం޴
మ࠾ࡍ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾߤ ల࠭࠲ ߘ చࡍऐ ంۨన ߖڜऒ छڒ  ంటం సంఖङ ల పరం࢑ ڴవࡍంచవ۪ऐ
छڒ ݡంࡓ ంటం సంఖङ छڒ న߄ऴప ࡱ ంటం సంఖङ  మ࠾ࡍ అ࠭܊టڒ ࡽछ ంటం సంఖङ కࣾङ ޳ࡶ 
छڒ ంటం సంఖङ చరऐ ࠪ ࠭࠲ ࡹޒతరగ ܽߝ ంۨࡍڷ  फࣃڵࣃనڜ ߘ ࠭ మ࠾ࡍ 
ऒڻࠪ ࠭࠲ छڒ  ڡܽ ంటం సంఖङ ऐࡍచ ߘ ంۯ త޶పڒ ࡍछ ంటం సంఖङ ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ .࠭ޑݡ
 

అߝ అࣾరం ۨࣇ ޜంచబݟన ڒछ ంటం సంఖङ  ఇߩओ అం݄ ఏࠫܽah m ݡ ah 
అڒ ࠭ࣃ۫ ࠭࠲ ߖछ ంటం సంఖङ  పࠪࡍణం ࡍڷంۨn 
ࠪ ऱܼ छڒ నݟ ంటం సంఖङ  ఆߖࡌڒऒ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ऒڻࠪ ࠾ࡍమ ޴ంݟ छڒ ڡܽ ంటం సంఖङn   
ఈ కࣾङ కएࡅ  ङߕ࢑  ऒߖࣃ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ఈ  ࠭ޑࠋۮ ࡮అ ࠭࠲ ړߖޑफࣆऴప ࠾ࡍమ ޴ంޔݡ
ఓࡍయం݄ష޳ ߤछ అం݄ ओ࣋ ߤయం݄షࡍఈ ఓ ࡌ ఏ ޴అం݄ ఏࠫܽ  ఇ ߤయం݄షࡍఓ ࡹ ࣒
రక࠳న ఓࡍయం݄షߖ ߤ కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనం ۫ࣄన కࣾङ కएࡅ  ङߕ࢑  ऒߖࣃ ,޴फంࣆۨࣇ 
అ࠭܊టڒ ࡽछ ంటం సంఖङ కएࡅ  కएࡅ వࡱ࢑   ऴప߄న ڒछ ంటం సంఖङ छ޳  రߖ ࡌ प࠼ంచబޔݡం޴.n 
 
ఇߩओ ݡ
అయࣃए ంత ڒछ ంటం సంఖङ కएࡅ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑ వࡱ࢑ బܽदڒ ,వࡱ࢑   ఏ m m l l 
ߘవలࡱ࢑
మనం ۫࠭ࢡ, అ࠼నߩओ కࣾङ ߖ޳ ߖఅ ݡ ओߩన࠼అ ޳ࡶ ࡮  l 0 l 0 s l 1 p  ޴అ ݡ
కࣾङ  అ2 ޴ߝ ఇ޴ కࣾङ  ఇ޴ కࣾङ కएࡅ     మ࠾ࡍ అం޶వలన ఇߩओ ओߩన࠼అ ݡ  l d l 3 f l 0ݡ
ఇ޴ కࣾङ  మ࠾ࡍ ఆڒరం ڿళం అ࠼నߩओ పओۮ ߖఅࣾం అࣾం అࣾం అ ߕ ݡ ంݟ  మߘߝ ࠾ࡍi ah x y z 
ऒߖࡿڿ ఒక ڕࠬ ऒߕޔߩ۫  ऒߖࡿڿ ఈ ߘߝ బܽदڒ ߘ  ఎߖऒ  ݋యంࡍఓ ڴࡱ߄࢑ 
ऒߖࡿڿ నం ఈ߄సࠪ ޻ߝఅ ߘయగలۯ ऒߖఅ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ࡶ ఏࠬ ߖయడం అۯ ݋ంࡂࡍఓࡎ   
బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴషदంࣆ ߙࡹశల޴
ఈ కࣾङ ఒక ࠪర ښఒ ړߖݞయۯ ݭం݃ࡂࡍఓ ߘ ठం ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఓࡍయంۯ ݋యగల ࠪࡌठ ల సంఖङ
ఒకܽ  ڒబܽद ఇ޴ ఆࡍख ధङࣃ ڕ ࡽܼ మࡃङ  ఓࡍయం݄షߤ ల సంఖङ , ఇ޴ s p
కࣾङ  కࣾङ ల ࡍڷంۨ డంڴ࡮ ࡽࠏ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࡓ ړߖ޵ంࡱ ࠗࡹ ݡ ఉߕऒ  pߘߝ బܽदڒ ࠼
ࡎڒ ߕ दࣄయߤ అࣿߖऒ ऒߖ޵ ߘߝ ,फ࣋ڶ  ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߖఅ ࠾ࡍమ ڴ    ߮ऱߤ ఆࣣ ߯న మ࠾ࡍx  y ah 
వన ఉనऒڷ޴ ࠾ࡍఅࣾం ߯న మ ࡯వన  ࣾࠫంۧڷ޴ भ޳ࡱߧ ߖఅ ࣄ ࢑ࠪనం ߩతڵڒ  ం, ڒబܽद
ࡍߖ ఈ ߘߝ भషद డంࣄڶ ߖ ࡽࠏన ߄࢑నం ఇ޴ అࣾం ࢗంబݟ ఓࡂࡍం݃ݭ అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  y ߘߝ ߗڒ ,ࡏ
ఓࡍయంۯ ݋యగలߘߝ ,ߘ
ऒߖ޵ పओޒ  గలߘ  ఒక 90 ݟऴࡱڶ ఆ߯ ߖߖ޳   అࣾం ࢗంట ڵࡍޒ ࠪరऐ ంڒ ,ݟబܽद ఇߕ ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍx y x 
ఇ޴ అࣾం ڒబܽद ఇ޴ మࡖక ఓࡍయం݄షߤ, ఆ߯ ߘߝz 
࢑ࠪనం ߯న మڷ޴ ࠾ࡍవన ఉనऒ   అࣾం ࢗంట ݞږ ఓࡍయంۯ ݋యగలڒ ߘబܽद ఇ޴ అࣾం ڒబܽद z z  
ߘߝ
ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ࢐ బܽद ఈڒ ߘయగలۯ ݋యంࡍఓ ڴ࢑ధం ఈ ߖߖ޳
కएࡅ తంڵڒ  ࢑ࠪనం ڷ޴వޔࢂࢗ ڕంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ p
కࣾङ నऒࠚ࢑ ݡ࠮ ݟంబࢗ ޴ఇ ޳ࡶ ݟంబࢗ అࣾం ޳ࡶ ంటࢗ అࣾం ߘ ठࡌࠪ  ऱࡹ  ఓࡍయం݋ y x z 
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ  ࡏࢡ۫ ࡏࠬ ߖయగలనۯ  axisݡ
ఈ సంఖङ ,ߘ޳ం߰ ߘల ߤయం݄షࡍఓ ݡ࠮ సం కࣾङڝ  ࡆࢳయం݄ࡍఓ ࡹ  ఇߩओ  n p ޻అ ݡ࠮ ݡ
࢑ధంڴ d
కࣾङ ऒߖࡌڒఆ ࡽࠏడం ࡽࠋడ ړߖ܉ߖ   కڵ࡯ ఉం޴ ఆࣣ   ఈ ࢑ధం޳ڶ ڴभ ం ఇ޴ ఆࣣ ࡓంݡ
छࡔ࢘ రऐࠪ ڴࡱڒర ޶ఐ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ం޴ం߰ ߘల ࡽࠏడం ݡంࡓ ఆࣣ ࡏ గలߘ   ఆࣣ ߘߝ
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݞऴ ࡏࠬ ంచడం ޶ࡶ  ఇ࢑ ఐࡔ࢘ ޶छ ఈ d ߘల ߤయం݄షࡍఓ ߤయం݄షࡍఓ ࡏ
కࣾङ ఉనऒ ࡹڷరం ݟంࢗ ࡱ ࡽࠏడం ݡంࡓ   ࡹఈ ۨऴతం ࡏࠬ బܽदڒ ࢓పగల۫  ࡱ  ఒక డంߖ ࡽࠏ
మࡖకܽ ࡍߕంజ రంࡹڷ  ఉనऒ  డంࡓ ࡱ ࡽࠏం࢑ࠪ ړߖ܉ߖ ݢనంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴xy 

࢑ࠪనం ߘంݟ బయటڕ వ फ࣎ ం޴, ఆࣣ ߮ऱڵڒ   ߤతం మ࠾ࡍ ఈ ړߖ܉ߖ z  dumbbells x
࢑ࠪనంࡹ ఉߕऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ࠼ झࡽࠏడం ݟంబࢗ ࢑ࠪనం ߘߝ ޳ࡶ ߘ  y dxy xz ߖ 

అమరऐ ݞږ గలߘߝ ޳ࡶ ߘ
ఈ డంࡽࠏझ అమరऐ ݟంబࢗ ޳ࡶ ݟంబࢗ ࢑ࠪనం ߘ  గలߘ ఈ ݡ࠮ సందࡌग  నyzࣄ۫ ࡏࠬ ߙऱࡹ
డంࡱ ࡽࠏ ఈ డంࡽࠏ ల ࡓ ړߖ܉ߖ ࡱ ࠗࡹంݡ అࣿలࡹ ఉߕऒ ߘߝ ޳ࡶ ࠼
ఈ ݡ࠮ అࣾం ࡹపల ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ࡱ ࠗࡹ ݡ࠮ అࣾం ࡹపల ఉంܼ࠼
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మ࡯ڵࠫ  ࠾ࡍన࢐  ࢑సफړߖ࢐ అࣾం ࠬద   ఈ సందరग ంࡹ
డంࡱ ࡽࠏ  అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం ࠬద ఉనऒ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ కएࡅ లރరߏ   x y 
,޴ఉంܿం ڴం కషदంۮంڜ ంచడంࡍ࢑వ ߖߖ޵ న޶నం࠼క అ࠼య  కలڥࡔ
खࡍఆ ࠭࠲ ߗڒ झࡽܼ నऒࠚ࢑ ޶ఐ ڕ  ఉనऒ ࡱ ߤయం݄షࡍన  ఓ࠳ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭.d 

బܽद కࣾङڒ ల ڝసం ࣃధङ మࡃङ  ల సంఖङdރరߏ 
ఐڒ ޶బܽद మనం ఇకए డ ۫࣋ڒࡿڿ ޴ర  సమࡐపతߘ కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న

కࣾङ వ۪ऐڒ ݭం݃ࡂࡍఓ ߖڴ ంటࢗ అࣾం ޳ࡶ అࣾం ޳ࡶ అࣾం అࣾం ࡱ  p x yl z z , ࠭࠲ బܽदڒ 
ఒక ࠪర ߖ࢐ܽ ठంࡹ ࠪऴతࣃ۫ ࠲फ ࠭  px

కࣾङ ޳ࡶ లߘ సڴࡍठ అమరऐ వ۪ऐ  అࡱߧ ߖవబݦ ఐ޶ రߖ޵ ڴࡱڒऒpypz d dxydxzd  yz 
࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛   అంܼڒ ࡏబܽद ఆࣣ ఇ޴ చޔరऴసం ࠳న࣒ dx y dxydxzdyzdx y

చదరߩ ࣋ए छ ऒߕఉ ڴࡱڒర ޶బܽद ఐڒ ࡛ एࣃఅయ   ࠼ ంతdz 
छڒ ంటం సంఖङ  అ࠼నߩओ ړఆస ڕߕ ݡ फ ఉనऒ  కࣾङ  కएl  3ࡅ 
ఓࡍయం݄షߤ  ఏࠫ݇ ࡯ޘయܑࣆफం޴  అంద࠳న ఇలव࣋दషߘߝ ߤ
ఆ ࠙ߖڴऒ फࣃట࢘޳  ऒߖ޵ ࠾ࡍమ ߘ రऐࠪ ڵࡍޒ  छࡔ࢘ ݡఏ   ړߖݞ ठࡌࠪ ࡏ ऒߕఉ ࡱ యߦۮ ڕࠬ ߘߝ ߖफ ߘ

కࣾङ ޴సࠪనం ఇ ݡ࠮ ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ݟڕ  ܽవరڕ ఏࠫl f 
కࣾङ  ࠭ࣃ۫ లߘ ఒక ࠪర ठంࡹ ఓࡂࡍం݃ۯ ݭయవచऐ కࣾङ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ నऒࠚ࢑ ݡ࠮  ठࡌࠪ  ऱࡹ  p  
ఓࡂࡍం݃ۯ ݭయబޔݡం޴,
खࡍఆ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ झࡽܼ  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ ఐ޶ రڴࡱڒ ఓࡍయం݃ۯ ݭయవ۪ऐ  pxpypzd dxy

࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ఈ ఐࡓ ޶ంڴࡱ߄࢑ ݡ మ࠾ࡍ dyzdzxdx y d z f
కࣾङ లߘ ఏࡔ࢘ ݡछ ऱࡹశ޴ ࡏ  అమరऐ వ۪ऐ ఇۨऐ ࡏࠬ బܽदڒ  న ࡱ࢑వ ڝసం ۫ࣃफ ఆࣣ మనం  ࡏ
ఈ ߖ అం޴ంۨన ࡅకए ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ ڕవࡱ࢑   ఎం޶కం݄ ఈ అ࢑ah l spdf 

కएࡅ ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ ڝసం ࡅకए ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వࣃۨࣇ ߘफ ప  ݡంࡓ   ࠼ ऱ࣒  వߤ ఓࡍయం݄షࣃ ࡱ ߤధङ  l l l࠲
మࡓ ࠾ࡍంݡ   ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए  ఈ ࡱ࢑వࡱ ఏࠫܽl 
ङߕ࢑ ऒߖࣃ  అ࢑ ఒక దశ࠳ ࡹన࣒ ߘంݟ పऱ࣒ फࡿࢗ ړ  న࣒l l࠳ బܽदڒ ࠼

ఆ߯ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  వߤ అ޴ ఆ߯ ࠳న࣒ ఒకܽ మڒ ࠾ࡍబܽद ࡓంࡔ࢘ ݡछ  l l l l࠼ఉంܼ ڴࡏ
ऒߕࣆ బܽदڒ  మధङ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳  బܽदڒ ޴फంࣆవ ࡹ  వరࡓ ڕంࡓ ݡంݡ ఎࡽ పऱ࣒l   l 
వݟ ߤఫࡓం݋ ఓࡍయం݄షࡱ ߤ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఆࣣ ࠪ ఈܘ ఆࣣ అۮ ߖపओ ంݟl 
కएࡅ ߘߝ फࣃఇ ߘవࡱ࢑  ऒߕࣆ ߘ  అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఎߖऒ  ఓࡍయం݄షࡱ ߤ ఇవछ బݞन  l lݡంࡓ  ࠼

 ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ࡓంݡ  ప ऱ࣒  వߤ ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  మࡱ࢑ ࠾ࡍవࡱ ఏࠫܽ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒l l l 
పऱ࣒ ݟంߘ ऒߕࣆ ړ  ऒߕࣆ ߕ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ޜ  అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ప ऱ࣒ ऒl lߕࣆ  l l   l 

వۨऐ ڕబܽद మనڒ ం޴  ఒښ ఒక ࡱ࢑వ ڒబܽद
ఇ޴ అయࣃए ంత ڒछ ంటం సంఖङ ओߩన࠼వ ఒకܽ అࡱ࢑  ऒߖఎ ݡ ధङࣃ  ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ న࠳  m   l࠼
పߜऒ ంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ݡ࠮ మ࠾ࡍ అ޴ ఏ࠳ ࢑న࣒ ߘం࠴ ݟదలޔ࢓ం޴ అం݄l 
ఒక ࠳న࣒ వߤ పऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ  ఒకܽ࠳ ࡹ   మ࠾ࡍ మࡗ దశ ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇ޴ 
న࣒࠳
ఒకܽ ߕࣆऒ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ڒవ۪ऐ  ఇࡔ࢘ ݡ࠮ ࢑छ एࣃఅయ ࡏ ంత ڒछ ంటం సంఖङ ఉనऒ ݡంࡓ ࡱ ओߩ  ऒlߖఎ ݡ
నऒࠚ࢑ ధङࣃ ࡱރరߏ  మ࠼ޑ࢓ అం݄ ఐࡓ ޶ంݡ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ఐ޶  అ࢑ ఏࠫܽl 
న࣒ 1 0 ప࠳ న࣒ 2࠳ ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ నऒࠚ࢑ 7 ࢑ߝఇ అ  ޙ࠼అ 3 ޴బܽद అڒ 2  ठࡌࠪ  అ࢑ ࠾ࡍమ ࡱ
పऱ࣒ ݟంߘ న࣒ 3࠳ నऒࠚ࢑ 7 ړ3  ठࡌࠪ  లࡿࢗ ڕफ ऒߕࣆ ޴అ ,࠼  అ࠼నߩओ  l s ߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ ݡ
फࣃࡱߧ ࠭,
फࣃࡱߧ ߖఅ ޳ࡶ ޳ࡶ ߖ࢐ܽ పङࡐߘఅ ڴࡏߝ ߗڒ ,࠭ ం ࡶదࡏڷ ߖफం۪ڝంࡏࠬ  ݟpx py pz 
ऒߕࣆ ޳ࡶ ߖనద޴ంۮ ړ న࣒ ఒకܽ࠳ పऱ࣒ ޳ࡶ   వړ ߤ అڷߘణంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ px ah py ah pz ah
పओۮ ,ࡏࡶ
అࡍ࢐ ޙ࠼ సంబంధం ޴ڜभړ ڴ ऱషदంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद

అం݄ ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ మన࣋࡯ޘ ڕफ సంࣃࢳޜफ ం.l 
 అకए డ   ࠚ࢑ ݡ࠮నऒ ऒߕఉ ࡱރరߏ  एࣃఅయ ࢐ܽ ࠼ ంత
छڒ ంటం సంఖङ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ  ప ऱ࣒  ఒకܽ మߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭pxpypz 
ఆࣣ ࢐ܽ మధङ  ఒకڜߖ޳కܽ సహసంబంߖ߄ऒ  అం޴ంచంݟ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡓ ڴంݡ సࠪనం l 
అ࠼నߩओ d ڕమన ݡ

చదర࠳ ߩన࣒ చదరߩ   ఉంܿం޴  మړ ࠾ࡍ ఆࣣ ఏݡxydyzdzxdx dz f
छࡔ࢘ भ޳۫ ߘహరణ޳ఈ ఉ ޴ఉంܿం ڴࡏ ం, ࡱ࢑ ߕవ ݡ࠮ అߩۮ ߖओ  ah n߅࢑ ,ం޳ంڕ
కࣾङ ల సంఖङ ओߩన࠼అ ݡ࠮ బܽदڒ ޴నࡕటदడం స߭ߖక ߘ కएࡅ ݡ ధङࣃ  మࡃङ  ఏ࢑n ll ࡱవࡱ࢑ 
ऒߕࣆ వ۪ऐڒ    అకए డ ߘ ݡ࠮ంࣃ ݡ࠮ ݡ࠮ ݟధङ ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ న࠳  s o n l అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߕࣆ
ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद అߕࣆ ޴ऒ ओߩన࠼అ ࡔస ޴ంޔࢂࢗ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ  ऒߖ޳ మనం ݡ  ఏమߖ n l 0 
फࣃࡱߧ ࠭
3 ࣊ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ఎߩओ  ll  1 n 3 l n 3 p ߖఅ 3 ޙ࠼అ ޙ࠼అం݄ మనం అ ࠾ࡍమ ݡ
फࣃࡱߧ ࠭ మ࠾ࡍ l 2
फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽद ఈ కࣾङڒ ࠭  సం܉थ ࠪనం ऴప߄న ڒछ ంటం సంఖङ3d ah 
మ࠾ࡍ అ࠭܊టڒ ࡽछ ంటం సంఖङ ࡍڷ ߘ फࣆफంߗڒ ,޴ అ޴ అంతం ڒదࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
  द࣎ ధङࣃ ఒక ښఒ ړ ࡎ 3s,޴ఉం ࠲ऴతࠪ ߤయం݄షࡍన ఓ࠳
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఒక కࣾङ छࡔ࢘ ݡ࠮ ړ ݡ࠮  pࡱރరߏ ࡏ
ఉߕऒ छࡔ࢘ ޶ఐ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ అ࢑  ࠼  px py pz d ޴ఉం ڵ࡯క ߘలރరߏ ࡏ
 dxy dyz dzxݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮

చదర࠳  ߩన࣒ ࣋ए छ ࡛ మݟ ݡ࠮ ࠾ࡍ ࣋ए छ  dx y z޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ࡛
ఇ࢑ ఐࡔ࢘ ޶छ ठࡌࠪ ࡏ ంۨన కࣾङ߅సంబం ړ ߘߝ బܽदڒ ,ࡱ ల సంఖङ  nړݡ࠮ ߘ
సࠪనం ࣋ۯफ ߘ ݡ࠮ ߘߝంࣃ۫ ݟफ వۨऐ ݟంߘ ݡ࠮ ߘ ంߘ ݡ࠮   ޴ంݡ࠮ ݟ వۨऐ ం޴si si di 
కࣾङ ޶తफం ࠬద ఐ࠴ ఇ ప  ࡱ ऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒  ఐ9  ޶.
ओߩన࠼సࠪనం అ ړబܽद 3ڒ   nݡ
తफం  కࣾङ࠴ ऒߕఉ ࡱ యڒ ߘࢡ۫ ߘߝ ߖబܽद ڒछ ంటం  సంఖङ 9ࡱ ݋ంߧసం ऴڝ ऴతంࣇ  ah n 
ఉనऒ ओߩ ए࣋ ݡ छ ࡛ సంఖङ  కࣾङ ఒక కࣾङ ޴ߝబܽद  అڒ ࠼ఉంܼ ࡱ  ࠪऴత࠲ ఉం޴n n 
అం݄  ఒకܽ అ࠼నߩओ కࣾङ ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱ కࣾङ ڷࡱߕ ࠼ n s two px two py two ݡంࡓ అం݄ ࡱ

ओߩన࠳సࠪన ړݡ࠮ घࠫޛ ݡ కࣾङ ޴ కࣾङ ఇ࢑ ࡏఎవ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡱ  pz  n࠭࠲  ࡱ
ఇకए డ ऴڒ ࠭ࣃ࢐బܽद ࡔ࢘ ݡ࠮ ࠭࠲छ छڒ ࡏ ంటం సంఖङ లߘ ऴప߄న ڒछ ంటం సంఖङ  ah ah޳ࡶ 

छڒ న࠳లకڔ ంటం సంఖङ  మڻࠪ ࠾ࡍऒ छڒ ڡܽ ంటం సంఖङ .࠭ࢡ۫ 
 

మ࠾ࡍ అڒ ݡ࠮ ߝछ ంటం  సంఖङ లߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ కएࡅ ࡌ ధङࣃ  మࡃङ   nl m m ࡱవࡱ࢑ 
ఏࠫܽ,
మనం కࣾङ కएࡅ ߤदڒఎలव ޳ࡶ   ఇంܽࡍڷ ߖ फంచడం వరࢗ ڕళऱవ۪ऐ , అޙ࠼
ఆࣣ ࣄओ ړवࡵఎ ޴అ ,޴కܽ ఉంࡖమ ޴ݦలవబߧ ߖఅ ߤ द࡯ޙ ߖం޴  ఆࡹ ߤ
ओࣄ ࡎఅంత ߖఅ  ߤ ऱనంࡱߧ ڴవబݦ ఒక అంతర ठత లࣾణం ఉం޴ అం݄ అ޴ ఎలवڒदࡅ ߤకए  సछ  ړߖ࢐࠙
అంతࡎ ऱనంڴ ఉంܿం޴,
అం݄ ఎలवڒदߤ ఉనऒ టऱࡏࠬ ޙ࠼ ఎలवڒदߘ ߤంࣄ ݟओ  ࡏ࢘ ߖ ߤ
అర ߖరࡶయۯ बం.
ओࣄ  ऒࡍఅంత ࡹ ߤदڒఎలव ޴ߝఅ ߤ घࡍ తంڴ ఉంܿం޴ 
छڒ లठవߕ ంటం సంఖङ ओࣄ ޴అ ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘ छڒ ߤ ంటం సంఖङ బܽद nڒ 

మޜ ࠾ࡍ కڒ ݡ࠮ ߧ࡯छ ంటం సంఖङ ओࣄ ࡱ छڒ ߤ ంటం సంఖङ  అమړࡹࡱ వۨऐ నߩओ l m ࠭࠲ ݡ ah 
ऴపޙङ కంڴ
ࡍߖ ߘߝ भషद ఎలवڒदࡍڷ ߘ ߤ फంచగలࣄ ߘओ छڒ ߤ ంటం సంఖङ  తࡌछ త ࠻ۯలం݄
छڒ లठవߕ ࠪ ంటం సంఖङ ओࣄ  छڒ ߤ ంటం సంఖङ  అߦۮ ߘߝ ߖओ ޒऴప ,ߘ
ఎలवڒदޜߖ޳  ߤ అߘబం߅ంచబݟన ࣄओ छڒ ߤߧ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘ ߤ ంటం సంఖङah 

छ޳ छڒ న߄ऴప ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ ంటం సంఖङ  అޙ࠼  కࣾङ  అ࠭܊తڒ  ࡽछ ంటం సంఖङ ల ms n 
పࠪࡍణం ࡍڷంۨ ߦۮओ ࡏ

కࣾङ ऒڻࠪ  छڒ ڡܽ ంటం సంఖङ   ఆڒరంah 
ࠪ ంۨࡍڷ ऱܼ खࡍఆࣣ ఆ ޴ంݟ ओࣄ ޴ ࡽܼ छڒ ߤ ంటం ఓࡍయం݄షࡍڷ ߤంۨ ࠪ ऱܼ చరऐ  ޴ంݟ  nu mberࡱ
ఎలवڒदࡅ ߤకए ओࣄ  ऒڻࠪ ࠭࠲ ంۨࡍڷ ߤయం݄షࡍఓ ߤ छڒ ڡܽ ంటం  సంఖङ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంۨనߩओ  ݡ
,ݟంڝफం۪ࡏڷ
ऒڻࠪ छڒ ڡܽ ంటం సంఖङ    కࣾङ ల సबలంࡹ s
ङߕ࢑ ऒߖࣃ ओߦۮ ߖఅ ޴फంࣆۨࣇ  ࠭   కࣾङ కएࡅ  ङߕ࢑  ऒߖࣃ  అࣾం ࡹ అࣾం ޳ࡶ ޳ࡶ x yx z xy ah 
పలࡹ

 ߮ ऱ޳ࡶ ࡹ ߤ  ߮ ऱڒ ࡹ ߤబܽद అ࡮ మ࠾ࡍ ఇంڒ ࠭ంࣄ ߗڒ ڕ޶ओ छڒ ߤ ంటం నంబ࡛ ࣄओ  xy yz ߤ
ఓࡍయం݄షࡍڷ ߤంۨ ࠪ ऱܼ ,޴ంޔݡ
ఇ޴ ऴపޙङ క ߕ࢑ङ ऒߖࣃ కएࡅ ߤदڒఎలव ޴ఇ ,޶ڒ  ओࣄ  పओۮ ߖఅ ߤయం݄షࡍఓ ߤ వ۪ऐ ,
ओࣄ ధङࣃ ݡంࡓ ࡹల ߤయం݄షࡍఓ ߤ మࡃङ ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱవࡱ࢑  .࠼

ఎలवڒदڝ ߤసం ࣄओ ओࣄ అ࢑ ,ߤయం݄షࡍఓ  ߤ ओࣄ ߤݪ ޳ࡶ  ߤ కएࡅ తफం࠴ న࣒࠳ ޳ࡶ సగం ۯంۨࣇ ߘ ߤ  ms
ఇవछ ڴవࡱ࢑ బݞन  ,࠼
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औ࡮ఆ ߖܽ࢒ खࡵఅ ޳ࡶ  दࡌ  అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ,ࡏ
కएࡅ ߤदڒఎలव బܽद ఇ࢑ڒ ओࣄ ݡంࡓ  ङߕ࢑ ߤ ऒߖࣃ  సంऴగࣕంచ࠭࠲ ړߖݞ చࡍऐ ంۧ࠭.

 ऴతం  nlmmsࣇ
పࠪࡍణం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ छڒ ݦ ంటం సంఖङ ࠪ ంۨࡍڷ రంڒఆ ޴ంۨ ఇࡍڷ   ऱܼ ओࣄ ޴ఇ ށరߏ ఈ ޴ంޔݡ  ߤ
ఓࡍయం݄షߤ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ అ࡮ ఉండవ۪ऐn 
࠭ంߕࣆ ڕ޶ऒ  ఒకܽ ࡓంߘ ݡం࠳ ݟన࣒ ఒక ࠬ ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴l n 
న࣒  ప࠳ న࣒ ఆࣣ࠳ ऱ࣒  ఒకܽ 0 ࠳న࣒ 1 మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ప ऱ࣒  సగం ޳ࡶl l l l ms 
छڒ న࣒ సగం ఈ࠳ ంటం సంఖङ లߘ ऴపޙङ కంࡍڷ ڴ फంచړߖݞ ఉపڵࡆంచబడ࠼ޑ.
  కࣾङ
ङޙऴప ߘ ߤदڒఎలव ޳ࡶ కంࡍڷ ڴ फంచړߖݞ కࣾङ బܽदڒ శం޻ऴప ۯంߧߖక ࡱ ߤदڒఎలव ࡱ
ओߩఇ ࠭࠲ కࣾङ ݡ ల ఆࡌڒల ࡍڷంۨ ڜంۮం ఎڕए వ చࡍऐ फࣃ ࠭
ఈ కࣾङ ࠭࠲ లߘ ऴ ए࣎ ऒߖހంగ࡛ సࠬకరݟ  పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ ఈ కࣾङ ࡌ లߘ  ߰ం޳మࡏࠬ ߖ 
ం݄ xiڕफం۪ࡏڷ
సࠪనం ఇకए డ ࢘࢟ ఫంࣾߤ కࣾङ తపओ ࡱ కࣾङ ڴࡍసߖ కࣾङ ࠾ࡍమ ࡱ  e psi psiߘ
ऒߖڜ ڕమన ړߖݞफంచࡍڷ छڒ  ంటం   సంఖङ కएࡅ ߤబܽद ࢘࢟ ఫంࣾڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఅవసరమ ࡱ  ఒకnlm 
ఫంࣾڒ ߤబܽद ఈ ڒ ݡ࠮छ ంటం సంఖङ ऒߕఉ ࡹ ߤఈ ࢘࢟ ఫంࣾ ࡱ ߖ޵ బܽदڒ ࠼
అర बం తరంగ పࡏޓߖ మڒ  ࠾ࡍబܽद ࠬ޳ࡶ ࡔ࢘   ࡏ కڵ࡯ ఉనऒ టऱࡏࠬ ,ޙ࠼lm m nl m 
కएࡅ ࢟࢘ నऒࠚ࢑  ऒߖߦࡐ   కڵ࡯ ఉనऒ  ࢘࢟   ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ࢟࢘   
.ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ కࡖ࢘
  ࢘࢟ ఫంࣾߖ ߤ మనం కࣾङ  అࣃࡱߧ ߖफ కޒࠥ ړߖ޳ ߗڒ ,࠭
ऴ࠭ߦఖङ త ޒࠥ ړߖ޳ ,޶ࡶక ऴ࠭ߦఖङ త ఉనऒ కएࡅ ߤతరంగ ఫంࣾ   ޴  ࣋ए छ ࡛ psi nl

࣋ए छ  m ah ޴బܽद ఇڒ ࡛
ఏߕ޼ ఒక ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వదभ ఎలवڒदߤ సం࠙వङ త ࣃంऴదత࡯ޘ ߘయܑࣆफం޴  ఒక ࡍߖ भషद
ఖङ࠭ ޴వదभ ఇ ݋ం࠼ߦ ࡍߖ కం݄ ఒక޶ఎం ޴న࠳ भషद ࠼ߦం݋ వదभ ࠬࡏ
ఈ ࢘࢟ ఫంࣾࡍߖ ړ ߤ भషद ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంܼࡏ మߖ޳ ࠾ࡍ ࣋ए छ ړߖ܉ߖ ࡛
ఆ సమయంࡹ ఎలवڒदߖ ߤ కߝھߘ సం࠙వङ త  ఆ ࠼ߦంߧۮ ࢟࢘ ߘߝ   ߩ࢙ݟڕ ړ ݋ओ న ऱܿڴ ࢘࢟ ఫంࣾߤ
ఫంࣾڕࠬ ࡹ ߤ ఆసړ फ ఉనऒ  ఎలवڒदࣃ ߤब నం ࡍڷంۨన ఈ సࠪۧరం ఉం޴
కएࡅ ߤदڒబܽद ఎలवڒ बࣃ  నం ߘߝ   ఎలवڒदࣃ ߤब ऒߖߕ  ఎۨࣇ ࡮ంచగలߘ 
అ޴ ఎకए డ ఉంࡍڷ ߖ޳ ޾ంۨ ߦۮ ߘߝओ వ  x y x axis yxࡱ࢑ ߖ޳ వࡱ࢑ ߖ޳ ࡯
అ޴ߝ అࣾం, అߩओ ङޙऴప ߘߝ ݡ కంڴ ओ࣋ కएࡅ ߤदڒఎలव ߘߝ   ߘయగలۯ ࠲ऴతࠪ ࡹ ࣒ बࣃ  ऒߖߕ  z 
ߘߝ బܽदڒ ߘफంచగలࡍڷ
बࣃ  ऒߖߕ రछߖ  ۨంచగలڒ ߘబܽद ߘߝ ఆ ࣃब ऒߖߕ రछߖ  ۨంచగలߘ ఇࣃ ޴ब నంah r 
ఇంࡅ ߖࡹ޶కए ࡎڒ ߤदڒఎలव  ڴ߅࢑  दࣄయڝ ߤఆࡍ नࡹ ݋ߝ సࠪనంڴ ఇవछ బݟం޴  ఏࠫxyz 
జޔڷࡏం޴ అం݄ ఎలवڒदړߖ܉ߖ ߤ ఆࣣ
۪ ంऴదకంښ द݀  వృޑफ फࣃڵࡆఉప ࠭࠲ ߖఅ ޴ం࡯ޙ ڴక࡯ޙ ޴బܽद అڒ ޴ంޔࢂࢗ ࡹర ࠪరठంڒ ࠭
ࡍఆڝ వ߇ర ऴڒࡿڿ ࠭࠲ नߖ ݋ߝ ఉప࣋ڵࡆफ, ࡎڒ दࣄయڕ ߤ బڴࡱ޶ మࡖక ڝఆࡍ नࣄ ݋ߝసद࠹ , ࣝऴݩజߤ అ࢓ރ 
సమసङ కएࡅ   పࢲࡍए రం
ఇకए ڕࠬ ߘߝ ڿ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓లభతరం అࣆ డ ۫ࣃߧफ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ఈ ڒࡿڿర ऴ߇వ ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ 
ఇవछ బݞन ࠼
ఆࣣ ࡎڒ दࣄయڝ ߤఆࡍ न݋ߝ లޜ సంబంధం   ఇవछ బݞन మన దగ  ࠼ ठర ఈ అࣾం అࣾం x y z
అࣾం ݡ࠮ అࣾం ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ   ఎలवڒदߤ ఈ
ऒߖࡿڿ  ऴ࠱ݧ ޓనलޜڷࡏޒ ࡹ ߤంڒ ޴బܽद ࠬࡏ    ఒక 
ࡍఆڝ नߖ ߖ ݋ߝరछ ۨంచవ۪ऐ .
కएࡅ ళంڿ   వృతफం   ఆࣣ ࢐ङ రࣃ बం ࡏࠬ ࠭࠲ ޳ࡶ
అߖހڝ ޠ࠭܊ऒ రछߖ  ۨంచగల࠭, ఇ޴ అߖ ఇవछ బݟం޴ మࡍࠪ ࡏࠬ ࠾ࡍన మࡖక ߖހڝऒ  ah   phi 
ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ݞږ  

సओ ࡮ۧ ߘక࡯ఈ కద ڕࠬ షदంࣆߧ۫ ڴफం޴ మ࠾ࡍah 
అڴܼޓ ޴ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࣃ ߕब నం బڴࡱ޶  ఎలवڒदࡅ ߤకए बࣃ  నంah xyz ah 

ఇ޴ అ࠴ ޴ߝతफం ࣃब నం మ࠾ࡍr theta phi ah r ah 
ఈ ࢐సफړߖ࢐ ఈ ڿళం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद ߘߝ ఇߩओ ࡍఆڝ ݡ࠮ ఈ ݡ न݋ߝ లߘ కڵ࡯r 
ఉߕऒ बࣃ ߤदڒంۨ ఎలवڵࡆఉప ߖܽ࢒ ,ߘ ऒߖߕ రछߖ  ۨంۧߘ,
बࣃ ల ߤदڒఎలव   ࡹ ߤబܽद  ࢘࢟ ఫంࣾڒ నం ࡍڷంۨ సࠪۧరం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࢘࢟
ఫంࣾߤ  ऴపޙङ కంࡍڷ ڴ फంచబ࡯ݞ   మࡅ ࠾ࡍకए  ఫంࣾߤ ఇݟࡔ ޴యࡽnlm r theta phi 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఈ ࡓంڝ ݢణం ࡓంࡱހڝ ݡ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾߤ ఈ రక࠳న ࢘࢟ ఫంࣾࡓ     ߤంݡ ࢘࢟ ఫంࣾߤ
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కएࡅ  ఉతओ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ڴफޒ , ఇ޴ ఒక
ऒߖڴ࠙ ࡽయݟࡔ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ޳ ޴छ  rnl ߯ࠀ ࠾ࡍమ ܼޓ య ࠙గంނڝ  ޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴
r phiݡ࠮ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ ࠾ࡍమ ܼޓ ޴ఇ ,ߤతफం ࢘࢟ ఫంࣾ࠴ ޴బܽद ఇڒ
छڒ ంటం సంఖङ छ޳ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࡱ నऒޔߩ۫ ڕࠬ ࠭࠲  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ  nl m i am n ޴
ఏࠫటం݄ 
ఈ ࢘࢟ ఫంࣾࡓ ࠭࠲ ߘ ߤంࡔ࢘ ݡछ  ࠲గం߯ ࠪऴత࠙ ࡽయݟࡔ  దܽ పదం࠴ ంۧ࠭   ఒకܽ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ࡏ
ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴
ࠀ ࠾ࡍమ ܼޓ ండవ ࠙గంࡓ , ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ ޴బܽद ఇڒ
߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంނڝ ߖߖ޵ ,޴యంࣃࡱߧ ڴफ యނڝ ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ ߖ޳ బܽदڒ ݟڕ ݋ంߜం߱ڒ  ࡏ
࠙గం  ݟࡔయڒ ࡽం߱ߜంڒ ࠆݥ ݋బܽद ߖ ߖ࢐ܽరछ ۨంచړߖݞ మ࠾ࡍ లߘ ఉప࣋ڵࡆफ సޔ߱ࡍం޴n l 
 ڕ ݋ంߜం߱ڒ యނڝ య ࣾణంނڝ
छڒ ۃంݟࡰ ంటం  సంఖङ  అ࠭܊టڒ ࡽछ ంటం సంఖङ   బܽदn nڒ 
ఇڒࡿڿ ޴ర ڝఆࡍ न݋ߝ లߖࡹ తరంగ ఫంࣾࡅ ߤకए రछߖ  చనం ڒబܽद ࠭࠲ తరంగ ఫంࣾߤah 
ओߩఇ ,࡯ంۧ޴నంࠚఅ ࠭࠲ ߖఉంܿంద ݟరప߄ల߯ ఆڴ࠙ యނڝ ࠾ࡍగం మ࠙ ࡽయݟࡔ  ߤఫంࣾ ࢟࢘ ݡ
࣋ए छ సం࠙వङ ڕࠬ ࡛ త ࣃంऴదతߘ ఇࣆफం޴
అకए డ ఉం޴  ఇకए డ మన࡯࢐ڒ ڕझ న ऴపޙङ క పదం అ޴ߝ కࣾङ ए࣋ ߖࡹ छ ࡛ ఆ޴ ࠆ ࢘࢟
ఫంࣾڕࠬ ߤ సం࠙వङ త ࣃంऴదత࡯ޘ ߘయܑࣆफం޴ ఉనऒ ओߩ ऴ߱ࠗ ఉనऒ ݡ ओߩ  0ve ޴ߝఅ ߤఫంࣾ  ݡ
ओߩన࠼అ   0 ߤఫంࣾ ࢟࢘  ޳ࡶ సం࠙వङ ݡ త 0   ऴߦంతం ߖڜऒ ऱ  ఏࠫࡏࣃ
జޔڷࡏం޴  ओ࣋ ऒߖڜ ߖࡹ ࣒  ऴߦంతం   ࠬ ࢘࢟ ఫంࣾߤ   ఉనऒ  ऴߦంతం0
బܽद సం࠙వङڒ త అదృశङ మޔ࢓ం޴   ఒక࢘ళ సం࠙వङ త అదృశङ ߖ޳  ޙ࠳
అర बం ఏࠫܽ  అం݄  ߘߝ ఆ ऴߦంతంࡏࠬ ࡹ ఎలवڒदߤ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ఆࢢంచࡏࡶ
ఆ సबలం ޳ࡶ ఆ ࠼ߦం޳ࡶ ݋ ఆ ऴߦంతంࡹ ఎలवڒदߖ ߤ కߝھߘ సం࠙వङ త 0
మ࠾ࡍ  అ࡮ంటߩओ ऒߖޑంߦఆ ऴ ࠭࠲ ݡ फࣃࡱߧ ڴ ߤయ܊ࡎ ఈ ݭߠ    రछߪभశ޻ఉ ߘߝ ࠭ కంڴi  
ऴߦంߖޑऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ  తలంࡍఉప ޳ࡶ ݟంబࢗ ࢑ࠪనం   ޳ࡶ ంటࢗ ఖࡔ ఒక ޳ࡶ ࢓޶ంࠉ ఒక ޴అ ,ߘ
వ۪ऐڒ ߕ޼ంట ఏࢗ
బܽद సం࠙వङڒ త అదృశङ ओߩన࠳ డ࡮ऱ  సڴࡍठ  తరంగ ఫంࣾ0 ߤ
బܽद  సం࠙వङڒ త  అ࠭࠲ ߖ ఇߩओ फࣃࡱߧ ߖ ݭߠ ࣋۫ ࡏࠬ ݡ ࠭ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾڒ ߤబܽद0
ఈ ࢘࢟ ఫంࣾݭߠ ޙࡍࠪ ڴ0 ߤ వࣆफం޴ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾࡓ ߤంڴ࠙ ݡలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ ఒకܽ ݟࡔయࡽ psi 
࠙గం మࡖకܽ
ओߩన࠼అ 0  ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ 0 ޴ఉంܿం ࡮ఎ ߤబܽद ఈ ࢘࢟ ఫంࣾڒ య ࠙గంނڝ ݡ
వ۪ऐڒ 0 ओߩన࠼య ࠙గం 0 అނڝ ޳ࡶ  వ۪ऐڒ 0 ݡ .
వ۪ऐڒ 0 ޴బܽद ఇڒ  ޳ࡶ 
ओߩన࠼య ࠙గం 0 అނڝ వ۪ऐڒ 0 ޴ఇ ݡ , అ޴ మࢁऱ ݭߠ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࢘࢟ ఫంࣾߤ
ओߩన࠼య ࠙గం 0 అނڝ అదృశङ ݡ మޔ࢓ంݟࡔ , ޴యڒ ࡽం߱ߜం0 ݋ అ࠼నߩओ  ߖఅ ݭߠ యނڝ ఆ ݡ
फࣃࡱߧ ࠭
ऒߕࣆ   ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ బܽदڒ  అ࠼నߩओ ऒߖ޵ ݡ ݭߠ ࡽయݟࡔ 
అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.
 
ఈ ݟࡔయࡽ మނڝ ࠾ࡍయ ݭߠ ల ࡍڷంۨ మనࣄ࡯ޘ ڕన ࡍڷ ࢐ܽంۨ చࡍऐ ంచంݟ, ࠭ంނڝ ڴ޶య ݭߠ ల 
ऐࡍంۨ చࡍڷ भ޳ ం ఇకए డah 
కएࡅ ࠀ ࠾ࡍమ ܼޤ  ఫంࣾߤ అ࠼న ߕࣆऒ  అߖऒ  సݟࡰ ࡔంڒ ۃछ ంటం సంఖङ  అ޴ߝylm l 

ओߩబܽद మనం ఎڒ ओߩۮ ݡ ओߩన࠼ం  అం݄ 0, అ޳  l  l l 0 ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
0   కࣾङ ఉనऒ ࡹరంڒర ఆڒࡿڿ  ओߩ ऒߖࡌڒర  ఆڒࡿڿ ڕమన ݡ  ߰ం࠭ޑ޶   ఆࣣ ࠬࠀ ޳ࡶ ܼޓ ࡏ ఎంత 
ऒߕڕࣆޓ వࡱ࢑  సࡔ,
అڿ ޴ళం ڒబܽद ࠬࡏ ఎలऱߩओ ఆ సం࠙వङ ݢ త ࣃంऴదతah p  robability 
ओߩన࠼బܽद అڒ ఇకए ޳ࡶ ޶ఉండ ݭߠ యނڝ ఏ ݭߠ యނڝ ڕࠬ ݡ డ l 0 

ऒߕࣆ  అ࠼నߩओ ల సంఖङ ݭߠ ݦఉం ڴయంނڝ ݡ  l ߘ
గࣃށफ ah pxpypz ࡏࠬ  ࡏ
ఆࡍख झࡽܼ ఇపओ ࠭࠲ ߖ࢐ܽ ࣋۫ ࡏࠬ ,फ࣋۫ ߖ  ఇకए ࠭ߦ۫ ښܽ డ ݡ࠮ కࣾङ p pxpy p ࠾ࡍమ ࡱ

కࣾङ ࡍڷ ࡏࠬ ࡱ फంచగల ࡱ ࠗࡹ మ࠾ࡍ ఇకए డ ۫పబݟన࢑ ఈ ࢑ࠪనం సం࠙వङ త ࣃంऴదతz 
 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ޵ అర बం  ఈ ߮ऱܿߦ ޜ ߤ ఇకए డ ࣝۯ ݋ࡷయబݟన ఈ ࢑ࠪనం   ࠬ0ڕ

ఎలवڒदߖ ߤ కߝھߘ అవڒశం ڒ ޶ࡶబܽद ఎలवڒदߤ ఈ ࢙޳ࡶ ߩ ఈ ࢙ߩ ఉంܿంߗڒ ޴
ఈ ࢑ࠪనం ࢗంట ڒ ޶ڒబܽद ߠ ߖߖ޵డࡽ ߮ऱߤ అంܼڒ ࡏబܽद ఈ ࢑ࠪనం వ फ࣎ ం޴ ఎం޶కం݄  కࣾङ
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ఒక ࡍߖ भషद ఆߖࡌڒऒ  కڵ࡯ ఉం޴, అవߗऒ  ఒక ߠడࡽ ߮ऱߖ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ  ۲ట ࠬࡏ ۫డగలࡏ మ࠾ࡍ pxpy pz 
ఇ޴
ఆࣣ ނڝయ ࠙గం ߕࣆऒ y ࡹ ࡽ࢐ ఈ ࡹ࢑ࠪనం బܽद ఈڒ ޴फంࣆబܽद వڒ 

కएࡅ ࢟࢘  ఈ ࠙గం ఫంࣾߕࣆ ߤऒ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ ࣃ۫ ߖ ݭߠफ   lm fࡏࠬ బܽदڒ ࡏ
కࣾङ ల ڝసం ݭߠ ల సంఖङ फࣃ۫ ߘ సందరग ޒऴప ࡏࠬ అం݄ ࡏ ంࡹ ఒకߖ޳ऒ  ۫డవ۪ऐ  ఒక ߮ऱߤ p px py 

ఉం޴ మࡖక pz
మࡖకܽ ఉంڒ ޴బܽद ނڝయ ݭߠ ల సంఖङ  అ޴ߝ ఆࡍख ܼళऱڕ ఒకܽah p 
ऱ ఉనऒࢂݦంࡓ ڕߕ ओߩ ڕࠬ ߘߝ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࡽࠏడం ࡽࠋరం ఆࣣ   డڒఆ ఆ ݡ
ఆࣣ మࡖక ࠒమघ ఇకए ߘపగల۫ ߘ డ ࠬࡏ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  dxyd yzd ah zxdz dx y ߖ ࡛
۫డవ۪ऐ
మ࠾ࡍ ఇ޴ డࡽࠋ డంࡽࠏ కߘక ࠬࡏ ۫డగలࡓ ࡏࠬ   ࡏంݟంܽߖ ߖరछ ۨంచగలࡏ  ఈ d 
కࣾङ లࡹ ऴపࡏࠬ ࡹߖ޳ޒ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ࢘࢟ ఫంࣾނڝ ޳ࡶ ߤయ ࠙గం అదృశङ మࡃङ నऒࠚ࢑   ࡱߕ࢑ࠪ 
, అڼ࡮ ఆࡍख झࡽܼ ऒߕఉ ࡱ ݭߠ యނڝ ݡంࡓ ڕࠬ ࡹ   బܽदdڒ ࠼
ల సంఖङ ݭߠ యނڝ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲  బܽदlڒ సࠪనం ڕవࡱ࢑ ऴ࢐యగల࠭ ߘ
తరంగ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ
࠙గం 0 మ࠾ࡍ అޙ࠼ సࠪ߄నం ڒబܽद ࢘࢟   ఫంࣾߤ అదృశङ మࡃङ  ऴߦంޑలࡹ ఎߖऒ    య l 0 lނڝ 
ऒߕఉ ࡱ ݭߠ రߖ వࡱ࢑ ࡆ पࣆ࠼फం޴.l 

కࣾङ s 
సం కࣾङڝ బܽद కࣾङڒ ޴ఉం ݭߠ యނڝ బܽद ఒకڒ ޶ࡶ ݭߠ  యނڝ సంڝ   యah p dނڝ ݡంࡓ ࡹ
ऒߕఉ ࡱ ݭߠ छࡌత ࠾ࡍమ ࠼ త ݟࡔ ࠭࠲యݭߠ ࡽ ల ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭ ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए గం࠙ ࡽయݟࡔ 
ࡍఆڝ ࡽయݟࡔ न݋ߝ   ߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ࠭࠲  ޴ऒ फࣃ۫ ߖ ࠭r 
, ఈ ࠙గం ޳ࡶ ࢘࢟ ఫంࣾݟࡔ ߖࡹ ߤయڒ ࡽం߱ߜం݋  ఎߩओ  rnlݡ
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ అ࠴ ࠭࠲ ,࠭ޑࠋۮ ࠭࠲ ߖదట కࣾङ ల ڝసం కࣾङ ల ڝసం ۫ࣃफ  s sߘߝ  ࠭
ఇకए ڕࠬ డ ۫ࣆߧफనऒ కएࡅ ࢟࢘ ޴బܽद ఇڒ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ޴ గం࠙ ࡽయݟࡔ 

అࣾంߖࡹ ఫంࣾߤ ఇߦ  ޴ऱ ఇకए ࡏࠬ ޴ంݟయబۯ ݋ డ ۫࣋ ࠒ ݡ࠮మघ  ఒకܽx r ah ࡱ
ఒకܽ  మࡖకܽ ࡓంڝ ݡ࠮ 13 ݡసం అߘ࢓   ऴపޒ సందరग ంނڝ ߙࡹయ ࠙గం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴
ఇڴ ޴ ఇవछ బݟం޴  అవߗऒ ర కࣾङڒࡿڿ  ఇకए ڕࠬ ߘߝ    డ ۫ࣆߧफనऒ  s݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ ޴

కएࡅ  ఫంࣾڴ ߤ ఇ޴ అ޴ߝ ఎలवڒदߤ మߙ ࠾ࡍङ ړ ऱయ࣒ మధङ ङߙ ߕ ޴బܽद ఇڒ రం޷  ړ ऱయ࣒r r 
ఇ޴ ఎలवڒदߤ మ࠾ࡍ ఇ޷ ޴రం ࠬࣄ۫ ߖ߻ ࢟࢘ ࡏనߩओ  ఒక కࣾङnction  ݡ
కएࡅ ߤసం ࢘࢟ ఫంࣾڝ  ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ 
ऱߦ ࣋۫ ࡏࠬ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖందޔठڷత ڴతంࡎ࢑ప ޴రం ఇڒఆ ݋ ओߩనࣄ۫ ߘ2ల ࡏࠬ   ࡏ ݡ
వऴకࡔఖ ఇ࡮ ఉనऒ ऱܿ ࠬࣃ۫ ࡏफ ऒߕޔ޶ం߰ ڵࡍޒ ߘఖࡔవऴక ߘߝ  ࡏ ࢓޶ంࠉ వదभ ఒక ࢓޶ంࠉ ఒక ߘ
వదभ ࡅకए  ఒక ޷రం వదभ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए కएࡅ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ޴ఇ ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ   r r ࡽయݟࡔ 
݋ంߜం߱ڒ
ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߕࣆ ޴ऒ  వదभ అࣾం ڒబܽद ఈ ࡱ࢑వ వదभ ఒక ࡱ࢑వ వదभ  ఇంࡹ޶x   
ఉంܼࡅ  ࠼కए ऒߕࣆ ߤవ ࢘࢟ ఫంࣾࡱ࢑  కएࡅ బܽदڒ   ఈ ࡱ࢑వ వదभr r 
కࣾङ ݡంࡓ సం࠙వङ ߝھߘక ߘ ߤदڒఎలव ࡹ త  ߕࣆऒ  అߖ అర बం, అࡅ ࡏࠬ ޙ࠼కए  అ߅క ࡱ࢑వల వదभڕ r 
ओߩऱనࢀࢗ ݡ
ఉనऒ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ లږޒంత ऴపڜ ߤతరంగ ఫంࣾ ࡏࠬ ऱܿ ۫ࣃफ ࡏࠬ  ࡏࠬ ޙ࠼అ ࡏ
సం࠙వङ తړࡵ ߘए ంۨనߩओ  ݡ
ऒߖ޳  వࡎ ठకࡍంచంࡱ࢑  ݟవ తࡌछ త ࡱ࢑వ ࠬڕ మࢁऱr r 
ఎలवڒदߘ ߤ కߝھߘ అవڒశం ఉంڒ ޴బܽद అࣾం ࢗంట ࢇࢗऱటߩओ మధङ ݡ    r ߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ࠭࠲ 
߰ం࠭ޑ޶, అకए డ r
एڕవ కం݄ తࡱ࢑ వ సం࠙వङ త పంࡶ ނߧనߩओ छࡌవ తࡱ࢑ ఆ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ ݡ త r r 
వ  సం࠙వङࡱ࢑ త
పంߖނߧ ߰ందంݟ అం݄ ఆ సమయంࡹ ఆ సమయంࡅ ࡹకए  r ah޴ఉం ݭߠ ఒక ڕవࡱ࢑ 
మ࠾ࡍ ఈ ݭߠ ఒక ݟࡔయڒ ݭߠ ࡽబܽद మనం ఒక కࣾङ కࣾङ  ݡంࡓ ,࠭ࣃ۫ ࡹ  ݭߠ ࡽయݟࡔ అܿవంܽ ࡹ
޶ࡶ
ల కࣾङߘక࣊ ݡ࠮ ࠭࠲  ࠭ࢡ۫ ߖ ࡽయݟࡔ ఒక ࠭࠲ ओߩనࣄ۫ ߘ ړఒక ఆస ޴ఇ ݡ फకర࠳న లࣾߖހऒ  
ఇࣆफంߘߝ  ޴ ఈ అ࠵ࣄओ ଀ܽڡ ऴߦంߖޑऒ ޜవࡱ࢑ దभ߭ ࡮ۧ 
फనऒࣆڶ ओߩ ऒߘన ࡮޻ం߰ ڵࡍޒ ߘఖࡔఈ వऴక ݡ  ఏࠫ ۫ޔߩం޴? 
ళࢗ ړ0 ऱߜ ࡮ۧ ړߖݞమघ ऱࢁమ ߘߝ బܽदڒ యంࣾ ڴ޴
࢘࢟ ఫంࣾࡹ ߤ పߞ޶న తڷठదలߘࢡ۫ ߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ వంܽ సం࠙వङ త ڜనޔڷࣃంߗڒ ,޴ మࢁऱ r   r
కएࡅ  ఒక ࡱ࢑వ వదभ
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ऒߕࣆ  ߤఫంࣾ ࠗߦऱ ࢘࢟ ऴࢁఆ߯ మ ޴फంࣆߧߖక ݭߠ ࡽయݟࡔ బܽदڒ ޶ڒ 
సం࠙వङ త  పࠫࡍత࠳న޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ సం࠙వङ త మࢁऱ ߕࣆऒr   
కࣾङ ࣊ ݡ࠮ ߘߝ బܽदڒ ߘల ݭߠ ࡽయݟࡔ ݡంࡓ ࡹ
߰ంߘޑ޶  ఆࣣ ݀ కࣾङ ఒక కࣾङ ࠾ࡍమ ݭߠ ࡽయݟࡔ ఒక ࡹ ऒߕࣆ ࡹ దగ ߕ బܽदڒ  ࡱ ݭߠ  ठర
ఈ ݡ࠮ కࣾङ ఉనऒ ࡱ పओ छڒ   ࡽట࠭܊న అ࠳࢑ధ ښఒ అ࢑ ,ڔܽ ంటం సంఖङ  ښఒ అ࢑ ,࠼ఉంܼ ڵ࡯క ࡱ
ఆڒరߩ ఆߖࡌڒऒ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼
ऒߕࣆ రంڒర ఆڒࡿڿ  ic,ߘగలڝࡏۯ ߘߝ ࡱ ݭߠ ݡంࡓ ޳ࡶ ݭߠ ఒక ޳ࡶ ݭߠ 
ఇకए ߘߝ డ ఏࠫ ߦऱ ऒߕफࣆۯ ݋ ए࣋ ࡏࠬ ,޴ఉం ࡹऴతం అࣾంۨ  ߘపగల۫ ࡹక ࠪరठంࡖమ ߠ छ  y ah rnlߖ ࡛

࣋ए छ  r࠾ࡍమ ݟంచంށڷ ޜ ࡛
ఇ޴ అࣾంڕࠬ ࡹ ఉనऒ రం ఇకए޷  డ ఉంݟࡔ ߝߖ޵  ޴యݟ ࡽवࣄदࠌङ షߤ ఫంࣾߤ అంܼࡏ, ఇߖ޵ ޴ x 
రछߖ చనం, అ࢐ ࠭࠲ ޙ࠼సफړߖ࢐
ఫޑ࡯ల ޳छ ళࢗ ࡌ ऱవ۪ऐ ऒߖޑఈ ۨऴ ߘߝ   ओߩనࣄ۫  కࣾङ ߘక࣊  ߘߝ   ݡ బܽद1ڒ ߘࢡ۫ ߖ द࣒ݟ ࡽయݟࡔ 
ఇ޴ ఈ ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए  ࣋ए छ కएࡅ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ޴బܽद అం݄ ఇڒ ࡛ ޙ࠼అ ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ 
ఇపओ ߘߝ ए࣋ ښܽ छ ऒߕڕࣆޓ ߖ ࡛ నऒޔߩ۫ ڕࠬ ߘߝ బܽदڒ ߘ ऱߦ  ऱܿ ࡅకएt  r 
ఆ ࡱ࢑వ వదभ ఎలवڒदߘ ߤ కߝھߘ సం࠙వङ తࣃۨࣇ ߘफ ङࠌदࣄवݟ ࡽయݟࡔ ڕߘబܽद  ࣊కڒ ࠼ ష1ߤ
ఫంࣾߤ  ఈ రక࠳న ఆకృߖޒ కڵ࡯ ఉంࡱ࢑ ߖ޳ ࡏࠬ ,޴వ కం݄ తڕए వ ࡅకए ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ వదभ   గࡍషद r 
సం࠙వङ తࣃ۫ ߘफ ࡏ

మߖ޳ ࠾ࡍ కం݄ ࡱ࢑వࡖ࢘ ߘߝ ߘక ࢑ధంޙߧ۫ ڴ   సం࠙వङ త తڷठޔం޴.r r 
 
 ah޴ంݟయబۯ ނߧపం ڴరంڒࡿڿ
కߘక ఇࡓ ߘߝ ޴ంݡ ࣊కనऱࢀࢗ ڕऱనߩओ కएࡅ   ݡ ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ కڵ࡯న ڿళం, ఎం޶కం݄r 
ऒߖࣃరऴޔఒక చ ߘߝ నऒڕࣆޓ  ओߩ  ࡮ఇ ޴దట అ࠴   ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ߤఫంࣾ  ࢟࢘ ࡽయݟࡔ ݡ
छࡌత ࠾ࡍమ ߖफందࢂࢗ త ڕߕ ఈ
బܽद సం࠙వङڒ ޴ంޔࡏࠪ వదभ ݭߠ ޴ఇ  ޴ఉం ݋ం࠼ߦ త ఈ ࣃంऴదత 0 అޔ࢓ం޴ మߖ޳ ࠾ࡍకం݄ ࠫంۨ
మࢁऱ
ऱߦ ڴ࢑ధం ఈ ߘߝ ओߩనࣄۯ ݋ అర ߖ޳ ݡ बం ఏࠫ݇ ߘࢡ۫ ߘߝ.
 మధङ ࡹ
ంऴదత సం࠙వङࣃ వనڷ޴ త ࣃంऴదత ఉనऒ ऱܿ ߘࢡ۫ ߘߝ ఈ ښంऴద ڿళం   ࣆۨࣇफం޴  అం݄ ఈ ऴߦంతం 
మڿ ࠾ࡍళం
అంతڕ ࠫంۨన ࡓండవ ڿళం ఈ సం࠙వङ త పంڒ ނߧరణంڴ అۮ ࡏࠬ ߖపओ గలࡏ
మࡓ  ࠾ࡍంࡿڿ ݡల మధङ  ఎలवڒदߤ ఏరओ డߖ ఒక   ఆࣣ ऴߦంతం ఉం޴
మݭߠ ߖߖ޳ ࠾ࡍ అంܼڒ ࡏబܽद ޘలऱߖ ऴߦంతం ఈ ۨऴతంࣆ۫ ࡏࠬ ࡹफనऒ ࡽయݟࡔ ޴
ओߩనࣄ۫ ߖంܽݟ࠮ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ఉం ࡹకనऱ࣊ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ݭߠ ࡏ޳ం߰ ࡏࠬ ߖ ݭߠ ఒక    ݡ
ङࠌदࣄवݟ ࡽయݟࡔ షߤ ఫంࣾߤ ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ఓࣣ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలࡌఖࢢ ݡ࠮ ݡ  కھߘనగలࡏ ఎం޶కం݄
ऒߕఉ ࡱ࡮సब ݡంࡓ ऒߕࣆ ߤఫంࣾ ࢟࢘  ࠼  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ
ఈ సం࠙వङ త ࣃంऴదత ߕࣆऒ ऒߕఉ ࡱࢡ޻ऴప ݡంࡓ ࡔࠪ ڴ ऒߕఉ ࡱ ݭߠ అం݄ ,࠼ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼
ఈ ࢑ధంڴ ఈ ۨڣࡔऴతంࡹ ۫పబݟంڒ ޴బܽद ࡹప࡯ ࠙గం   అంత࡛ అంతర ठత ڒం߱ߜంڿ ݋ళం
బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴరణంڒ ߖ޵ ళంڿ ࡍవۨ ࠾ࡍవలऱ మ ߖ޵ ళంڿ ࡍప޶త  ޴ఉంܿం ڴరణంڒ ߖ޵
ऒߕఉ ࡱࡿڿ కృత޵ంऴښ ݡ࠮ छ޳ ంతంߦసबలం ऴ ߖంచߧߖక ߤदڒఎలव ࡹܽ࢒ , ࠼ .޴ంޔݡయబۯ ࡏ࢘ ࡌ
 
ఉనऒ ࡱ ݭߠ ࡽయݟࡔ  ऴప޻శంࡓ ࡹంݡ   ऴߦంࡱޑ ఉߕऒ యࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ
ऒߕఉ ࡱ ݭߠ ࡽయݟࡔ ݡంࡓ బܽदڒ , ओߩబܽद ఇڒ ࠼ కࣾङ ࠭࠲ ݡ ల ڝసం ݟࡔయݭߠ ࡽ ల ࡍڷంۨ p 
చࡍऐ फࣃ ࠭, ࢘࢟ ఫంࣾݟࡔ ߖࡹ ߤయࡽ  ࠙గం అదృశङ ओߩన࠳  ޴ంޔݡందబ߰ ݭߠ ࡽయݟࡔ ऱࢁమ ݡ
దగ ߕ ठర ఉం޴  ఇకए డ ࡓంݡ ۨऴࡱޑ ఈ
న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ  ۨऴతం ࡓంݡ కࣾङ కएࡅ ߤసం ࢘࢟ ఫంࣾڝ  ऒߖڴ࠙   ࡽయݟࡔ   p޴ంޔߩ۫ 
మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙ߩ ۨऴతం ݡ࠮  కࣾङ  మ࠾ࡍ అࣾం ڝసం ࢘࢟ ఫంࣾࡅ ߤకए  p x ߘ ݋ంߜం߱ڒ ࡽయݟࡔ 
޴ంޔࠋۮ ߖందޔߩ۫
మࢁऱ ఎలवڒदߤ మߙ ࠾ࡍङ ړ ऱయ࣒ మధङ బܽदڒ   రం޷ 
ఎలवڒदࡓ ߤంݡ కࣾङ ఉనऒ ࡹ ओߩ ఈ ऴపవర   ߤఫంࣾ ࢟࢘ ݡ फనߘ కڵ࡯ ఉంܿంݟࡔ ࡏࠬ ޴యڒ ࡽం߱ߜం݋p 
ఇకए ࡏࠬ ݋ంߜం߱ڒ డ ۫࣋ ఏ ߘ ݭߠ ۫ప޶   వదभ ړ సࠪనం అం݄r 0

 ࣊ కࣾङ కࣾङ ߕ޼ఏ ݟంచంࠫࣾ ࡹ  ఉనऒ టऱښ   ޙ࠼ంऴదకం߯ ఎలवڒदߘ ߤ కߝھߘ పࠫࡍత సం࠙వङ త 1
ఎలऱߩओ ޴ఉంܿం ݢ
, అޙ࠼ ఇ޴ కࣾङ ఉనऒ ࡹ ओߩ ఈ సం࠙వङ ݡ త ఎలऱߩओ ऒߕࣆ  ޴ఉంܿం ݢ  బܽदapڒ 
సࡄࡍనڒ ޴బܽद ఇ޶ڒ ݭߠ ޴, ఇ࢐ ޴సफߕࣆ ړߖ࢐ऒ ओߩऱనࢀࢗ ړ వۨऐ ݟంߘ ޒࠫࡍఒక ప ݡ న ఫ࡯తంr 
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మ࠾ࡍ మࢁऱ అ࢑ ޻ధం࡮ۧ   ࡏࠬ ڴ ఎڕए వ ߭దभ ࡱ࢑వޜ ఈ లࣾణంr 
ऒߕࣆ  ݞంڕࡶ బܽद ఈ సందరगڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ ంݟࡔ ࡏࠬ ࡹయࣃ۫ ߖ ࡽफ ࡽయݟࡔ ߤఫంࣾ ߖࡹ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ࡏ
࠙గంࡹ
खࡍఆ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ݭߠ  ޴బܽद ఇڒ ࢓ࡶ ࡱ ݭߠ 0࡮ఇ ߤఫంࣾ ࢟࢘ ޙ࠼అ ࡽܼ 3 p ah 
కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ఎߖऒ ऒߕఉ ࡱ ݭߠ  ऒߕࣆ ߤఈ ఫంࣾ ࡏࠬ ࡆ ऒߖఎ ߖ बࣃ  ࡯ߕھߘక ߖఅ ޴ంܽ޳ ࡱߕ
అࣾం మ࠾ࡍ అ޴ ఏరओ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ࠲ऴతࠪ ࢓޶ంࠉ ఒక ښన ۲ట ఒݟ , కߘక
కࣾङ ݡ࠮ ల ࢑షయంࡹ ఒښ ఒక ݟࡔయݭࡹ ࡽ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ࠭࠲ంݡ కࣾङ లݟࡔ ڕయࡽp p 
खࡍఆ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ߖ ݭߠ  p.࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఉంద ݭߠ ࡽయݟࡔ ఒక ڕ ࡽܼ
  ఆࣣ ఇߩओ ݡ
ల సంఖङ ݭߠ ࡽయݟࡔ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍకނర߄ࣃ ߖ ంۨ ఆࣣࡍڷ  फࣃ ࠭, ఆࣣ వߤ
కएࡅ  ఆࡍख టݟࡔ ࡽయݟࡔ ࡽయݭߠ ࡽ ల ڝసం ఇకए డ ߘߝ ఒక కࣾङ ల సంఖङ ݭߠ ࡽయݟࡔ సంڝ  फࣃऴ࢐ ߘ  ,ߘ
ڕߕ
ऒߕࣆ  వۨऐ ంࡓ  ޴ంړ ݡ ఒకܽ వۨऐ ంࡓ  ޴ంࡓ ړݡంݡ వۨऐ ం޴si ree si 

ऒߕࣆ ߤࣃ ݡ࠮ ړ  ఒకܽ వۨऐ ం޴ సڴࡍठ  ఇ޻ మనం ఇߩओ pi ࠭ࣃ۫ ݡ pi 
ఆࡍख जࡍऴపద  ࡽ࢑ ࡽܼ ంݟࡔ ۯయݭߠ ࡽ ల సంఖङ फతంࣆంۨ ऴప߅సంబం ڕ

న࣒ ఒకܽ ఇవछ࠳ న࣒࠳ బޔݡం޴.n l 
 ఈ సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంۨ మనం
మߖڜࡍऒ    ఆࡍख झࡽܼ ల సంఖङ ݭߠ ࡽయݟࡔ ࡹ  ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘ फࣃ ࠭ 
కࣾङ ڷࡱߕ ޙ࠼అ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ల ࡍڷంۨ ߩۮओ  pn p n l ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ఒకܽ ڷࡱߕ ,ం޳ంڕ
మࢁऱ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ڷࡱߕ కࣾङp 
అޔ࢓ంࡓ  ޴ంݟࡔ ݡయݭߠ ࡽ లߘ కڵ࡯ ఉం݄ ࣄ۫ ࡏࠬ  ݟ ݡ࠮నటऱݡ࠮ ޙ࠼n 

కࣾङ ऒߕࣆ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ బܽदڒ ݡంࡓ వࡱ࢑   బܽदd d llڒ 
కࣾङ ݡ࠮ ऒߕࣆ ࡹ    న࣒ ఒకܽ d d࠳  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ࡱ ݭߠ ࡽయݟࡔ 
అం݄
ఒకܽ మڷࡱߕ ࠾ࡍ కࣾङ छڒ ޴ߝకం݄ అ޶న࣒ ఎం࠳   కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ڷࡱߕ ࡹ ంటంf n l f 
సంఖङ छڒ ࡽట࠭܊అ ݦఉం ڴణంڷߘఅ ڕ ంటం  సంఖङ ޴న࣒ ఒకܽ  ఇ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ బܽदڒ ݡ࠮ 
ऒߕࣆ మనం సంఖङ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ  एړࡵ ߘ ంచవ۪ऐ .
ࡱయࠪߖ ߤయݟࡔ ޙ࠼అ ࠹ࡓ ࡏࠬ  
ల సంఖङ ݭߠ యނڝ ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖసࠪనమ ړݟڕ   బܽदlڒ ,࠭
ల సంఖङ ݭߠ ࡽయݟࡔ లn l 1 ݭߠ యނڝ ࠾ࡍన࣒  మ࠳ న࣒࠳ 
సంఖङ ల సంఖङ ݭߠ తफం࠴ బܽदڒ   న࣒  ప࠳ న࣒࠳  ऱ࣒  అం݄ ࠳న࣒  ఇ޴ ऴప߄న ڒछ ంటం l n l 1 l n 1
సంఖङ కएࡅ  ల సంఖङ ݭߠ తफం࠴ ݦఉం ݟరప߄ఆ ࠲వ߯ ࠪऴతࡱ࢑   
ࡍప޶కర తߖ ࠪ
చరऐ   సࡍహ޶भ ఉపࡍతల ۨڣࡔऴࡱޑ ఇߩओ కएࡅ ࢓ރపరࠪ ߤజݩऴࣝ ߘߝ ݡ  ऴ ए࣎ ऒߖހంగ࡛ సࠬకరݟ  
పࡍషए ओߩంۨనࡍ ݡ
ఒక ࣊ కࣾङ ߘߝ खࡍఆ ࣊ ݡంࡓ ڕߕ   ߘޑ޶ం߰ ߘ फࣃऱ వߘక࣊ ݡ࠮ ڕߕ  ޴फంࣆవ ࡽܼ खࡍఆ  ࠼ ࡽܼ
ఆ ࢘࢟ ఫంࣾߤ ల ऴ߱ࠗ ࣋ए छ ࡛  అ޴ߝ ऴߦబݟ ܾ࡯ࠉवࣄदࠌङ షڒ ߤబܽद
సం࠙వङ త పంނߧ అం݄ ߘߝ ఎలवڒदࡅ ߘ ߤకए ࡍߖ  भషद  ࡱ࢑వ వదभ ఎߖऒ  rߘంܼھߘऱ కࡏࣃ   
అం݄ ڕࠬ ߘߝ ఇకए డ ۫ࣆߧफనऒ కए۪ ޴ కए۪ ޒऴతం ऴపۨڣࡔ   ఉࣆۨࣇ ߖړߖफం޴
ఒక ఎలवڒदߤ ఆ సమయంࡹ కھߘనబݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ ࠴దܽ ۨऴతంࡹ
ݞږ ࡏࠬ ߗڒ ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖఅ ړ1࣊ ߤఇ 3࣊ ޴ఇ ړ2࣊ ޴ఇ ޶ం࠭ ړ1࣊
۫డగలࡏ థ ఎలवڒदߤ ల ࣃధङ మࡃङ  అߖऒ
बࣃ  కएࡅ ల ߤदڒఎలव ࡱߕ  అߖऒ बࣃ  ऒߖࡿڿ ۯంۨࣇ ߘలߕ ࡍڷ ڴజంߖ ࡏࠬ  फంచࡏࡶ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ڕߕ 
۪కए  ఉం޴
ఇకए డ ڕߕ మࡖక ۪కए  ఉంߘߝ ߗڒ ,޴ ఇకए డ ۫࣋फ ۧ࡮ ۪కए .࠼ఉంܼ ࠳కృత޵ంऴښ ࡹఈ సबలం ࡱ

ऒߖ޵  ఈ ࡍߕంజ రంࡹڷ ۫డంݟ అం݄ ఈ రం࢐ ࡱڷసफړߖ࢐ దృࢲद ంతsi 
ऴపࡆజߕల ڝసం ఉ޻भࢢంۨన࢑ అߖ అర बం
ఇ޴ ۪కए కएࡅ   అర बం, ڒబܽद ࡍߕ ࡮ۧ ߘߝంజ రంڷ ۪కए ఉనऒ ࠳కృత޵ంऴښ ۲ట ښఒ ࡱ ऱܿ ߘߝ 
ऒߕफࣆ۫ ఆ߯ , ߘ
ఇకए ࡏࠬ డ మࡱࢗ ࠾ࡍపల ఉనऒ డవ۪ऐ۫ ߖࢁڣ ߖలऱޘ   మࢁऱ ߘߝ మࢁऱ ఎలवڒदߤ లߘ కھߘనడం 
ऴߦరంࠚంۧߘ
మ࠾ࡍ ఈࡍࣃ అ࢑ ఇవछ బݞन పచऐڕఆ  ࠼  రంڷ ۪కए ఇకए ߘߝ బܽदڒ ࡱ డ ఎలवڒदࡱ ߤ ఉߕऒ యߖ మ࠾ࡍ  
ఆ
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తࡌछ త మࢁऱ ఇకए డ ఎలवڒदࡱ ߤ ఉߕऒ యߖ ߘߝ ߘࢡ۫ ߘߝ ߖజంߖࡿڿ ڴऒ  వృޑफ ऒߖࡌڒర ఆڒ  
రछߖ ۨంచߘࡶ
बࣃ ߤदڒఎలव ࡹߖ޳ , నం ఉంܿంߘߝ ޴ కࣾङ ంܽ కథనం ఏరओ࡮ऱ ఇࢁమ  ޙࢀࢗ ړࡹ  3s޴ంޔݡ
మధङ ߘߝ  ऴߦంߖޑऒ , ఆ߯ మࡖక ప߆ࡍయ ऴߦంߖޑऒ फࣃ۫  ࢁڣ ఆ߯ ,ߘ
మ࠾ࡍ మࢁऱ మߖڜࡍऒ  ۪కए ऒߕఉ ࡱ ۨ ޴బܽद ఇڒ ࠼ एܼ  ఇ߄ࣃ ޴రణ పࣄࡍबߘߝ ,ޒ
ఏ సమసङ  ఎࡖ޶ए ంܿߕऒ ओߩనࣄ۫ ߖޒबࣄࡍన ప࠳ఈ రక ࡏࠬ  ߘ ओߩఇ ߘߝ ݡ  ంۨ ఏࠫࡍڷ ߖ޳ ݡ
ओߩఅ ,ߘయగలۯ ݡ
కएࡅ సంڝ ߖ޳ ఒక ߘߝ ࡍߖ  भషद   ࡱ࢑వߘr 
ఎ࡮ ߰ంߘ޳ అࡏࠬ ߖ అࡏޑڷݡ.
  అం݄, ࠬࡏ సం࠙వङ త ࣃంऴదతࡹ కߗసం ޛంࠢ ࢡతం గށంచబݞలࡌߖ ߖम  ࡏࠬ ړߖݞవڝం۪ࡍ
ऴపయޒऒ फࣃ ర࠭࠲ ߖ అంచߕ ࢘యړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭
, 
బܽदڒ
ఈ కࣾङ కएࡅ   ఎ࢐  ߩࡏङ రࣃ बం ఆ ࠼ߦం݋ వరڕ ఉండవ۪ऐ  1s 
సం࠙వङ త ࣃంऴదతࢡ 90 ߩ޳޳ ࡹతం వరڕ ऴߦంతం ࢑వࣆࡍफం޳ࡶ ޴ గࣆށफం޴
కర సం࠙వङߖ ߘߝ ,ࡏడగల۫ ࡏࠬ ߖంచగలనࠚరంߦऴ ݟంߘ ంऴదంښ ߘߝ బܽदڒ తߘ కھߘనడం 
ߘంచగలڵࣃనڜ
మߘߝ ࠾ࡍ సࡔ అࣄ۫ ߖనߩओ ఇపओ ߘߝ ݡ एړࡵ ښܽ ంۧޛ ߘంࠢ ࢡతం ڝసం  ߕ ऴపڴࡆల޶ڒ ࡹ
ఆࣣ  ߕ ऴపڴࡆల ఫࡱޑ࡯ తࡌछ త ߘߝ సࡔ అߦۮ ߖओ ऒߕఉ ڴషంޜసం ޜߖ޵ ߘߝ ,ࡔస ޴ఇ ,ߘ బܽदڒ ߘ
ఇ޴ సࡍహ޶भ ఉపࡍతల ۨڣࡔऴతం ڒబܽद ࢡ 90   ߘߝతం ߘߝ కھߘనऒ  ऴߦంతంࡹ ఉపࡍతߖ࡮ऒ  
బం߅ంచగలߘ
ఎలवڒदࣃ ߤంऴదత అ࢑ ޻ధంߘߝ ڴ కࣾङ ओߩనࣄ۫ ߘ  2sߘߝ ݡ
फࣃࠚరంߦऴ ݟంߘ ంऴదకంښ  ల ߤदڒఎలव ߘߝ ,ߘࢡ۫ ࡹఈ సమయం ߘߝ ఆ߯ ,ߘޑڷࣃనڜ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
తం90ࢡ  ࡹ ߤషښࡸ
ఆऴకࠫంۧڒ ߘబܽद ߘߝ సࡔ అߦۮ ߖओ తలࡍभ ఉప޶హࡍస ړ2࣊ ޴బܽद ఇڒ  ంతంߦभ ऴ޶హࡍస ߕ ޴ఇ ߘ
फࣃۯ ࡮ఇ ߘߝ సంڝ 3࣊ల ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓ऴతం అۨڣࡔ ࡱޑऴۨڣࡔ తలࡍभ ఉప޶హࡍస   ߘ
 న p   pxpypzߧ۫ ڕࠬ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,࠼ޑసࣔయపడ ڕࠪ ࡹందడం߰ ߘలޑన ۨऴߧ۫ ࠭࠲
కࣾङ ࡱ
फࣃ۫ ߘల ࠗࡹ ఈ ࡏࠬ సం࠙వङ ࡹంతంߦఈ ऴ  ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ߘߝ ړߖ܉ߖ ࠗࡹ బܽदڒ ࡏ త ࣃంऴదత90 ࡹ 
తంࢡ
గށంచబ࡯ݞ అ࢐ ߝసफవం ޳छ కएࡅ ࠗࡹ ࡌ  పࠪࡍణం  ߖర प࠼ంచబޔݡం޴ ఈ సࡍహ޶भ ఉపࡍతల 
ऴతంۨڣࡔ
కࣾङ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంచ࡮ۧ ړߖݞ ఉపࡆగకర࠳న ࣃధనం  ఆڒరం   ఇ޴వర࠭࠲ ڕ  ఆࣣ ࣝऴݩజߤ l 
పరࠪࡅ ࢓ރకए  కࣾङ ల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭,
फనऒࡏڷ ڕࠬ టऱ࠭࠲ ޙ࠼ ఈ ఆࡍख झࡽܼ షएࡍప ߘ  छ޳ ంచడంࡍ खࡍఈ   ఆ ࡌ झࡽܼ షएࡍప ߘ  ,ంۧ࠭ࡍ
ఇ޴ సࠪనం ఇకए డ ࣔࠫࡹद కࣾङ ࠭࠲ ޴ߝఅ   ߤయߖ  hi e psi, h psiࡱ
కࣾङ ރపరࠪ ޳ࡶ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡱ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ  ࠬࡏ ऴ ए࣎ ऒߖހంగ࡛ సࠬకరݟ  పࡍషए  ంచడంࡍ
ऴߦరంࠚంۨనߩओ ݡ
दࡹࠫࣔ ణంࠪࡍన పࣄ࡯ޘ ڕࠪ  ࠭࠲ ߖఅ ࠲ట࡛ ࠪऴతࡔఆప   ߤయߖ
ओߦۮ ࠭ 
.
  కࣾङ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡱ ړశ ޻ం߰ ڴణంڷߘఅ ڕల ߤమనం ఆ తరంగ ఫంࣾ ݡ फ ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచڜ ړߖݞంత 
సమయం గ࠭ޑߩݡ 
శړ फ޳۫ ߖभ ం, ڒబܽद మనం hi
సࠪనం ߘంݟ ऴߦరంࠚంۧ࠭ కࣾङ ల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ంۨ e psiࡍڷ ߖ޵ ݡ
చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ࠭  శړ फ
ړశ బܽद అ࢑ڒ फ అం݄ కࣾङ ల శړ फ అߖऒ  స࠭࠲ ࡔ ࠪ చరऐ ߘ
࠭ంࡓ ڴ޶ం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభࣃ܊फ ࠭ ఎం޶కం݄ ఆసړ फ ఉం޴   కథనం ఇకए డ ࠭ం࠭࠲ ڴ޶ng 
ࣝऴݩజߤ పరࠪڝ ࢓ރసం ࣝऴݩజߤ పరࠪࡅ ࢓ރకए  కࣾङ ల శړ फ ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ చరऐ ݞږ 
అߖऒ  ࣝऴݩజߤ వంܽ   పరࠪ࢓ރలࡱۮ ݞږ ڕऱܿࠈ అޔ࢓ంࡏڷ ࡏࠬ ,޴फం۪ڕం݄
కएࡅ ࡛ࠓ  పరࠪރ నߕ࠮ అߖऒ ࡍవ ݞږ ړ ࡽڵంࣄ    फࣆफం޴ ఎలवڒदڒ ࡱޔ܉ ڡߖబܽद అవߗऒ  ఒښ
ఎలवڒदࡱࢁڣ ڡߖ మߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇ ݀ ࣖ࡯యం ڴ࡮ ࣝऴݩజߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, ఐ ࡎࣃ ࠹࠻ h   
యం పऱ࣒࡯ࣖ  ఆࣣ ޣ࡯యం ఆࣣ
݀ పऱ࣒  మ࡯ࣖ ࠾ࡍయం పऱ࣒  ޴ఉం ڵ࡯క ߘల ߤदڒఎలव ݡంࡓ యం࡯ࣖ కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ߤदڒఒక ఎలव ࡹ 
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మ࠾ࡍ
.ߘࣃ࢘ࣄޓ ߖ ߤदڒఒక ఎలव ߘߝ
యం పऱ࣒࡯ࣖ   యం ݀ పऱ࣒ޣ࡯ ߤदڒఒకܽ ఎలव ࡹ   మࢁऱ ఒక ఎలवڒदߘ ߤ కڵ࡯ ఉం޴
ऒߖ࢐ట బܽदڒ ంܽߖ ࣝऴݩజ࡮ ߤంܽ ࣄసदࡱ ࠹ అంܼڒ ࡏబܽद ߘߝ ࢘࢟ ऴࣄए ంగ࡛  సࠬకరߖހऒ  ah 
పࡍషए ओߩంۨనࡍ ڕߕ ݡ

వۨऐ ం޴, ఇڕߕ ޴ లࠚంۨన ࢘࢟ ఫంࣾߤ మ࠭࠲ ࠾ࡍpsi nlm 
ऐࡍంۨ చࡍڷ ߖ޳ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త ߘߝ ߰ంߘ޳  శړ फ మ࠾ࡍ ࣝऴݩజߤ పరࠪࡅ ࢓ރకए  శړ फ  ߯ n
ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, అ޴ ऴప߄న ڞంట࡛ సంఖङ ߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇ޴

ఇۨऐ నంత ڒలం ࡱ࢑ ޳ࡶవ ఎంతn l m 
అనऒ ఖङ࠭ ޴ ం ޶ڒ.
  శړ फࣄ ړबర࠳న ࡱ࢑వ ఉం޴   ࣝऴݩజ࡮ ߤంܽ ࣄసद࠹ ల ߘంݟ వۯऐ  ఫ࡯తం ఇ޻ 
ऐࡍచ  ޻ం࠭ڕబܽद మనం ఇంతڒ ంۨన ࢘࢟ ఫంࣾߤ లߘ
फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ ం޳ంڕࣆࡌ ओߩఅ ߘ  psi nlm psi one   psi  ޴ఉంܿం ݡంࡓ ڕߕ ݡ

అߩओ  sݡ
psi px psi py psi p z  nlm px ߖ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ  ߘߝ
కھߘనవ۪ऐ  అం݄ n 2

అం݄ 1 ఖۨऐ తంࡍڷ ڴ फంచబడ࠳ ߗڒ ޶న࣒ 1 ޳ࡶ 0 ޳ࡶ  ప ऱ࣒  1 అߩओ  l m rڵ࡯క  ߘయగలۯ ߘߝ ݡ
ړశ ߤతరంగ ఫంࣾ ޒబܽद ऴపڒ   న࢑ڷదల࠴ फړ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴psi 3 si 3 pxi 3 py psi 3 pz 

, ఇ޴   ऴ ए࣎ కएࡅ ంగ࡛ సࠬకరణంݟ  ఈ పࢲࡍए రం ఇߧۮ ࡮ओ ంڒ ޴బܽद
ఈ శړ फ  ڒవ۪ऐ  ఇړ ޴ సంబం߅ంۨన శړ फ కࣾङ  శړ फ లڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం1 ޴s e2s e2px e2py 2pz 3d
మ࠾ࡍ
అం޶వలన  ࣝऴݩజߤ పరࠪࡅ ࢓ރకए  పࢲࡍए రం ڴ࡮ కߧߖంۯe 1 s 
ऴ޳వణం అతङ లओ  శړ फߖ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఆ߯ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ శړ फ   శړ फړ సڴࡍठ  సࠪనం.e 2 s e 2 x 

ऐࡍచ ࠭࠲  ڕవర ݟంߘ అం݄ ݟంߘ అం݄ ݟంߘ ంۨన ऱܿڴ శړ फe px e py e p z 
ऴప߄న ڒछ ంటం సంఖङ  ߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఈ ڷࡱߕ కࣾङ झߖߧऴ ښఒ ࡱ పࡽn  
छڒ ంటం సంఖङ n e e three p ah x  yz ړ ऱࢁమ ࡱ ݡ࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴అ ,࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘ
సࠪనం
మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంݡ࠮  ޴ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ए࣋ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛e d xyyzzx ah x y z 
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ࠬݡ࠮ ݡ࠮ ࡏ కࣾङ ల ߘంݡ࠮ ݟ ఐ޶ కࣾङ ల ߘంݟs p 
घࠫޛ తफం࠴ ݟంߘ ݟ ݡ࠮ కࣾङ ޴ ړశ ښఒ ࡱ फߖ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ శړ फߖ అ޳ࡱߧ ߖभ ం.e3 
घࠫޛ   ޴
छࡔ࢘ కࣾङ ࡏ ړశ ښఒ ࡱ फߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇకए డ   ఒకܽ ࡓంࡔ࢘ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡछ ࡏ
కࣾङ ړశ ښఒ  ࡱ फߖ కڵ࡯ ఉߕऒ యߘࢡ۫ ߘߝ ߖ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ࠾ࡍమ ߘ డ e two   
ఒకړࡍ
ఆ శړ फߖ ߰ం޴న ఒښ ఒక కࣾङ   ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఒకܽ   ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ࢘࢟e 
ఫంࣾࡔ࢘ ڷࡱߕ ࡱ ߤछ    psi 2 si 2 pyx psi 2 py psi 2 pz ,࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘల ߤఫంࣾ ࢟࢘ ࡏ
అޙ࠼
అ࢑ అߖऒ ంܽڔ ఒښ శړ फߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠭࠲ ࠼ ఈ శړ फ ࣃब फࣃࡱߧ ߖఅ ߤ܋ݠ ߘల࠼ ݋ࡔ  ࠭
అం݄ అ࢑ ఒ࡮ښ ఉߕऒ ړశ ښఒ అం݄ అ࢑ ࠼ फߖ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మڷࡱߕ ࠾ࡍ శړ फ ࣃब ࡱ࠼
ఒښ శړ फޜ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠭࠲ ߖ࢐ܽ ఈ పࣄࡍबࡓ ڷࡱߕ ߖޒ ऱܿ ँణత అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ
పࣄࡍबࠫޛ ޒघ ࡓ ޴ ऱܿ ँణతߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣝऴݩజࡅ ߤకए ړడవ శ࠮  फ   ࣃब घࠫޛ ࢓ރఅ  ࠼ ࡓ ޴ ऱܿ 
޴ంۨంށँ
ࣝऴݩజߤ అࡅ ࢓ރకए ړండవ ఆࣣ శࡓ  फ ࣃब ࡓ ڷࡱߕ ࠼ ऱܿ ँణత మ࠾ࡍ ࣝऴݩజߤ అࡅ ࢓ރకए ړదܽ శ࠴  फ
बࣃ  ࠼
ओߩन ఆࣣ ँణత ఇࡽࠂ ࡽڵంࣄ వలం ఆࣣښ ޳ࡶ ޶ంచށँ ڡߖदڒఎలव ࡽڵంࣄ ࠭࠲ ݡ
ండవ సందరगࡓ సంڝ ల ࠹సदࣄ ڡߖदڒసం బࣗళ ఎలवڝ ం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ  మన ࡱ ࠹సदࣄ వంܽ ߤజݩऴࣝ ࠭ޑݡ
దగ ठర ఉనऒ  ఆࣣ ࢘࢟ ఫంࣾࡱ ߤ మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږinlm 
మనڕ అ޻ ࢘࢟ ఫంࣾߤ ఉంܿంߗڒ ޴ ఇకए డ   శړ फ ࡱ࢑వ మ࠾ࡍn 
అڼ࡮ ࠬద ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद శړ फ ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంߗڒ ޴ అ޴ ࠬద l n l m 
ఆ߄రపݟ ఉండڒ ޶బܽद ఏࠫܽ 

న కࣾङࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ లߘ ऴ࢐యړߖݞ మనం అߘమޒంۧࠪ ڒబܽद 1ߘߝ s 2 s 2 p 
ఇߩओ ړశ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޶ࡶ ऴ࢐యడం ړ ݡ फ߯  ఆ߄రపడదڕߕ ߖ ఇపओ కpx 2 py 2 pzߘక ࣆࡱޘ ښܽ m 
छࡔ࢘ ఇ࢑ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮  s p ah di s p d fࡏ
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కࣾङ ऒߕڕࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ ࠾ࡍవ మࡱ࢑ ࢐ܽ ߘߝ  ࡱ ړశ ࠾ࡍమ ߘ फ ࢐సफړߖ࢐ మ࠾ࡍ  ߯ n l n l
ఆ߄రపݟ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕߕ ߖ
࢐ܽ  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑     మనంn l ݡ
खࡍమం݄, ఈ ఆ޻࣋ۯ ܼళऱߖऒ ంܽڔ   ప ऱ࣒ ఇకए ߘߝ ߘవࡱ࢑  డ ఒక ڝసం ऴࣄ࢐న޴ ఒక అం݄ ߕࣆऒ  n l sn l 
బܽदڒ
ఇ޴ ఇదभړࡍ ఒకܽ ఇࡓ ޴ంڝ ݡసం ࡓంݡ  అݡ࠮ ޴ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒకܽ ڒబܽदs p n p l 
ఇ޴ మࢁऱ ڝ ݡ࠮సం ݡ࠮ ఇݡ࠮   ڷࡱߕ ޴ ఇ޴ ఐڷࡱߕ ޶ ఐ4 ޶ p d d 6 4 f 7
ओߩఇ ࡏࠬ ऒߖ޵ ݡ యవ۪ऐۯ ڴలభంࣆ  ࡱవࡱ࢑ ࣆࡱޘ ڕࠪ  
నऒޔڷࡏ߭   ऴకమ౦ࡹ  ఎనࡎ ण ࡵవࡽझ  ޜ                                               ం݄ڕߘల࠻ऴ࢐  ߘ 

 ప ऱ࣒ ړశ ޜవࡱ࢑  फ ߭ޔڷࡏందޔڷࡏ߭    ߖందߖ                                                  ఇ޴ అతङ లओ  శړ फ మ࠾ࡍ n l 
ړశ ߖ޳ फ

 ప ऱ࣒ కएࡅ   త޶పࡱ࢑ ࡍవ ఎంత కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అࡓ ޴ంڒ   ݡబܽद ఇࡓ ޴ంݡ ࣊.n l 
  కࣾङ  మ࠾ࡍ

త޶ప޴ࡍ ఏࠫܽ అం݄ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠬࡏ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽࣃ۫ ߗफ ah 2p 2p 3s n అ࢑ ,ࡏ
 ప ऱ࣒ కएࡅ   ఒࡱ࢑ ښవߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼, అ࢑  ప ऱ࣒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘవࡱ࢑  ओߩ కएࡅ ݡ  వ l n l   nࡱ࢑ 
తڕए వ ऴ߄ߦనङ తߘ ߰ంޔ޶ం޴
एڕత ޳ࡶ వڴ ఉంܿం޴  శړ फ ڒబܽद వࣆफం޴ అߩओ ړశ ݡ फ e two p e three s e three

మనం ఇకए డ ܉ऴగతफڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ڷࡱߕ ڷࡱߕ ړ ݡ࠮ p p s ah
కࣾङ ࡍప޶బܽद తڒ ޴ఉంܿం ڷࡱߕ  e s޶ఆ߯ ఐ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ 
మࢁऱ మࢁऱ ۫ݡ࠮  ࡯ݞ మ܉ ࠾ࡍऴగతफڴ ఉండంڒ ,ݟబܽद శړ फ ऴకమంd e four p 

 ప ऱ࣒ కएࡅ  ప  ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡍసߘఅ ߘవࡱ࢑  ऱ࣒ కएࡅ   అࡱ࢑ ޻వ ఉనऒ  n l n l, ݡߩ
కएࡅ  తڕए వ ࡱ࢑వ తڕए వ శړ फߖ కڵ࡯ ఉందڕࣆࡱޘ ࠭࠲ ߖంܼమ࠭ޑࠋۮ ߖ   ఈ సమయంࡹn ah  
ࡓ ݡ࠮ ړ ऱܿ ँణత ఉందࡏڷ ߖफࣆۯफం޴ ఎం޶కం݄ ఇ޴   అ޻ శړ फ3 ړ కࣾङ ऒߕఉ ࡱ 2p࠼ 2px 2py 2pz 

फࣃऴ࢐ ߖڶऴݟ ݟ ࣁࣔ ࣅనరܐݟ ߘߝ బܽदڒ న࡛ܒݟ नࡽࠂ ࡽڵంࣄ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ఒకܽ  ࡓ ݡ࠮ ऱܿ ँణతߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴.
  ఒకܽ ఎం޶కం݄ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ కڵ࡯ ఒకܽ ఎం޶కం݄s p s 
ఇ޴  కࣾङ ࡓ ݡ࠮ ڷࡱߕ ޴ఉం ڵ࡯ణత కँ ڷࡱߕ ޶ఐ ݡ࠮  ऱܿ ँణత కڵ࡯ ఉం޴ ఈs d p 
ँణత  ښవలం ࠪڻऒ छڒ ڡܽ ంటం సంఖङ వ ڴరణంڒ  फ࣎ ం޴ ఎం޶కం݄ ࠭࠲ pxpypze
రछߖ ߖ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ۨంచడం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ అ࢑ ఒښ శړ फ ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ ߯ ࠪ px py pz
చరऐ ޴ంޔڷࣃనڜ 
ࠪ త޶పࡍ   తరగߖࡹޒ ࣝऴݩజߤ పరࠪ࢓ރల కࣾङ  శړ फ కࣾङ  శڕफలࡹ ఏ ఇతర లࣾࡱހ
ఉߕऒ క అంతరޒࠥ  మనం ۫డగలం ߖदࢳక అంత࡛ దృޒࠥ ࠾ࡍమ ࠼ भృࢵद ऴ    ࡱ ए࣎ ంగ࡛ సࠬకరణంݟ
కएࡅ  పࢲࡍए ందవ۪ऐ߰ ߖ ఆࣣ ࡏࠬ ݟంߘ లࡌ  మ࠾ࡍ అ࠭࠲ ޻
ऒߕफࢂࢗ ࠭  ࠪ త޶పࡍ తరగࡹޒ చࡍऐ ంచړߖݞ ధనङ  ࡱ޳࢐

Pru
tor
@
IIT
K




