
शेवटǉा वगाŊत आʉी ʬेƃरǉा संदभाŊत ऑपरेशɌ पािहʞा होȑा आिण  आʉी वेƃरचे डॉट उȋादन पािहले होते आʉी ʬेƃरǉा 
Ţॉस उȋादनाकडे पािहले आिण आʉी वेƃर ऑपरेशɌ कसे पार पाडू शकतो हे पािहले  आज आपण िकनेमॅिटƛकडे परत येऊ 
आिण आʉी पाš  िवमानातील गती पहा  ʉणून आपण असे ʉणू की एक कण मी येथे काढलेʞा मागाŊने पुढे जात आहे आिण  एका 
समतळात हा एक वŢ मागŊ असेल ʉणून आपण ʉणू की कण वेळी ̾थानावर आहे.  आʉी याचा अɷास काही संदभŊ चौकटीǉा t p 
संदभाŊत करत आहोत Ǜामȯे आʉी समɋय अƗ िनिʮत केला आहे,   
ȑामुळे या कणाची İ̾थती सिदश वेळेत वेळेत  अिधक डेʐा नंतर ʬेƃर देऊ Ȩा ʉणजे वेळ डेʐा  नंतर कण  r t t t t p 
अिवभाǛ ̾थानावर पोहोचतो Ǜाला आपण Ůाइम असे अिधक डेʐा ʉणून दशŊवतो आिण पोिझशन वेƃर  येथे वर p t t r t 
अिधक डेʐा ʉणून िदलेला आहे आता या समɋय ůेममȯे आहे कारण आपण  ɘॅनरबȞल बोलत आहोत  Ůणाली अƗ t xyz z 

नेहमी कोऑिडŊनेट नेहमी शूɊ असेल  ʉणून आʉी ȑाचे िनदőशांक मȯे पाहत आहोत या İ̾थतीत wi  ll z xy p xy 
िनदőशांकांना  ˢʙिवराम असू Ȩा आिण अिवभाǛ ̾थानावर समɋय अिधक डेʐा आिण अिधक डेʐा असू Ȩा x y p x x y y 
आिण  हा ʬेƃर Ůाइम हा ʬेƃर आपण ȑाला ʉणू हे िव̾थापन वेƃर आहे  जे आपण डेʐा Ȫारे दशŊवतो ʉणून आता आपणpp r 
जे पािहले आहे ते असे आहे की जर आपण  ʬेƃर Ůाइम िलिहला तर हे ʬेƃर डेʐा ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे समान आहे  pp r 

अिधक डेʐा उणे आिण आपण पािहले आहे की   िबंदूवर कणाचा ताǽािलक वेग ही मयाŊदा डेʐा r at t t  r at t p t 
वर वर शूɊ वर जाणारा डेʐा वजा िवभािजत ʬेƃर  डेʐा टी Ȫारे िकंवा Ǜाला आपʞाला हे देखील मािहत t r t  r at t 
आहे की हे  सिदश ǉा ʩुȋɄाǉा समान आहे ʉणून हा वर कणाचा ताǽािलक वेग आहे  आिण हे एका िमतीय गतीŮमाणेच आहेr p 
 पण आता ही िȪिमतीय गती असʞामुळे आʉी  आहे फरक आहे  दोन ʬेƃर  आिण आपण हे देखील लƗात घेऊ शकतो की en r 

अिधक हे अिधक डेʐा अिधक  अिधक डेʐा ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे ɘस at t delta t x xi y yj r at t xi 
ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून डेʐा ला डेʐा ɘस ʉणून िलिहता येईल.  ʉणजे आपण वेƃर डेʐा चे yj r xi delta yj r 

ˋेलर घटक घेत आहोत  आिण ʉणून ʬेƃर नंतर डेʐा ǉा बरोबरी डेʐा अिधक डेʐा Ȫारे डेʐा होतो आिण v x ti y  tj 
हे आपण ȑाला ɘस ʉणून देखील िलš शकतो जेथे असेल  वेगाचा घटक आिण हा वेगाचा घटक असेल vxi vyj vx x v y y 
आता येथे आपण एका ताǽािलक Ůकरणासाठी हे पįरभािषत केले आहे जर डेʐा  टी मयाŊिदत अंतराल असेल ʉणजे तो फार लहान 
नसेल तर आपण  सरासरी वेग आिण ȑा बाबतीत सरासरी वेग  आपण ʉणून बोलू आिण एक सरासरी िचɎ ठेवू आिण हे डेʐा टी v 
Ȫारे डेʐा ǉा बरोबरीचे असेल  आिण या Ůकरणात जेʬा आपण सरासरी वेगाबȞल बोलतो तेʬा डेʐा टी ० वर जाणारी मयाŊदा  r 
असेल.  हे कोणȑाही डेʐा टी Ţमांकासाठी पįरभािषत केले जाऊ शकते आपʞाला हे देखील लƗात येते की वेगाची िदशा   डेʐा w r
ǉा िदशेसारखीच आहे आिण जर आपण आपʞा िचũाकडे परत गेलो तर येथे डेʐा या िदशेने आहे ʉणून वेग  डेʐा ǉा िदशेने r r 
असेल आिण डेʐा ǉा मयाŊदेत असेल.  ० कडे जाते  ही िदशा मागाŊला ˙िशŊका बनेल ʉणून आपण हे िलšया की मयाŊदेत  डेʐा t r 
ची िदशा  मागाŊला ˙िशŊका  आहे ʉणजे वेगाची िदशा नेहमी मागाŊकडे असते आिण जर तुʉी  भौितक ̊ʼीने िवचार करणे देखील अथŊपूणŊ
ठरेल कारण एखादी गोʼ  जी एका िविशʼ िदशेने Ůवास करत आहे ती ȑा िदशेला छेदते ती एखाȨा वाटेवर चालणारी एखादी गोʼ  ȑा 
मागाŊवर असली पािहजे ती आत जाऊ शकत नाही िकंवा ती मागाŊपासून दूर जाऊ शकत नाही  ʉणून ची िदशा आहे  नेहमी मागाŊला v 
˙िशŊका असते आिण जर तुʉी चे पįरमाण पािहʞास, हा वेग देखील पािहला तर आपण ȑाला  आिण घटकांǉा संदभाŊत v v x y 
िलिहʞास ची पįरमाण आिण असʞास अिधक असे िलš शकतो. आʉी ते िलिहतो  याŮमाणे हे  ˍेअर v v vx i vyj vx 
अिधक वगाŊǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचे असेल आिण काहीवेळा  आपण हे ʉणून देखील िलš शकतो िकंवा ʬेƃर िचɎािशवाय vy v v
असे िलš शकतो जेणेकŝन  ते वेग चे िचɎ आहे आिण आपण जे पाहतो ते देखील आहे.  जर हे असेल तर हे आहे हे आहे v vx vy 
आिण जर हा  कोन थीटा असेल तर वेग वेƃर थीटाची ˙िशŊका बनवते ती िदशा जी   वर ने िदली आहे ʉणून पįरमाण हे vx vy vx 
वगाŊचे वगŊमूळ अिधक चौरस आहे िदशा िदली जाते  टॅन थीटा हे बाय ǉा बरोबरीचे आहे िकंवा आʉी दोन घटक आिणvy v bx vx 

िलिहतो ʉणून या दोन गोʼी  समतुʞ आहेत या िवषयावर आʉी िवचार कŝ इİǅतो ही  िȪिमतीय गतीमधील सापेƗ वेगाची vy 
संकʙना असेल आिण हे अगदी सारखेच आहे  एका िमतीय गतीमȯे सापेƗ वेग पण आता वेग वेगʨा िदशा  असʞामुळे आपण हे 
कŝ आता  याला वेƃर पȠतीने हाताळावे लागेल ʉणजे समजा कण चा वेग आिण असेल तर  कण मȯे वेग a va a b  vb 
असतो जे दोɎी काही संदभŊ ůेमǉा संदभाŊत मोजले जातात मग ǉा संदभाŊत चा वेग उणे ʉणून िलिहला जाऊ शकतो  b a va bb 
िकंवा कधीकधी हा ǉा संदभाŊत चा सापेƗ वेग ʉणून देखील िलिहला जातो  b a 
ȑामुळे संकʙना  सापेƗ वेगाचा आपण मोशनमȯे तोच पािहला  आहे पण आता आपʞाला आिण हे ʬेƃर ʉणून ƽावे1d va vb 
लागतील आिण हे ʬेƃर वजाबाकी  असेल. उदाहरणाथŊ जर पावसाचे थŐब या िदशेने पडत असतील  आिण एखादी ʩƅी सायकलवŝन 
जात असेल तर  या िदशेने मग  हा सायकलǉा संदभाŊत पावसाǉा वेगाǉा बरोबरीचा असेल कारण सायकलǉा संदभाŊत सायकल v  
आिण पाऊस ही बेरीज पावसाǉा  वेगाइतकी असेल. ʉणून जर एखादी ʩƅी पुढे जात असेल तर या िदशेने एक सायकल  आिण v 
पाऊस ȑाǉावर उɷा खाली सरकत आहे  ȑा ʩƅीला वेƃरने िदलेʞा कोनात पावसाचे थŐब येत असʞाचे जाणवेल  जे या दोघांǉा 
वजाबाकीने िदले होते.  सिदश  पुढे आपण एका कणाǉा Ůवेगाकडे जाऊ Ǜाला आपण वेƃर ने दशŊवतो  आिण जसे आपण पािहलं a 
आहे की Ůवेग हा वेगाǉा बदलाचा दर ʉणून िदला जातो  ʉणून जर वेळी वेग असेल आिण वेग अिधक डेʐा असेल तर  t vt t t 

अिधक डेʐा वर  मग आपण ला वर अिधक डेʐा वजा वेƃर वर असे  िलš शकतो आिण Ůवेगt t delta v v t t v v t 
वर शूɊ वर जाऊन अिधक डेʐा वजा ला ने भागून िदले जाईल.  डेʐा ʉणून आपण दोन िबंदंूवरील delta t v t t  v t t 

वेग वेƃसŊ पाहतो .
या दोन मधील फरक घेतो आिण ते आपʞाला Ůवेग देते आिण जर डेʐा टी  खूप लहान नसेल तर जर ते मयाŊिदत अंतर असेल तर 
आपʞाला िमळणारा Ůवेग सरासरी Ůवेग आहे.  ʉणून आिण आधी जसे आपण Ůवेग देखील   अƗ ɘस ʉणून िलš शकतो जेथे ayj 

हा Ůवेगाचा घटक आहे  आिण हे डेʐा Ȫारे डेʐा ǉा बरोबरीचे आहे आिण हा  डेʐा Ȫारे मȯे झालेʞा ax x t vx ay t vy 
बदलामुळे िदलेला ȕरणाचा घटक आहे.  ʉणून आमǉाकडे हे Ůमाण आहे  Ůवेग आिण आपण  येथे पाš शकतो की एƛलरेशनचा y 
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घटक जो वेगाǉा घटकाचा ʩुȋɄ आहे  तो Ȫारे Ȫारे आहे आिण हे वेळेǉा संदभाŊत चे दुसरे ʩुȋɄ ʉणून x x d dx dt x 
देखील िलिहले जाऊ शकते.  आिण ȑाचŮमाणे Ůवेगचा घटक आहे  आिण याला ǉा ने ने असे िलिहता y dvyydt d dt dy dt 
येते आिण हे  िव̾थापनाǉा घटकाचे दुसरे ʩुȋɄ असेल आता आपण काही सूƘ मुȞे पाहǻाचा Ůयȉ कŝया.  Ůवेग जेʬा कण एकाy 
सरळ रेषेत िफरतो  तेʬा ˙ʼपणे वेग आिण Ůवेग एकाच  िदशेने असतात जी रेषेǉा िदशेने िदली जाईल अथाŊतच ȑात  नकाराȏक िचɎ
असू शकते याचा अथŊ ते ȑा िदशेने असू शकते  परंतु सवŊसाधारणपणे ʬेƃर  िदशा सारखीच असेल ती ȑा बाजूने असेल पण जेʬा 
एखादा कण वŢ मागाŊने िफरत असतो तेʬा  आपण पािहलेली पिहली गोʼ ʉणजे वेगाची िदशा  कोणȑाही इɍा  हा मागाŊचा nt 
˙िशŊका आहे आता Ůवेग बȞल काय  हे मागाŊला Ůवेग ˙िशŊका आहे िकंवा ȑात आणखी काही घटक आहेत आिण हे समजून घेǻासाठी
 आपण या िचũाकडे परत जाऊ या कण हे ̾थान आहे ही İ̾थती आहे  अिवभाǛ आता जेʬा आपण हे पाहतो तेʬा ही ची p  p v 
िदशा आहे  या झटपट येथे पथाला ˙िशŊका आहे आिण येथे ǉा वेगाची िदशा Ůाइमवरील पथाला p prime  p prime p 
˙िशŊका असेल ʉणून आता येथे आपण Ůवेग पािहʞास  तर चला दोन वेलोिसटी ʬेƃर शेपटीसंोबत ɘॉट कŝया ʉणजे  इथे v 
ʬेƃर आहे आिण इथे ʬेƃर Ůाइम आहे आिण हा ʬेƃर जो  या दोघांना जोडतो तो वेƃर डेʐा आहे आिण आता आपʞाला v v 
मािहत आहे की Ůवेग डेʐा बरोबर आहे  डेʐा Ȫारे  v   t 
ȑामुळे Ůवेगाची िदशा डेʐा ǉा बाजूने असावी आिण जी ˙ʼपणे  ˙िशŊकेǉा बाजूने नाही आिण ʉणून आपण पाहतो की वŢ v 
मागाŊवर वŢ मागाŊवर Ůवेग आहेत हे दोन घटकांमुळे आहे .
 घटक हा कणाǉा गतीतील बदलामुळे येतो  आिण हा घटक देखील येतो जेʬा एखादा कण एका सरळ रेषेत िफरत असतो   
ȑामुळे कणाǉा गतीमȯे बदल होतो आिण हा घटक नेहमी असतो कारण  जरी कण हलत असेल  ȑाच िदशेने जर ȑाचा वेग बदलला 
तर Ůवेग असतो  
ȑामुळे  हा घटक कंपǉा बाजूने असतो ȑा िदशेǉा बाजूने जेथे वेग असतो तो इȑािद बाजूने असतो  पण या ʩितįरƅ आपʞाकडे 
Ůवेगाचा दुसरा घटक असतो  जो या िदशेला लंब असतो  आिण हे येते कारण मागाŊǉा वŢ ˢŝपामुळे  वेगाची िदशा बदलते    
ȑामुळे येथे जरी आिण Ůाइम ची पįरमाण समान असली तरी िदशा िभɄ असʞामुळे   v v 
ȑामुळे डेʐा चा घटक िनमाŊण होईल.  मुळात  िदशेला लंब असतो आिण हा घटक ŮȑƗात दुसरा घटक िकंवा लंब घटक असतोv et 
 जो कडे लंब असतो  तर  कण एका वŢ मागाŊने िफरत आहे हा घटक ȑा िदशेने िनदő िशत  करतो ʉणून जर आपण या ̾थानावर et 
असलो तर जर आपण गृहीत धरले की ही एक वतुŊळाकार Ůकारची हालचाल आहे ती  वतुŊळाǉा कŐ ūाकडे िनदő िशत करते Ǜामȯे कण 
आता हलत आहे वाˑिवक आकार कदािचत  नसेल  वतुŊळ पण आपण ̾थािनक पातळीवर असे गृहीत धŝ शकतो की तो एक वतुŊळाकार
मागŊ आहे तर  तो ȑा वतुŊळाकार मागाŊǉा मȯभागी िदशेला आहे आिण जर ही ˙िशŊक िदशा असेल तर  ही िदशा ˙िशŊकेला लंब असते 
कधी कधी ितला सामाɊ िदशा ʉणतात ʉणून आपण  ितला असे ʉणू  ʉणून आपʞाकडे आिण हे दोन सिदश en e  t en 
आहेत आिण Ůवेगाचा सामाɊ घटक  आपण दाखवू शकतो हे सवŊ Ůथम  ते गतीǉा वगाŊǉा Ůमाणात आहे ʉणून या िबंदूवर कणाचा वेग 
िकतीही असला तरी  तो ȑाǉा Ůमाणानुसार असेल  ˙ीड ˍेअर आिण जर  ̾थािनकįरȑा कण   िũǛा ǉा वतुŊळात िफरत असेल r 
तर याचा अथŊ जर आपण या Ɨणी ते ̾थािनक वतुŊळ आहे असे गृहीत धŝ  आिण जर ȑा वतुŊळाची िũǛा असेल तर Ůवेगाचा r acc  
सामाɊ  घटक इलरेट करा हा वगाŊने वर िदला जातो आिण ला  मागाŊǉा वŢतेची िũǛा ʉणतात ʉणून हे असे काहीतरी v  r r 
आहे जे आपण  नेहमी लƗात ठेवले पािहजे की जेʬा कण वŢ मागाŊवर जातो तेʬा दोन घटक असतील  जर तो  एक घटक जो कणाǉा 
गती बदलǻाǉा दरामुळे असेल िकंवा दुसरा  घटक जरी कण एका İ̾थर वेगाने िफरत असला तरीही पथाǉा वŢ ˢŝपामुळे  Ůवेगचा 
एक घटक आहे जो लंब आहे  मागŊ ʉणून आता  या गोʼी पािहʞानंतर आपण काय कŝ शकतो हे आहे की आपण एकसमान 
वतुŊळाकार गतीमȯे कणाची हालचाल पाš शकतो  ʉणून आपण एका कणाकडे पाहतो जो वतुŊळाकार मागाŊचा अवलंब करत आहे आिण
युिनफॉमŊ शɨाचा अथŊ असा आहे की तो एकसह िफरत  आहे  İ̾थर गती ʉणून जर आपण हे येथे ɘॉट केले तर  जर हे वतुŊळ आहे जर 
आपʞाकडे कण असेल  जो वतुŊळाǉा बाजूने िफरत असेल िकंवा वतुŊळाचा पįरघ İ̾थर गतीने असेल तर आपण ʉणू की  तो एकसमान 
वतुŊळाकार मȯे आहे  पयाŊय ʉणून आता आपण असे ʉणू की कण एका İ̾थर गतीने िफरत आहे जो  कण या ̾थानावर असʞास m v
ने िदलेला आहे तर आपण जे पािहले आहे ȑावŝन Ůथम ʉणू  की वतुŊळाची िũǛा आहे मग आपण पािहʞास  िबंदूवरील p r p 
Ůवेग  कणाचा वेग İ̾थर असतो परंतु याचा अथŊ असा नाही की ȕरण शूɊ आहे  िबंदू वरील Ůवेग वतुŊळाǉा कŐ ūाकडे िनदő िशत करेल p 
आिण हे  चौरस Ȫारे Ȫारे िदशेने िदशेने िदले जाईल वतुŊळाǉा मȯभागी ʉणून येथे हा बाण  Ůवेगाची िदशा दशŊिवतो ȑाची v r 
पįरमाण गतीचा चौरस भागाकार आहे आता तेथे काही  पाįरभािषक शɨ आहेत जी आपण एकसमान वतुŊळाकार गतीने पįरभािषत r 
करतो ʉणून आपण पाहतो ती पिहली गोʼ आहे  जरी वेग İ̾थर असला तरीही  एकसमान वतुŊळाकार गती ʉणजे Ůवेग शूɊ नाही आता 
आपण असे ʉणू  की कण ते अिवभाǛ िदशेने Ůवास करतो आिण वतुŊळाǉा मȯभागी असलेला कोन  डेʐा थीटाने िदलेला आहे p p 
ʉणून जर डेʐा थीटा हा कोन असेल तर जो  वतुŊळाǉा मȯभागी कणाने झाकलेला असतो   
ȑामुळे आता या डेʐा थीटाला कोनीय िव̾थापन असेही संबोधले जाते आिण जर डेʐा टी हा  कण  ते Ůाइम पयōत जाǻासाठी p p 
लागणारा वेळ असेल तर आʉी एक पįरमाण पįरभािषत करतो   कोनीय वेग  कणाचा कोनीय वेग  डेʐा Ȫारे कोन डेʐा थीटा ʉणून t 
पįरभािषत केला जातो  आिण कोनीय वेगासाठी वापरले जाणारे िचɎ  हे Ťीक अƗर ओमेगा आहे ʉणून आपण पािहʞाŮमाणे कोनीय 
वेग ही  डेʐा थीटा Ȫारे डेʐा टी Ȫारे िदली जाते जर आता  आपण कणाचा वेग शोधǻाचा Ůयȉ करतो   Ůाइमला डेʐा टी ने pp 
भागलेʞा अंतराने गती िदली जाईल ʉणून जर आपण हे बिघतले तर कणाचा वेग   डेʐा टी ने भागलेʞा कणाने ʩापलेʞा अंतराएवढा 
आहे.  ला ने भागले आिण हे असेल तर आपण पाš arc pp prime  delta t r delta theta on delta t 
शकतो  की गती गुणा ओमेगा Ȫारे िदली जाते आिण जर आपण कणाचा Ůवेग पािहला तर  तो वर वगाŊने िदला जातो.   r r v 
ȑामुळे  हे वर ओमेगा ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे  ओमेगा ˍेअर बरोबर आहे आता ȕरणाचा हा घटक जो कŐ ūाǉा r r r 
िदशेने आहे याला  आमǉाकडे एक नाव आहे याला कŐ ūािभमुख Ůवेग देखील ʉटले जाते  जसे आपण नेहमी िदशेने िनदő िशत केले आहे.  
कणाǉा कŐ ū̾थानी  आता आणखी काही संǒा आहेत Ǜाची आपण ʩाƥा करतो ती ʉणजे  एका Ţांतीसाठी लागणारा वेळ याला टाइम
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पीįरयड ʉणतात आिण यासाठी वापरलेले िचɎ भांडवल आहे एका सेकंदात केलेʞा Ţांतीची संƥा ही पįरभािषत केली आहे  t 
वारंवारता ʉणून आिण हे 1 ओʬर ǉा बरोबरीचे असेल आिण वारंवारता साठी वापरलेले िचɎ हे Ťीक अƗर आहे  आता जर t nu 
आपण ओमेगा ओमेगा बिघतले तर ते काही नसून कोनीय िव̾थापनाने  भागले जाते आिण जर आपण ओमेगा ʩƅ कŝ इİǅत असाल 
तर  कालखंड नंतर कोनीय  िव̾थापन एका Ţांतीसाठी कोन दोन आहे आिण वेळ आहे ʉणून ओमेगा  2 t pi radians t pi  
वर असेल आिण  t 
ȑामुळे आपʞाकडे ओमेगा 2 वर समान असेल  Ǜावर आपण ते 2 असे देखील िलš शकतो कारण हे 1 pi   t pi mu nu 
ओʬर बरोबर आहे  आिण जर आपण आता बिघतले तर ओमेगा वेगाǉा ̊ʼीने वेग हा ओमेगा  इतका आहे ʉणून हे 2 t r pi r 

आिण Ůवेग असे िलिहले जाऊ शकते जे ओमेगा ˍेअर ǉा  बरोबरीचे आहे ते 4 ˍेअर ˍेअर ǉा बरोबरीचे nu r pi nu r 
असेल  
ȑामुळे वारंवारता आिण कालावधीǉा संदभाŊत आपण  वेग आिण Ůवेगची मूʞे िमळवू शकतो आता हे वैध असेल कालावधी İ̾थर असेल 
जर  आपʞाकडे एकसमान वतुŊळाकार असेल गोलाकार गती एकसमान नसेल ʉणजे कणाचा वेग  बदलʞास काय होते हे मोशन फƅ 
थोडƐात पाš देईल,  
ȑामुळे आता जर कणाचा वेग बदलला तर याचा अथŊ असा होतो की ओमेगा  İ̾थर राहणार नाही  आिण आपण कोनीय Ůवेग नावाचे 
Ůमाण पįरभािषत कŝ शकतो.   जे वेळेनुसार ओमेगाǉा बदलाǉा दराǉा बरोबरीचे आहे आिण या ट̪ɗावर मी येथे जे नमूद करेन ते  
मी हे िसȠ करणार नाही पण आʉी दाखवू की  सामाɊ वतुŊळाकार गतीचा  वेग देखील  ओमेगाने एट िदशेने िदलेला आहे. हा r 
ताǽािलक वेग असेल  कारण ओमेगा İ̾थर नसतो आिण Ůवेग गुणा ओमेगा Ȫारे Ȫारे  िदशेने िदले जाईल आिण r d dt et 
आपʞाकडे अिधक  ओमेगा ˍेअर सोबत िदशा असेल आिण हे आपण वेळा ʉणून देखील िलš शकतो  येथे  अʚा एट r en r 
ɘस आर ओमेगा ˍेअर आहे ʉणून जेʬा एखादा कण वतुŊळाकार मागाŊने िफरत असतो तेʬा  ȑाǉा Ůवेगासाठी दोन घटक असतात 
ȕरणाचा एक घटक जो  कŐ ūाकडे असतो जो ǉा समान वतुŊळाकार गतीमȯे होता तसाच राहतो  ओमेगा ˍेअर आिण  तेथे Ůवेगाचा r 
एक ˙िशŊक घटक आहे जो गुणा अʚा ǉा बरोबरीचा आहे आिण वेग तरीही अʚाǉा मूʞाकडे  दुलŊƗ कŝन ओमेगाच राहतोr r 
ʉणून आपण वतुŊळाकार हालचाल पािहली  आहे    आता आपण हलणा̴या कणाची केस घेऊ İ̾थर Ůवेग सह  याचा अथŊ Ůवेग हे पįरमाण
आिण िदशा दोɎीमȯे İ̾थरांकाǉा बरोबरीचे असते आिण आपण  असे ʉणूया की एक कण जो İ̾थर चालू आहे  सेलेरेशनचा वेग ac v
0 असेल  वेळी शूɊ असतो आिण तो वेग असतो  वेळी मग आपण हे शोधू इİǅतो की वेळी या कणाचा वेग िकतीt t v t v t v 
 असेल आिण कण िकती असेल  पोिझशन शूɊ हे बरोबर शूɊ आहे ,  नंतर नंतर ȑाची İ̾थती काय असेल जर ती İ̾थर a r t t 
Ůवेगाने िफरत असेल तर  सवाŊत पिहली गोʼ ʉणजे आपʞाला मािहत आहे की Ůवेग İ̾थर आहे ʉणून जर आपण हे Ůवेग  उणे असे v 
िलिहतो  ला वेळ ने भागले जे उणे 0 आहे  v 0 t t 
ȑामुळे  हे वजा वर आहे आिण आपʞाला जे िमळेल तो वेग बरोबर  अिधक गुणा असेल आिण जर आपण तो v v 0 t v v 0 t 
घटक ˢŝपात िलिहला तर  आʉाला आमची नेहमीची समीकरणे  हे शूɊ अिधक गुिणले आिण हे vx v x ax t vy v 0 y 
अिधक ǉा बरोबरीचे आहेत जेथे Ůवेग  बरोबर अिधक आहे वेग समान आहे अिधक आिण ayt a axi ayj v vxi vyj 
Ůारंिभक वेग आहे  शूɊ हे शूɊ अिधक शूɊ बरोबर आहे ʉणून ही पिहली अिभʩƅी आहे जी आपण  िमळवा v  v xi v yj 
आिण आता  आʉी पोिझशन ʬेƃर शोधतो ʉणून आʉाला टी वेळेत वेƃर ची पोिझशन शोधायची आहे कारण  वेƃर शूɊ r r 
आहे आिण  ती शूɊ आहे ʉणून आता हे करǻासाठी आपण पाहतो की  वेळ आिण दरʄान सरासरी वेग  वेळ 0 याला t v 0 
अिधक ने भागाकार दोनने िदले जाईल आिण  v 
ȑामुळे  उणे आर शूɊ बरोबर असलेले िव̾थापन हे सरासरी वेग वेळाने िदले जाईल हे  कायŊ करते कारण Ůवेग İ̾थर असतो  r t 
ȑामुळे आपण हे िलš शकतो  ते  अिधक अिधक 80  बाय 2 गुिणले इतके आहे ʉणून हे सवŊ टाकले तर वजा v 0 v 0 t r r 
शूɊ ʉणजे  शूɊ अिधक अधाŊ गुणा चौरस आहे आिण हे आपʞाला बरोबर देते.  शूɊ अिधक शूɊ अिधक v t t r r v t  
अधाŊ चौरस आिण पुɎा आपण हे आिण िदशािनदőशांसह ˢतंũपणे िलš शकतो  ʉणून आपʞाला हे अिधक  kt x y x 0 v 0 

अिधक अधाŊ चौरस ʉणून िमळेल आिण आपण घटक िलš जे होईल  आʉाला Ȩा समान आहे बरोबर  xt axt y y y 0 v 0 
अिधक अधाŊ वगŊ आता या दोɎीकडे लƗ Ȩा  समीकरणे  ʉणजे जणू काही कण ˢतंũ मागाŊने िदशा आिण िदशेने yt ayt x y 

िफरत आहे  आिण आपण गती ˢतंũपणे Ůवेग अƗ आिण Ȫारे ˢतंũपणे हाताळू शकतो आिण परंतु जर आपʞाला कणाǉा ay  
मागाŊचे समीकरण शोधायचे असेल तर  आपʞाला काय करायचे आहे ते ʉणजे आपʞाला चा शी संबंध ठेवावा लागेल जो x y 
आपʞाला कणाचा मागŊ देईल  आिण ȑासाठी आपʞाला काय करावे लागेल या दोन समीकरणांमधील वेळ काढून टाकावा लागेल  आिण
ते आपʞाला ʉणून देईल  चे कायŊ ʉणून िकंवा चे कायŊ आता आपण  एकसमान Ůवेग िकंवा İ̾थर Ůवेग अंतगŊत आह x x y y 
मोशनचे एक िवशेष केस पाहतो आिण Ǜाला  ŮƗेपण गती ʉणतात  
ȑामुळे ŮƗेपण गती ही गुŜȕाकषŊणाǉा Ůभावाखाली Ůवास करणा̴या कणाची गती असते.    ʉणून ही गतीची एक िवशेष घटना आहे 
जी आपण İ̾थर Ůवेग गती पािहली आहे असे गृहीत धŝन की  गुŜȕाकषŊणामुळे होणारे Ůवेग गतीǉा ŵेणीमȯे बदलत नाही Ǜाचा 
आपण िवचार करत आहोत ʉणून  येथे आपण काय माजी िŢकेटǉा चŐडूला बॅट आदळʞानंतर िकंवा बंदुकीतून बाहेर पडʞानंतर 
गोळीǉा बॉलर मोशनǉा हातातून तो िवतरीत  झाʞानंतर, या सवŊ हालचाली केसेस असतील.  ŮƗेपण गतीची आता  जर तुʉी ही 
ŮƗेपण गती आिण आह आिण  फƅ उɷा वर फेकले गेलेले शरीर यात काय फरक आहे याचा िवचार करǻाचा Ůयȉ केला तर माǟा 
हातात चŐडू आहे िकंवा मी हे पेन घेतो  मी आता उɷा वर फेकतो  हे ŮƗेपण गतीचे एक िवशेष Ůकरण आहे परंतु जेʬा मी  ŮƗेिपत 
गतीबȞल बोलतो तेʬा ते असे देखील असू शकते जेʬा मी शरीर फेकतो तेʬा ȑात वेगाचा एक Ɨैितज  घटक देखील असतो ʉणून 
आपण ŮƗेिपत गती अंतगŊत जे िवचार करतो ते फƅ एक शरीर नाही  जे हलते आहे  अनुलंब परंतु ते Ɨैितजįरȑा देखील हलू शकते 
कारण सुŜवातीला शरीरात  वेगाचा घटक असतो ʉणून आपण हे शोधǻाचा Ůयȉ कŝया की आपʞाजवळ काय आहे जेणेकŝन x 
ŮƗेपणामȯे  वेगाचा घटक  शूɊ आिण ǉा बरोबरीने असू शकतो  कोबंǰात आपण पाहणार आहोत कारण ȑात वेगाचा x t t 

Pru
tor
@
IIT
K



काही घटक आहे  बरोबर शूɊ आहे आिण कारण ते पįरभािषत कŝ देते कारण आपण वरची  िदशा अिधक ʉणून पįरभािषत t   y 
करतो आिण ही Ɨैितज िदशा  आहे ʉणून Ůथम आपण Ůवेग वेƃर आिण Ůवेग वेƃर िलš.  0 वजा ǉा बरोबरीचा असेल x i  gj 
याचा अथŊ  िदशेने िदशेने कोणतेही Ůवेग नाही Ůवेग उणे ǉा बरोबरीचे आहे आिण आपण घेतो  बरोबर 0 ही Ůारंिभक वेळ y x g t 
आहे आिण कण  0 0 वर असू Ȩा  ʉणजे उȋȅीǉा वेळी बरोबर असतो आिण ȑाचा Ůारंिभक वेग  ने िदलेला असतो t 0 v 0 
Ǜाचा अथŊ आपण असे ʉणू शकतो की याचा अथŊ  असा आहे की हा कण या ̾थानावर आहे  आिण ȑाचा वेग आहे. ते वेग v 0 v 0 
आिण कोन थीटा 0 ʉणून देखील ʩƅ कŝ शकतो   Ǜाचा वेग Ůारंिभक वेग बनवतो Ɨैितज सह,   
ȑामुळे येथे आपण पाš शकतो की Ůारंिभक वेगाचा घटक आिण घटक Ȫारे िदला जाईल  x v 0 cos theta  0 y init  

Ȫारे िदले जाईल, ʉणून जर आʉाला  वेग Ůारंिभक वेग ʬेƃरचा Ůारंिभक घटक ial velocity v 0 sine theta 0 
मािहत असेल ʉणजे वेगाचे दोɎी घटक  आʉाला मािहत आहेत आिण मग आʉाला काय ठरवायचे आहे ते आʉी समɋय शोधू इİǅतो
ŮƗेपणाचा िकंवा कणाचा आता थोǰा वेळाने समीकरणे पाहǻाआधी आपण समीकरणांवर  येǻापूवŎ ŮƗेपणाǉा गतीकडे p  
भौितक̊̽Ǩा पाš या ʉणजे कण  ० ȑाǉा ǉा बरोबरीǉा वेळी सोडला गेला आहे.  वेगाचा घटक आहे x v 0 cos theta 0 
ȑाचा वेगाचा घटक  आहे आिण तो अनुभवत असलेला Ůवेग फƅ वजा िदशेने  आहे िदशेतील y v 0 sine theta 0 y x 
Ůवेग 0 आहे ʉणजे ȑाǉा संपूणŊ गतीमȯे वेग  बदलणार नाही जो ǉा बरोबरीचा असेल जर आपण x v 0 cos theta 0 
वेगाचा घटक पािहला तर  सुŜवातीला तो आहे तेथे ऋण Ůवेग वजा आहे  y v 0 sin theta 0 g 
ȑामुळे  हा घटक कमी होईल  आिण ते 0 वर जाईल आिण ȑानंतर आपण कण अनुभव पाहतो,   कमीत कमी वाढीचा अनुभव येत आहे 
ʉणून एकदा  उɷा िदशेने जाणारा वेग कमी झाʞानंतर कण खाली िदशेने िफरणे सुŝ होईल  आिण ते ȑा िदशेने आहे कणाचा वेग 
वाढतच राहील  कारण तो शूɊ गतीपासून सुŝ झाला आहे आिण नंतर तो जिमनीला ˙शŊ करेल  आता एक संǒा आहे जी आपण 
पįरभािषत करतो जर कण उगम̾थानापासून सुŝ झाला असेल तर  तो Ǜा िबंदूवर परत येतो. Ǜा पृʿभागाचा अथŊ आहे की जेथे पुɎा y 
0 होतो  ते उȋȅीपासूनचे हे अंतर याला ŵेणी ʉणतात आिण आपण  या िदलेʞा पॅरामीटसŊǉा संदभाŊत ŵेणी कशी काढतो हे आपण 
शोधूया ʉणून आता आपण  ŮƗेपकाǉा गतीचे िवʶेषण कŝ या  ȑाचा   Ůवेग                                                                           
                                                                                
                                                                                
                                                                                

Ůारंिभक िबंदू  हा मूळ आहे जो 0 0 आहे याचा अथŊ आहे आिण                             d x 0 0 y 0 
देखील 0 ǉा बरोबरीचे आहे. ʉणून आता जर  आपण घटकाकडे पािहले तर समान आहे कारण िदशेने वेग İ̾थर आहे ʉणून  x x x 
नंतर कोणȑाही  वेळी हा घटक Ȫारे िदला जाईल  x v 0 t 
ȑामुळे हे गुणा बरोबर असेल जेणेकŜन  आʉाला ŮƗेपकाǉा समɋयाचे मूʞ िमळेल समɋय v 0 cos theta 0 t x y v 

Ȫारे िदला जाईल  उणे अधाŊ चौरस हे वजा िचɎ येते कारण Ůवेग वजा आहे ʉणून  आपʞाकडे 0  sin theta 0 t gt g 
आहे आिण पुढे कोणȑाही वेळी आपण वेग िलिहʞास हे आिण समान असेल vx v 0  cos theta 0 vy v 0 sin 

वजा हे  हे  आिण साठी ˢतंũपणे िलिहलेʞा गतीǉा एका िमतीय समीकरणांसारखे आहेत आिण यावŝन theta 0 gt x y 
आपʞाला हे देखील समजते की  कणाǉा गतीची   िदशा ही कणाǉा गतीǉा िदशा सारखीच आहे जी अनुलंब वर फेकली जाते.  y y 

चा Ůारंिभक वेग जो आरंिभक वटŎ आहे या कणाचा कॅल वेग Ǜाचा मी Ůयȉ करत आहे  यावŝन v 0 sine theta 0 
आपʞाला जे समजते ते ʉणजे जर एखादा कण उɷा गतीने  वर फेकला गेला असेल आिण तो ŮƗेपकाǉा ŝपात थीटा 0 ǉा कोनात 
फेकला गेला असेल तर दोन उɷा गती  समान असतील.  मग दोɎी कण एकाच वेळी जिमनीवर परत येतील  
ȑामुळे आता जर  आपʞाला ŮƗेपकाचा मागŊ शोधायचा असेल तर आपण ही दोन समीकरणे वापŝ आिण ची ʬॅʞू काढून टाकू t 
आिण  फंƕन ʉणून िमळिवǻासाठी वेळ काढून टाकू. चे ʉणून जेʬा आपण हे चालू ठेवतो तेʬा हे करǻाचा  सवाŊत सोपा मागŊy x 
ʉणजे या समीकरणावर जाणे ʉणजे आपʞाकडे ला ने भािगले  आहे आिण आʉी चे हे मूʞ x xt x v 0 cos theta 0 t 

समीकरणात ठेवतो  ला िमळेल  मȯे जे वजा अधाŊ मȯे y y v 0 sin theta 0 t x x x x 0 cos theta 0 g t
ˍेअर  
ȑामुळे ˍेअर वर  ˍेअर ˍेअर थीटा 0 आहे ʉणून जेʬा आपण हे सोपे करतो तेʬा हे आपʞाला िमळते  थीटाǉा x v 0 cos 
˙िशŊकेला  ० गुिणले वजा अधाŊ भािगले शूɊ चौरस वगŊ  थीटा शूɊ गुणा चौरस  आिण हे अॅƛ ɘस ˍेअरǉा x g v cos x bx 
बरोबरीचे ˢŝप आहे जेथे ए  थीटा 0 ǉा ˙िशŊकेǉा समान आहे आिण समान आहे वजा अधाŊ बाय ˍेअर b g v 0 cos 

ˍेअर थीटा 0 आिण हे आहे  याचे समीकरण  पॅराबोला ʉणजे ŮƗेपकाǉा ŝपात फेकलेʞा कणाने  जो मागŊ धरला theta cos 
आहे तो पॅराबोला आहे आता आपण   ŮƗेपणाला जाˑीत जाˑ उंची गाठǻासाठी लागणारा वेळ शोधू इİǅत असʞास Ůथम काही 
Ůमाणांची गणना कŝया  या वेळी आपʞाला काय करायचे आहे ते ʉणजे ʉणजे 0 बरोबर  आिण आपʞाकडे बरोबर vy vy vy 
शूɊ वजा आहे  gt 
ȑामुळे आपʞाला बरोबर  वर असेल ʉणजे शूɊ पापाǉा बरोबरीचे होईल  जी वर थीटा शूɊ आहे  t ah vy zero g v 
ȑामुळे  ŮƗेपणाला परत येǻासाठी लागणारा हा वेळ आहे  
ȑामुळे कदािचत तुʉाला हे देखील समजेल  की कण जिमनीवर परत येǻासाठी दोनदा वेळ लागेल आिण जर आपण  Ůयȉ केले तर   
ȑामुळे हा वेळ लागणार आहे आिण कमाल उंची  असेल  ने यावेळी िदले आहे  y t 
ȑामुळे हे  ǉा बरोबरीचे असेल 0 वेळा आʉी चे मूʞ टाकतो ʉणजे v 0 sin theta t v 0 sine  theta 0 by g 
वजा अधाŊ गुणा वगŊ ʉणजे वगŊ शूɊ आहे  ˍेअर  साइन थीटा शूɊ ˍेअर वर ˍेअर आिण ʉणून ŮƗेपणाने गाठलेलीg t t v g 
कमाल  उंची शूɊ ˍेअरǉा बरोबरीची असते साइन ˍेअर थीटा शूɊ वर दोन आता रŐज शोधǻासाठी आधी आʉी v g  
ɢाइटसाठी लागणारा वेळ शोधतो  ʉणजे आता लागणारा वेळ आपण Ůथम शोधून काढतो ही ती वेळ  आहे Ǜावेळी शूɊाǉा y 
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बरोबरीने आहे ʉणून आपण हे समीकरणात ठेवतो ʉणजे  Ǜा वेळी बरोबर शूɊ असतो  y 
ȑामुळे आपʞाला शूɊ िमळते  शूɊ शूɊ टी उणे अधाŊ चौरस  v sin theta  gt 
ȑामुळे आʉाला हे िमळेल  यावेळी ɢाइटची वेळ आहे हे 2 वर ǉा बरोबरीचे असेल आिण हे  आʉी v 0 sin theta 0 g 
आधीच सांिगतले होते जेʬा आʉी जाˑीत जाˑ वेळ काढला होता.  उंची ही ̝ या̓ या दुɔट आहे  आिण या̓ यासाठी ŵेणी हा समɋय x 
असेल  वेळा ǉा बरोबरी ʉणजे हे वेळा  2 वर v 0 cos theta 0  tf v 0 cos theta 0 v 0 sin theta 0 

ǉा बरोबरीचे होईल आिण हे ˍेअर दोन थीटा शूɊ वर वर असेल  ʉणून आपण सूũ पािहले आहे ŵेणीसाठी आताg v 0 sine g 
एक असणे आवʴक  आहे अह मला हे सांगायला आवडेल की आपण जी सूũे  काढली आहेत ते आपण गृहीत धरतो जेʬा आपण 
ŵेणीबȞल बोलतो की आपण उȋȅीपासून सुŜवात केली आहे आिण  जेʬा कण येतो तेʬा İ̾थती शोधू इİǅतो परत ȑाच ˑरावर आिण 
ȑासाठी आʉी  ŵेणीसाठी एक सूũ तयार केले आहे परंतु आमǉाकडे वेगवेगʨा Ůारंिभक  पįरİ̾थती असू शकतात उदाहरणाथŊ 
तुमǉाकडे एखादा कण िविशʼ उंचीवŝन फेकला गेला असेल आिण नंतर तुʉाला  अंतर शोधायचे आहे  Ǜावर ते आता जिमनीवर x 
आदळते  येथे ʩुȋɄ केलेʞा ŵेणीचे सूũ येथे कायŊ करणार नाही  कारण येथे कण पासून सुŝ होत आहे जे 0 ǉा बरोबरीचेx 0 y 0 
नाही  ʉणून जेʬा अशी पįरİ̾थती असते तेʬा आपʞाला परत जावे लागते  आमǉा मूळ समीकरणानुसार  आपʞाला हे पहावे ns 
लागेल  की िदशेतील Ůवेग िदशेतील 0 Ůवेग आहे वजा आहे  आिण आपण नाही आिण हे 0 0 नसून आपण x y g   x x 0 y 0 
Ǜाने सुŜवात कŝ शकता ȑा मूʞांनुसार कायŊ  करतो आिण नंतर आपण हे कŝ शकता वेळेचे कायŊ ʉणून वेगवेगʨा आिण x y 
िनदőशांकांवर कायŊ करा  ʉणून या गोʼी िवचारात घेतʞा पािहजेत आता जेʬा  आपण या Ůकरणात केले आहे तसे ŵेणीचे सूũ पाहतो 
तेʬा आपʞाला जे िदसते ते ŵेणीचे सूũ आपʞाला देते.  िदलेʞा वेगासाठी जेʬा आʉाला कमाल ŵेणी हवी असते  तेʬा ते तेʬा होईल 
जेʬा िकंवा असणे आवʴक आहे ʉणजे  िदलेʞा ची कमाल ŵेणी  वर theta 0 sine 2 theta 0 1 v 0 theta 0 
येते ती  अंश  असते तर  तु̱ हाला काहीतरी सवाŊत दूर अंतरावर जायचे आहे Ǜा कोनाने ȑाचे  उिȞʼ असले पािहजे ȑाचा वेग 45 45 
अंश असावा आिण ŮƗेपण गतीमȯे Ɨैितज  असावे. आपण जे ʉणत आहोत ते हे शरीराची गती आहे जी शरीरात फेकली जाते  हवा जी  
फƅ काहीसंोबत िफरत आहे  वेग आिण तो गुŜȕाकषŊणाǉा Ůभावाखाली असतो ʉणून येथे आपण इतर कोणȑाही शƅीकडे दुलŊƗ 
केले आहे जे कायŊ करत असेल जी गुŜȕाकषŊणाʩितįरƅ शरीरावर ʩावहाįरकįरȑा कायŊ करेल जेʬा आपण हवेतील हलƐा शरीराची
आह गती पाहतो तेʬा आपण एक पंख आत िफरत आहोत असे ʉणूया.  हवा  मग गुŜȕाकषŊणाǉा ʩितįरƅ हवा  शरीरावर बल लावू 
शकते  आिण अशा शƅीनंा शरीरावर डŌ ॅग आिण िलɝ फोसŊ ʉणतात आिण जर ही  शƅी िŢया करत असतील तर ŮƗेपण गती ही 
शरीराǉा हालचालीचा Ůकार असणार नाही.  दाखवा  आिण जेʬा आपण पंखांǉा हालचालीचें िनरीƗण करतो तेʬा ते पॅराबॉिलक 
मागाŊचे अनुसरण करत नाही हे आपण पाहतो  आिण ते असे आहे कारण या इतर शƅी देखील महȇाǉा असतात आिण ते शरीरावर 
काही अɊ Ůवेग  िनमाŊण करतात तर ŮƗेपण गती Ǜाला आपण सांिगतले आहे  जेʬा आपण याबȞल बोलतो तेʬा आपण असे गृहीत 
धरत आहोत की  गुŜȕाकषŊण ही शरीरावर कायŊ करणारी एकमेव शƅी आहे ʉणून यासह आपण ŮƗेपण गती पूणŊ केली आहे  आिण 
ɘॅनर मागाŊमȯे गतीǉा गतीशा˓ाची चचाŊ केली आहे. काही  उदाहरणे पुढील वगाŊत आिण Ǜानंतर आपण गतीशा˓ाकडे येऊ  जे t 
कीनेमॅिटƛमȯे गती िनमाŊण करणारे बल आहेत जेʬा आपण अɷास करतो तेʬा आपण फƅ गतीचा अɷास करतो.  आपण गती 
कशामुळे होते याचा अɷास करत नाही आिण आपʞा अɷासाचा महȇाचा भाग  गती कशी िनमाŊण होते हे यांिũकी असेल आिण तेच 
तुमǉा डायनॅिमƛमȯे असेल  
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