
കഴിױ ؁ാشിൽ െവക്ئറുകളുമായി ബؖെؚ؂ ْപവർ؋ന׹ൾ ഞ׹ൾ ക؇ു, െവക്ئറുകളുെട 
േഡാ؂് േْപാഡക്്ئ ഞ׹ൾ െവക്ئറുകളുെട േْകാസ് െْപാഡക്്ئ േനാׯി, ഇ്ؗ െവക്ئർ ْപവർ؋ന׹ൾ 
എ׹െന നട؋ാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഞ׹ൾ ചലനാ؎കതയിേല്ׯ മടു׹ം, ഞ׹ൾ െചുإം ഒരു 
തല؋ിെല ചലനം േനാൂׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട വര׺ ചില പാതയിലൂെട ഒരു കണിക നീുؗു׹ 
എ്ؗ പറയാം, ഒരു തല؋ിൽ െപാതുേവ ഇെതാരു വള؁ പാതയായിരിുׯം, അതിനാൽ കണിക t 
സമയ്؋ എؗ رാന؋ാെണ്ؗ പറയാം. േകാർഡിേന്ئ അײം നിحയി׺ിت؂ു ചില റഫറൻസ് p 
െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് ഞ׹ൾ ഇത് പഠിുׯകയാണ്, അതിനാൽ ഈ കണ؋ിന്െറ رാനം െവക്ئർ 

എؗ സമയ്؋ െവക്ئർ ഒരു സമയ്؋ യിൽ ؛സ് െഡൽئ പിؗീട് നൽകെ؂, അതായത് t r t t t 
െഡൽئ സമയ്؋ പിؗീട് കണിക ൈْപം رാന്؋ എുؗു؋, അത് നأൾ ൈْപം ആയി ؛സ് t p p t 
െഡൽئ ആയി സൂചിؚിുؗുׯ, ഇവിെട െപാസിഷൻ െവക്ئർ ഇേؚാൾ ഈ േകാർഡിേന്ئ െْഫയിമിൽ t 

ൽ ؛സ് െഡൽئ ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇത് നأൾ ഒരു ؛ാനറിെന കുറി്׺ r- t t 
സംസാരിؗുׯതിനാൽ ആണ്. സിزം അײം എേؚാഴും േകാർഡിേന്ئ ആയിരിുׯം xyz let z z 
എبായ് േؚാഴും പൂജّമായിരിുׯക , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ رാന്؋ ൽ അതിന്െറ xy-
േകാർഡിേനുئകൾ േനാുؗുׯ ഈ رാന്؋ േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആയിരിׯെ؂, p xy x y p 
ൈْപം رാന്؋ േകാർഡിേനുئകൾ ؛സ് െഡൽئ ഉം ؛സ് െഡൽئ ഉം െവക്ئർ ൈْപം ഈ x x y y pp 
െവക് ടറും ആകെ؂ നأൾ അതിെന െഡൽئ ْപതിനിധീകരിؗുׯ ഡിസ്േ؛സ്െമന്റ് െവക്ئർ എ്ؗ r 
വിളിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് െവക്ئർ ൈْപം എഴുതിയാൽ ഇത് െവക്ئർ െഡൽئpp 

ന് തുലّമാണ്, ഇത് ന് ؛സ് െഡൽئ ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് നأൾ ക؇ത്, എؗ r r t t r at t, p 
ബിؕുവിലുت ഒരു കണ؋ിന്െറ തൽײണ ْപേവഗെ؋ നിർവചി׺ിരിؗുׯത് െഡൽئ എؗ t 
ബിؕുവിൽ പൂജّം േലയ് ്ׯ േപാകുؗ പരിമിതിയായി നിർവചിׯെؚടുؗു ഇത് െവക് ടർ ന്െറ r- r 
െഡറിേവئീവിന് തുലّമാെണ്ؗ അറിയുക, അതിനാൽ ഇത് യിെല കണ؋ിന്െറ തൽײണ p 
ْപേവഗമാണ്, ഇത് ഒരു ൈഡമൻഷണൽ േമാഷനിെല േപാെലയാണ്, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഇത് ദٔിമാന 
ചലനമായതിനാൽ നമു്ׯ വّതّാസം ര؇് തأിലുت വّതّാസമാണ്. െവക് ടറുകൾുׯം ؛സ് r at t 
െഡൽئ ആെണؗും നമു്ׯ മനشിലാׯാം ഇത് ؛സ് െഡൽ؛ ئസ് ؛സ് െഡൽئ ന് t x xi y yj 
തുലّമാണ്, കൂടാെത എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ െഡൽئ എؗത് െഡൽئ r at t xi yj r xi 
 ൾ yj r׹ൾ ഞ׹ന്െറ സ്െകയിലർ ഘടക ئർ െഡൽئഎ്ؗ എഴുതാം, അതായത് െവക് ئസ് െഡൽ؛
എടുുؗുׯ എؗാണ്. അതിനാൽ െവക്ئർ പിؗീട് െഡൽئ ടിെജ വഴി െഡൽئ ന് v x 
തുലّമായി؋ീരുകയും െഡൽئ ടിെജ വഴി െഡൽئ ൈവ യ് ്ׯ തുലّമാവുകയും ഇത് നമു്ׯ വിഎക് സി 
 ിന്െറ എക് സ് ഘടകവും വി ൈവ ഇേؚാൾ؋പേവഗْ ٧്عസ് ൈവജ് എؗും എഴുതാം, ഇവിെട വിഎ؛
ْപേവഗ؋ിന്െറ ൈവ ഘടകവും ആയിരിുׯം. െഡൽئ ടി എؗത് ഒരു പരിമിതമായ 
ഇടേവളയാെണ׸ിൽ, അത് വളെര െചറുതെ׸بിൽ, ഞ׹ൾ ശരാശരി േവഗതെയുׯറിു׺ം ശരാശരി 
േവഗതെയുׯറിു׺ം സംസാരിുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഒരു തൽײണ േകസിനായി ഇവിെട 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ അടയാളെؚടുു؋ക, ഇത് െഡൽئ ടി വഴിയുت െഡൽئ ആർ്ׯ തുലّമായിരിുׯം ,
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ശരാശരി േവഗതെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ െഡൽئ ടി 0 േല്ׯ േപാകുؗ 
പരിധി ഉ؇ാകിب, ഏത് െഡൽئ ടിുׯം ഇത് നിർവചിׯാനാകും . േവഗത െഡൽئ ആറിന്െറ ദിശയ്്ׯ 
തുലّമാണ് , നأൾ പിേؗാ؂് േപായാൽ അത് ഇവിെട നുأെട ചിْത؋ിേല്ׯ െഡൽئ ഈ ദിശയിലാണ്,r 
അതിനാൽ േവഗത െഡൽئ ന്െറ ദിശയിലായിരിുׯം, കൂടാെത െഡൽئ എؗ പരിധിയിൽ 0 േല്ׯ r t 
േപാകുേآാൾ ഈ ദിശ പാതയിേല്١ُ ׯർശനമാകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എഴുതാം, പരിധിയിൽ 
െഡൽئ ആറിന്െറ ദിശ പാതയുമായി ُ١ർശിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ േവഗതയുെട ദിശ എبായ്േؚാഴും 
പാതയിേലׯാണ്, നി׹ൾ ഭൗതികമായി ചിؓിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് അർ،മാുׯം, കാരണം ഒരു 
ْപേതّക ദിശയിൽ സ؀രിؗുׯ എെؓ׸ിലും ആ ദിശയിൽ ചലിؗുׯ എെؓ׸ിലും തുളു׺കയറുؗു.
ഒരു പാതയിൽ ആ പാതയിലായിരിׯണം അതിന് അകേׯ്؋ േപാകാേനാ പാതയിൽ നി്ؗ 
േവർെപടു؋ാേനാ കഴിയിب, അതിനാൽ യുെട ദിശ എبായ്േؚാഴും പാതേയാട് ُ١ർശിؗുׯതാണ്, v 
നി׹ൾ യുെട കാؓിമാനം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നأൾ ക؇ത് ഈ േവഗത ആണ് എؗീ v v x, y 
ഘടക׹ളിൽ എഴുതിയാൽ എ്ؗ എഴുതാം, ഇതുേപാെല എഴുതിയാൽ യുെട vx i plus vyj v 
കാؓിമാനം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയറിൻെറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, ചിലേؚാൾ നأൾ vx vy 
ഇതും എഴുതുؗു ആയി അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല എഴുതാം െവക് ടർ ചിصം ഇبാ؋തിനാൽ v v 
അതാണ് എؗ ْപേവഗ؋ിന്െറ ْപതീകം, നأൾ കാണുؗത് ഇതാണ് എ׸ിൽ ഇതാണ് ഈ v vx vy, 
ആംഗിൾ തീئ ആെണ׸ിൽ ْപേവഗ െവക്ئർ തീئയുെട ടാൻെജന്റ് ഉ؇ാؗുׯ ദിശ. ന്െറ vy on vx 
കാؓിമാനം ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും ചതുരവും ആണ്, അതിനാൽ ദിശ നൽകിയിരിؗുׯത് vx vy 
ടാൻ തീئ ആണ് ഈ വിഷയം ദٔിമാന ചലന؋ിെല ആേപײിക ْപേവഗം എؗ v by bx 
ആശയമായിരിുׯം, ഇത് ഒരു ൈഡമൻഷണൽ ചലന؋ിെല ആേപײിക ْപേവഗ؋ിന് തുലّമാണ്, 
എؗാൽ ഇേؚാൾ ْപേവഗ׹ൾ്ׯ വّതُّ ٝദിശകളുتതിനാൽ, ഇത് ഇേؚാൾ ഒരു െവക്ئറിൽ 
ൈകകാരّം െചേإ؇ിവരും അതിനർ،ം ഒരു കണ؋ിന് ഒരു ْപേവഗം ഉെ؇ؗും ഒരു കണ؋ിന് va b
ന് ْപേവഗം ഉെ؇ؗും കരുതുക, ഇവ ര؇ും ചില റഫറൻസ് െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് അളുؗുׯ, vb 
പിെؗ െയ സംബؖിتു׺ യുെട േവഗത ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതാം അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ b a va bb 
ഇത് യുമായി ബؖെؚ؂് യുെട ആേപײിക ْപേവഗം എؗും എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ b a 
ആേപײിക ْപേവഗം എؗ ആശയം ചലന؋ിൽ നأൾ ക؇ത് ഇവിെടയും സമാനമാണ്, എؗാൽ 1d 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗിവ െവക്ئറുകളായി എടുേׯ؇ിവരും, ഇത് ഒരു െവക്ئർ va, vb 
വّവകലനമായിരിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് എ׸ിൽ മഴتു؋ികൾ ഈ ദിശയിേല്ׯ വീഴുؗു, ഒരാൾ ഈ 
ദിശയിൽ ൈസׯിളിൽ സ؀രിുؗുׯ, ഇത് ൈസׯിളിെന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം മഴയുെട 
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േവഗതയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, കാരണം ൈസׯിളിെന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ൈസׯിളും മഴയുംv v 
അതിന്െറ ആെകു؋ക തുലّമായിരിുׯം മഴയുെട േവഗതയനുസരി്׺, അതിനാൽ ഒരാൾ 
ൈസׯിളിൽ ഈ ദിശയിേല്ׯ നീു׹കയും മഴ അവന്െറ േമൽ ലംബമായി താേഴ്ׯ നീു׹കയും 
െചുؗുإെവ׸ിൽ, െവക്ئർ നൽകുؗ ഒരു േകാണിൽ മഴتു؋ികൾ വരുؗതായി ആ വّװി്ׯ 
അനുഭവെؚടും. ഈ ര؇് െവക് ടറുകളുെടയും വّവകലന؋ിലൂെട നൽകിയത് അടു؋തായി നأൾ 
െവക് ئർ െകാ؇് സൂചിؚിؗുׯ ഒരു കണ؋ിന്െറ തٔരിതെؚടു؋ലിേല്ׯ നീുؗു׹, നأൾ a 
ക؇തുേപാെല തٔരണം ْപേവഗ؋ിന്െറ മാ؋ئിന്െറ നിരׯായി നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ t 
സമയെ؋ േവഗത ഉം േവഗതയും ആെണ׸ിൽ സമയ്؋ ടി ؛സ് െഡൽئ എؗത് യിൽ ؛സ് vt t v t 
െഡൽئ ആണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ െഡൽئ എ്ؗ എഴുതാം, ؛സ് െഡൽئ ൈമനസ് െവക്ئർ t v t t v at 

കൂടാെത തٔരണം െഡൽئ യിൽ പൂജّം േല്ׯ േപാകുേآാൾ ؛സ് െഡൽئ ൈമനസ് എؗ t, t v t t 
പരിധി വഴി നൽകെؚടും െയ െഡൽئ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ര؇് േപായിന്റുകളിെല ْപേവഗ v at t t 
െവക് ئറുകൾ േനാുׯേآാൾ ഇവ ര؇ിന്െറയും വّതّാസം എടുുׯകയും അത് നമു്ׯ തٔരണം 
നൽകുകയും െചുؗുإ . എؗത് ശരാശരി ആ٧عിലേറഷനാണ് , അതിനാൽ മുآെ؋േؚാെല നമു്ׯ get 
ആക് സിലേറഷെന ؛സ് എؗും എഴുതാം, ഇവിെട േകാടാലി തٔരണ؋ിന്െറ ഘടകമാണ്, axi ayj x 
ഇത് െഡൽئ ടിയുെട െഡൽئ ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത എؗത് ആ٧عിലേറഷന്െറ ഘടകമാണ് . vx ay y vy

അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ അളവിലുت തٔരണം ഉ؇്, ഇവിെട നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് by delta t 
േവഗതയുെട ഘടക؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് ആയ ആ٧عിലേറഷന്െറ ഘടകം ന്െറ ന്െറ x x dt dt dt 
എؗതبാെത മെئാؗുമب, ഇതും എഴുതാം. സമയം, എؗിവയുമായി ബؖെؚ؂് ന്െറ ര؇ാമെ؋ si x 
െഡറിേവئീവ് ആയി സാധാരണയായി ആ٧عിലേറഷന്െറ ഘടകം ആണ് , ഇത് y dvyydt d by dt of dy 

എ്ؗ എഴുതാം, ഇത് رാനചലന؋ിന്െറ ഘടക؋ിന്െറ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് by dt y 
ആയിരിുׯം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ തٔരണം സംബؖി׺ ചില സൂ٣ظമായ േപായിന്റുകൾ കാണാൻ ْശമിׯാം 
ഒരു കണിക ഒരു േനർേരഖയിൽ നീു׹േآാൾ, വّװമായും േവഗതയും തٔരിതവും അേത ദിശയിൽ 
തെؗയായിരിുׯം, അത് േരഖയുെട ദിശയിൽ നി്ؗ ലഭിുׯം, തീർ׺യായും അതിന് ഒരു െനഗئീവ് 
ചിصമു؇ാകാം, അതായത് അത് ആ ദിശയിൽ ആയിരിׯാം െപാതുെവ െവക് ടറിന്െറ ദിശ 
ഒؗുതെؗയായിരിുׯം, എؗാൽ ഒരു കണിക വള؁ പാതയിൽ നീു׹േآാൾ നأൾ ആദّം 
കാണുؗത് ഏത് നിമിഷവും ْപേവഗ؋ിന്െറ ദിശയാണ്, പാതേയാട് ُ١ർശിؗുׯതാണ് ഇേؚാൾ തٔരണം
എؓാണ് ? പാതയിേലتുׯ ആ٧عിലേറഷൻ ടാൻെജന്റ് അെ׸بിൽ ഇതിന് മെئെؓ׸ിലും ഘടക׹ൾ 
ഉേ؇ാ, ഇത് മനസിലാׯാൻ നമു്ׯ ഈ ചിْത؋ിേല്ׯ മട׹ാം, കണിക ഇതാണ് رാനം ഇതാണ് p 
 p v ׯപാതയിേല് تിെല യുെട ദിശ ഇവിെടയു؋ണײാനം ൈْപം എ്ؗ പറയാം. ഇതാണ് ഈ തൽر
ُ١ർശിുؗുׯ, ൈْപമിെല ൈْപം ْപേവഗ؋ിന്െറ ദിശ ൈْപമിെല പാതയുമായി p p p 
ُ١ർശിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട തٔരണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് േവഗത 
െവക്ئറുകൾ േ؛ാ؂് െചإാം വാലുകൾ ഒരുമിتു׺തിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട െവക്ئർ ഉ؇്, നമു്ׯ v 
ഇവിെട െവക്ئർ ൈْപം ഉ؇്, ഇവ ര؇ിെനയും ബؖിؚിؗുׯ ഈ െവക്ئർ ഇതാണ് െവക്ئർ െഡൽئ v 

ആണ്, ഇേؚാൾ തٔരണം െഡൽئ ടി വഴി െഡൽئ യ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം അതിനാൽ v v 
ദിശ തٔരണം െഡൽئ യിൽ ആയിരിׯണം, അത് ُذ١മായി ُ١ർശന؋ിെനാؚം അب, അതിനാൽ v 
നأൾ കാണുؗത് വള؁ പാതയിൽ ഒരു വള؁ പാതയിൽ തٔരണം ഉ؇ാകുؗത് ര؇് ഘടക׹ൾ 
മൂലമാണ് എؗതാണ് ആദّെ؋ ഘടകം വരുؗത് േവഗതയിെല മാئം മൂലമാണ്. ഒരു കണിക ഒരു 
േനർേരഖയിലൂെട സ؀രിുׯേآാൾ വരുؗ ഘടകമാണിത്, അതിനാൽ കണികയുെട േവഗതയിൽ 
മാئമു؇്, ഈ ഘടകം എبായ്േؚാഴും കാരണം കണിക ഒേര ദിശയിലൂെട നീുؗു׹െവ׸ിൽ േപാലും 
അതിന്െറ േവഗത മാറുകയാെണ׸ിൽ ഒരു ആ٧عിലേറഷൻ ആണ്, അതിനാൽ ഈ ഘടകം re 
േകാآിേനാട് േചർ്ؗ ْപേവഗം ഉت ദിശയിൽ ആണ്, അത് ആണ്, എؗാൽ ഇതുകൂടാെത നമു്ׯ ഈ et 
ദിശയ്്ׯ ലംബമായി തٔരണം എؗ ര؇ാമെ؋ ഘടകം ഉ؇്, ഇത് വരുؗത് കാരണം ഇതാണ് പാതയുെട 
വള؁ സٔഭാവം കാരണം േവഗതയുെട ദിശ മാറുؗു, അതിനാൽ ഇവിെട ൈْപം എؗിവയുെട v, v 
കാؓിമാന׹ൾ തുലّമാെണ׸ിലും ദിശകൾ വّതُّമٝായതിനാൽ അത് െഡൽئ യുെട ഒരു v 
ഘടക؋ിേല്ׯ നയിുׯം, ഇത് അടിرാനപരമായി ദിശയ്്ׯ ലംബമാണ്. ഈ ഘടകം et 
യഥാർ،؋ിൽ ര؇ാമെ؋ ഘടകമാണ് അെ׸بിൽ ലംബമായ ഘടകമാണ് , കണിക ഒരു വള؁ 
പാതയിലൂെട നീു׹കയാെണ׸ിൽ, ഈ ഘടകം അതിേലׯാണ് ചൂ؇ിׯാണിؗുׯത് , അതിനാൽ 
നأൾ ഈ رാന؋ാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലനമാെണ്ؗ 
അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ . കണിക ഇേؚാൾ ചലിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം യഥാർ، രൂപം 
ഒരു വൃ؋മായിരിׯിب, പേײ ഇത് ഒരു വൃ؋ാകൃതിയിലുت പാതയാെണ്ؗ നമു്ׯ ْപാേദശികമായി 
അനുമാനിׯാം, അേؚാൾ ഇത് േനെരയാണ് ആ വൃ؋ാകൃതിയിലുت പാതയുെട േകْؕമാണ്, ഇതാണ് 
ُ١ർശന ദിശെയ׸ിൽ, ഈ ദിശ ُ١ർശന؋ിന് ലംബമാണ്, ചിലേؚാൾ ഇതിെന സാധാരണ ദിശ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിെന എ്ؗ വിളിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ര؇് en 
െവക് ടറുകളും എؗിവയും തٔരിത؋ിന്െറ സാധാരണ ഘടകവും ഉ؇് ഇത് ഒؗാമതായി ഇത് e t, en 
േവഗതയുെട ചതുര؋ിന് ആനുപാതികമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ ഈ ഘ؋؂ിൽ 
കണികയുെട േവഗത എؓുതെؗയായാലും ഇത് ُ١ീഡ് ചതുര؋ിന് ആനുപാതികമായിരിുׯം കൂടാെത 
ْപാേദശികമായി കണിക േറഡിയസ് വൃ؋؋ിലാണ് നീؗു׹ത് അർ،മാؗുׯത് ഈ നിമിഷം r 
നأൾ അത് ഒരു ْപാേദശിക വൃ؋മാെണؗും ആ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ആെണ׸ിൽ r 
തٔരിതെؚടു؋ലിന്െറ സാധാരണ ഘടകെ؋ തٔരിതെؚടുു؋ക, ഇത് ന് എؗ ചതുരം നൽകുؗു, r- r 

െന പാതയുെട വْകതയുെട ആരം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഒരു കണിക വള؁ r- 
പാതയിലൂെട നീു׹േآാൾ ര؇് ഘടക׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം, അത് ഒരു ഘടകമാെണ׸ിൽ, അത് 
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കണ؋ിന്െറ േവഗതയുെട മാ؋ئിന്െറ േതാത് മൂലേമാ അെ׸بിൽ മേئ ഘടകം ആെണ׸ിലും 
പാതയുെട വْക സٔഭാവം കാരണം കണിക رിരമായ േവഗതയിൽ നീുؗു׹, പാതയ്്ׯ ലംബമായി 
തٔരണം എؗ ഒരു ഘടകമു؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ കാരّ׹ൾ ക؇ാൽ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് 
നമു്ׯ ഒരു കണ؋ിന്െറ ചലനം േനാׯാം എؗതാണ്. യൂണിേഫാം വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലനം 
അ׹െന നأൾ ഒരു വൃ؋ാകൃതിയിലുت പാത പിؓുടരുؗ ഒരു കണികെയ േനാുؗുׯ, യൂണിേഫാം 
എؗ വാ്ׯ അത് رിരമായ േവഗതയിൽ ചലിؗുׯതായി സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട 
േ؛ാ؂് െചᅃٝാൽ ഇത് ഒരു വൃ؋മാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ വൃ؋؋ിലൂെട സ؀രിؗുׯ ഒരു കണിക 
ഉെ؇׸ിൽ. അെ׸بിൽ رിരമായ േവഗതയുت വൃ؋؋ിന്െറ ചുئളവ്, അത് ഏകീകൃത 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന؋ിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ കണിക ഒരു 
 ിൽ p v׸ആെണ ؋ാന്ر െവؗു പറയാം, കണിക ഈുؗുׯിരമായ േവഗതയിൽ ചലിر
നൽകുؗതാണ്. ആദّം വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ആെണ്ؗ പറയെ؂ , പിെؗ േപായിന്റിെല തٔരണം r p 
േനാׯിയാൽ കണ؋ിന്െറ േവഗത رിരമാണ്, എؗാൽ തٔരണം പൂജّമാെണ്ؗ ഇതിനർ،മിب p 
േപായിന്റിെല തٔരണം േകْؕ؋ിേല്ׯ ചൂ؇ിׯാണിുׯം വൃ؋؋ിന്െറ ഇത് വൃ؋؋ിന്െറ r, 
മധّഭാഗേتുׯ؋ ഒരു ദിശയിൽ െകാ؇് സ്കٔയർ നൽകും, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ അآടയാളം r v 
തٔരിത؋ിന്െറ ദിശെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിന്െറ മാ׵ിئിയൂഡ് ُ١ീഡ് സ്കٔയറാണ് െകാ؇് r 
ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ നأൾ നിർവചിؗുׯ ചില പദ׹ൾ ഉ؇് ഏകീകൃത വൃ؋ാകൃതിയിലുت 
ചലനേ؋ാെട, അതിനാൽ നأൾ ആദّം കാണുؗത് ഒരു ഏകീകൃത വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലന؋ിൽ 
േവഗത رിരമാെണ׸ിലും തٔരണം പൂജّമب, ഇേؚാൾ നമു്ׯ കണിക പിയിൽ നി്ؗ പി ൈْപമിേലുׯം 
വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕേ؋ാടുകൂടിയ േകാണും സ؀രിുؗുׯെവ്ؗ പറയാം . െഡൽئ തീئയാണ് 
നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ െഡൽئ തീئ എؗത് വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕവുമായി ബؖെؚ؂് 
കണികയാൽ മൂടെؚ؂ിരിؗുׯ േകാണാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ െഡൽئ തീئെയ േകാണീയ 
 സമയമാണ്. പി ؗുׯിൽ കണിക േപാകാൻ എടു׸ടി ആെണ ئെഡൽ , ുؗുׯാനചലനം എؗും വിളിر
മുതൽ പി ൈْപം വെര ഞ׹ൾ േകാണീയ ْപേവഗം എ്ؗ വിളിؗുׯ ഒരു അളവ് നിർجചിുؗുׯ , 
കണ؋ിന്െറ േകാണീയ ْപേവഗെ؋ െഡൽئ ടി ആംഗിൾ െഡൽئ തീئയായി നിർവചിുؗുׯ, 
േകാണീയ ْപേവഗ؋ിന് പലേؚാഴും ഉപേയാഗിؗുׯ ചിصം ഒേമഗ എؗ ْഗീ്ׯ അײരമാണ്, 
അതിനാൽ എؗത് നأൾ ക؇തുേപാെല, ഇത് െഡൽئ തീئ നൽകുؗത് െഡൽئ a ngular velocity t 
ആണ്. കണികെയ െഡൽئ ടി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ കണിക ഉൾെׯാؗുت ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് 
ആർ്ׯ പിപി ൈْപം െഡൽئ ടി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് െഡൽئ ടിയിൽ െഡൽئ തീئയبാെത r 
മെئാؗുമാകിب, അതിനാൽ േവഗത നൽകുؗത് തവണ ഒേമഗയും കണ؋ിന്െറ തٔരണം r 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് േؘൽ ചതുരം നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇത് ന് മുകളിലുت ചതുരം r v r r 
ഒേമഗ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒേമഗ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഇേؚാൾ തٔരണ؋ിന്െറ ഈ r 
ഘടകം േകْؕ؋ിേലتുׯ തٔരണം ഇതിെന അപേകْؕ ആ٧عിലേറഷൻ എؗും വിളിുؗുׯ, ഇത് 
എبായ്േؚാഴും കണ؋ിന്െറ മധّഭാഗേׯ്؋ ചൂ؇ിׯാണിؗുׯത് ഞ׹ൾ ക؇തുേപാെല, ഇേؚാൾ 
മ്ئ ര؇് പദ׹ൾ ഉ؇്, അവ ഒ്ؗ നിർവചിുؗുׯ, ഒരു വി؛വ؋ിന് എടുؗുׯ സമയെ؋യാണ് ഇത് 
വിളിؗുׯത്. ഇതിനായി ഉപേയാഗിؗുׯ ചിصം മൂലധനം എؗത് ഒരു െസׯൻഡിൽ സംഭവിؗുׯ t 
വി؛വ׹ളുെട എ؉മാണ് ഇത് ആവൃ؋ിയായി നിർവചി׺ിരിؗുׯത്, ഇത് 1 ഓവർ ന് t 
തുലّമായിരിുׯം, ആവൃ؋ി്ׯ ഉപേയാഗിؗുׯ ചിصം ْഗീ്ׯ അײരം ആണ്, ഇേؚാൾ ഒേമഗ nu 
ഒേമഗ േനാׯിയാൽ േകാണീയ رാനചലനം അبാെത മെئാؗുമب സമയം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ, ഒേമഗെയ
കാലയളവ് യുെട അടിرാന؋ിൽ ْപകടിؚിׯണെമ׸ിൽ , ഒരു വി؛വ؋ിനുت േകാണീയ t 
 ാനചലനം േകാൺ ര؇് ൈപ േറഡിയൻ ആണ്, സമയം ആണ് അതിനാൽ ഒേമഗ ര؇് ൈപ ഓൺ t tر
ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ ഹാവ് ഒേമഗ 2 ൈപ ഓൺ ടി്ׯ തുലّമാണ്, അത് നമു്2 ׯ ൈപ 
മു എؗും എഴുതാം, കാരണം എؗത് 1 ഓവർ ടി്ׯ തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഒേമഗnu 
ْപേവഗ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിലുت േവഗത ആർ ഒേമഗയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എഴുതാം. 2 

എؗ നിലയിലും ഒേമഗ ചതുര؋ിന് തുലّമായ ആ٧عിലേറഷൻ 4 സ്കٔയർ സ്കٔയർ pi r nu r pi nu r
ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ആവൃ؋ിയുെടയും സമയ കാലയളവിന്െറയും അടിرാന؋ിൽ 
നമു്ׯ േവഗതയുെടയും തٔരിത؋ിന്െറയും മൂലّ׹ൾ ഇേؚാൾ ലഭിുׯം, ഇത് സമയ കാലയളവിന് 
സാധുവായിരിുׯം നമു്ׯ ഏകീകൃത വൃ؋ാകൃതിയുെ؇׸ിൽ رിരമായിരിുׯക 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലനം ഏകതാനമെ׸بിൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ ചുരുׯമായി കാണുക ,
അതായത് കണ؋ിന്െറ േവഗത മാറുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ കണികയുെട േവഗത മാറുകയാെണ׸ിൽ, 
ഒേമഗ رിരമായിരിׯിب എؗും ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, കൂടാെത േകാണീയ തٔരണം എെؗാരു അളവ് 
നമു്ׯ നിർവചിׯാം . കാല؋ിനനുസരി്׺ ഒേമഗയുെട മാ؋ئിന്െറ നിരׯിേല്ׯ, ഈ ഘ؋؂ിൽ 
ഞാൻ ഇവിെട വّװമാؗുׯത് ഞാൻ ഇത് െതളിയിׯിب, പേײ െപാതുവായ വൃ؋ാകൃതിയിലുت 
ചലന േവഗതയ്്ׯ േപാലും ആർ ഒേമഗ എ്ئ ദിശയിൽ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം, 
അതിനാൽ ഇത് ഇതായിരിുׯം ഒേമഗ എؗ നിലയിൽ തൽײണ ْപേവഗം رിരമب, കൂടാെത തٔരണം r
തവണ വഴി വഴി ദിശയിൽ നൽകെؚടും , കൂടാെത നമു്ׯ ൈടംസ് സ്കٔയർ d omega dt et r d omega 
ആ ദിശേയാെടാؚം ഉ؇ായിരിുׯം. ഇവിെട ഒേമഗ ചതുരം അതിനാൽ ഒരു കണിക ഒരു r 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت പാതയിൽ നീു׹േآാൾ അതിന്െറ തٔരണം ര؇് ഘടക׹ളു؇്, അത് ഏകീകൃത
വൃ؋ാകൃതിയിലുتതുേപാെല തെؗ തുടരുؗ േകْؕ؋ിേലتുׯ തٔരണ؋ിന്െറ ഒരു ഘടകമാണ്. 

ചലനം ഒേമഗ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത തٔരിതെؚടു؋ലിന്െറ ഒരു ُ١ർശന ഘടകമു؇്, ar r 
അത് തവണ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, േവഗത ഇേؚാഴും ആൽഫയുെട മൂലّം പരിഗണിׯാെത r r 

ആയി തുടരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലനം കാണാം . رിരമായ തٔരണം omega 
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െകാ؇് ചലിؗുׯ ഒരു കണിക, അതായത് തٔരണം വّാلിٝയിലും ദിശയിലും رിരതയ്്ׯ തുലّമാണ്, 
 സമയം v 0 t , െ؂ׯഒരു കണിക അതിന്െറ ْപേവഗം ആയിരി ؗുׯിരമായ തٔരണം നടر
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അനുവദിുׯക അത് സമയം യിെല ْപേവഗം ആയിരിുׯം അതിനാൽ t v t 
സമയ്؋ ഈ കണ؋ിന്െറ ْപേവഗം എؓായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ാനാْഗഹിുؗുׯ, v 
കൂടാെത യിൽ പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ അതിന്െറ رാനം എؓായിരിുׯം ഒരു സമയം t t
പിؗീട് അത് رിരമായ തٔരണം െകാ؇് നീു׹കയാെണ׸ിൽ, നأൾ ആദّം െചؗുإത് 
ആ٧عിലേറഷൻ رിരമാെണ്ؗ അറിയുക എؗതാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ തٔരണം ൈമനസ് v v 0 
ആയി എഴുതുകയാെണ׸ിൽ എؗത് ൈമനസ് 0 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് തുലّമാണ് ൈമനസ് t t v v 0 

വെര കൂടാെത നമു്ׯ ലഭിؗുׯ േവഗത എؗത് ؛സ് തവണ ന് തുലّമായിരിുׯം, upo n t v v 0 a t 
ഞ׹ൾ അത് ഘടക രൂപ؋ിൽ എഴുതിയാൽ നമു്ׯ നുأെട സാധാരണ സമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം vx , 

പൂജّം ؛സ് േകാടാലി തവണ എؗത് ؛സ് ആ٧عിലേറഷൻ ؛സ് ന് v x t, vy v. 0 y ayt, a axi ayj 
തുലّമാണ് േവഗത എؗത് ؛സ് നും ْപാരംഭ ْപേവഗം പൂജّം പൂജّം ؛സ് പൂജّം v vxi vyj v v xi v yj 
നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ആദّെ؋ എ٧്ْعപഷൻ ആണ് ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ 
െപാസിഷൻ െവക്ئർ വർ്ׯ ഔ؂് െചുؗുإ, അതിനാൽ െപാസിഷൻ െവക്ئർ എؗ رാനെ؋ r 
െവക്ئർ കെ؇؋ണം ؛സ് െകാ؇് ര؇ായി ഹരി׺ാൽ നൽകും, അതിനാൽ ൈമനസ് v 0 v r r 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ رാനചലനം ഇത് ശരാശരി ْപേവഗ സമയ؋ിൽ നൽകും ഇത് t 
ْപവർ؋ിുؗുׯ, കാരണം തٔരണം رിരമായതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ തുലّമായി എഴുതാം വി 0 ؛സ് വി 0 
 ത് ൈമനസ് പൂജّം ആണ് r r vؗുׯലഭി ׯാം ഇ؂ാൽ നമു്بടി, അതിനാൽ ഇെത ്׹മട 2 ׯസ് 80 േല്؛
പൂജّം നും പകുതി മട്׹ ചതുര؋ിനും തുലّമാണ് , ഇത് നമു്ׯ എؗത് പൂജّവും പൂജّം t t r r v t 
യും പകുതി ചതുരവും നൽകുؗു, വീ؇ും നമു്ׯ ഇത് ദിശകളിൽ െവേجെറ എഴുതാം, kt x, y 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ആയി ലഭിുׯം നും ഹാഫ് ചതുര؋ിനും തുലّം, x x 0 plus v 0 xt axt y 
എؗത് നമു്ׯ നൽകുؗ ഘടകം എഴുതുؗു, അത് എؗത് ؛സ് ഹാഫ് y y y 0 plus v 0 yt ayt 
സ്കٔയർ ആണ് ഇേؚാൾ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും കണിക നീؗു׹ത് േപാെലയാെണ്ؗ ْശؑിുׯക x 
ദിശയും ദിശയും സٔതْؓമായ രീതിയിൽ , നമു്ׯ ചലന׹െള തٔരണം േകാടാലി, എؗിവ y ay 
ഉപേയാഗി്׺ സٔതْؓമായി ൈകകാരّം െചإാം , എؗാൽ കണികയുെട പാതയുെട സമവാകّം 
കെ؇؋ണെമ׸ിൽ, നأൾ െചേإ؇ത് നമുുׯ؇്. െന യുമായി ബؖെؚടു؋ാൻ, അത് നമു്ׯ x y 
കണ؋ിന്െറ പാത നൽകും, അതിനായി നأൾ െചേإ؇ത് ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾׯിടയിലുت 
സമയം ഇبാതാുׯകയും അത് അെ׸بിൽ യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷനായി െന നൽകുകയും െചുإം y y x- x 
ന്െറ ഏകീകൃത തٔരണം അെ׸بിൽ رിരമായ തٔരണം എؗിവയ്്ׯ കീഴിലുت ചലന؋ിന്െറ ah 
ഒരു ْപേതّക േകസ് ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ ഇതിെന െْപാജക് ൈടൽ േമാഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, n, 
അതിനാൽ ഗുരുതٔാകർഷണ؋ിന്െറ സٔാധീന؋ിൽ സ؀രിؗുׯ ഒരു കണ؋ിന്െറ ചലനമാണ് 
െْപാജക് ൈടൽ ചലനം, അതിനാൽ ഗുരുതٔാകർഷണം മൂലമുت തٔരണം മാറിب എ്ؗ അനുമാനിؗുׯ 
 ؗുׯൾ പരിഗണി׹ൾ ക؇ ഒരു ْപേതّക ചലനമാണിത്. ഞ׹ിരമായ തٔരണം ചലനം ഞر
ചലന؋ിന്െറ പരിധിയിൽ, ഇ؋രെമാരു ചലന؋ിന്െറ ഉദാഹരണ׹ൾ ْകിئ്ׯ പ്ؓ ബാئിൽ 
ത؂ിയതിന് േശഷേമാ അെ׸بിൽ ഒരു േബാളറുെട ൈകയിൽ നി്ؗ ൈകമാറിയതിന് േശഷേമാ 
അതിന്െറ പാതേയാ ചലനേമാ ആയിരിുׯം . ഒരു ബു്ئت േതാׯിൽ നി്ؗ പുറു؋കടؗതിനുേശഷം 
ഈ ചലന׹െളبാം െْപാജക്ൈئൽ ചലന؋ിന്െറ േകസായിരിുׯം, ഈ െْപാജക്ൈئൽ ചലനവും 
ഓയും ലംബമായി മുകളിേല്ׯ എറിയെؚ؂ ശരീരവും തأിലുت വّതّാസം എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ 
ചിؓിׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ ഒരു പ്ؓ ഉ؇് എ്ؗ പറയാം. എന്െറ ൈക അെ׸بിൽ 
ഞാൻ ഈ േപന എടുുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഞാൻ അത് ലംബമായി എറിയുؗു, ഇത് െْപാജക്ൈئൽ 
ചലന؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക സാഹചരّമാണ്, പേײ െْപാജക്ൈئൽ ചലനെുׯ؋റി്׺ 
സംസാരിുׯേآാൾ, ഞാൻ ശരീരം എറിയുേآാൾ അതിന് ഒരു തിരحീന ഘടകവും ഉ؇ായിരിׯാം ent

അതിനാൽ െْപാജക് ൈടൽ ചലന؋ിന് കീഴിൽ നأൾ പരിഗണിؗുׯത് ലംബമായി of velocity, 
ചലിؗുׯ ഒരു ശരീരം മാْതമب, തിരحീനമായി നീ׹ാനും കഴിയും, കാരണം തുട؋ׯിൽ 
ശരീര؋ിന് േവഗതയുെട ഘടകമു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ْപവർ؋ിؚിׯാൻ ْശമിׯാം. എؗ x t 
സമയ്؋ േവഗതയുെട ഒരു ഘടകം ഉ؇ായിരിുׯക, എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നമു്ׯx t 
കാണാം, കാരണം അതിന് യിൽ േവഗതയുെട ചില ഘടക׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അത് t 
നിർവചിׯാൻ അനുവദിؗുׯതിനാൽ മുകളിേലتുׯ ദിശ നിർവചിׯാം, കൂടാെത ഉം ഉം ആണ് y x 
തിരحീന ദിശ അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ ആ٧عിലേറഷൻ െവക്ئർ എഴുതാം ആ٧عിലേറഷൻ െവക്ئർ 0 i
ൈമനസ് ന് തുലّമായിരിുׯം , അതായത് ദിശയിൽ ദിശയിൽ തٔരണം ഇب , ആ٧عിലേറഷൻ gj y x 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ എؗത് തുലّമാണ് 0 എؗത് ْപാരംഭ സമയമാണ്, കണിക 0 0 g t 
ആയിരിׯെ؂, അതായത് ഉ؍വ സമയ്؋ എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിന്െറ ْപാരംഭ ْപേവഗം t v 0 
ആണ് നൽകുؗത് , അതിനർ،ം നأൾ പറയുؗത് ഇതാണ് ഉ؍വം എؗാണ്. കണിക ഈ 
െലാേׯഷനിലാണ് , ഇതിന് ْപേവഗം ഉ؇്, അത് നമു്ׯ േവഗത ആയും ആംഗിൾ തീ0 ئ ആയും v 0 v 0 
തിരحീനമായി ْപകടിؚിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ْപാരംഭ േവഗതയുെട ഘടകം ആയിരിുׯം എ്ؗ x 
നമു്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും. നൽകുകയും ْപാരംഭ ْപേവഗ؋ിന്െറ ഘടകം v 0 cos theta 0 y 
നൽകുകയും െചുإം  അതിനാൽ ْപേവഗ؋ിന്െറ ْപാരംഭ ْപേവഗ െവക് ടറിന്െറ v 0 sine theta 0
ْപാരംഭ ഘടകം നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ , അതായത് േവഗതയുെട ര؇് ഘടക׹ളും നമു്ׯ അറിയാം 
അേؚാൾ നأൾ നിർ؉യിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯത് െْപാജക്ൈئലിന്െറേയാ കണ؋ിന്െറേയാ 
േകാർഡിേനുئകൾ പിؗീട് കെ؇؋ാൻ ആْഗഹിുؗുׯ എؗതാണ്, സമവാകّ׹ൾ േനാؗുׯതിന് 
മു്آ നമു്ׯ സമവാകّ׹ളിേല്ׯ വരുؗതിന് മു്آ െْപാജക്ൈئൽ ചലനെ؋ ഭൗതികമായി േനാׯാം. 
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കണിക പുറു؋വിടുؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിന്െറ േവഗതയുെട ഘടകം േകാസ് തീ0 ئ x v 0 
അതിന്െറ േവഗതയുെട ഘടകം ൈസൻ തീ0 ئ ആണ്, അത് അനുഭവിؗുׯ തٔരണം ൈമനസ് y v 0 y 
ദിശയിൽ മാْതമാണ് തٔരണം. ദി ദിശ 0 ആണ്, അതായത് അതിന്െറ ചലന؋ിലുടനീളം ْപേവഗം x x 
മാറിب, അത് ന് തുലّമായിരിുׯം, നأൾ േവഗതയുെട ഘടകം v 0 cos theta 0 y 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ തുട؋ׯിൽ അത് ആണ്, അവിെട ഒരു െനഗئീവ് v 0 sin theta 0 
ആ٧عിലേറഷൻ ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ ഈ ഘടകം കുറയുകയും അത് 0 േല്ׯ േപാകുകയും g 
െചുإം, അതിനുേശഷം കണികാനുഭവ׹ൾ ൈമനസ് ന്െറ തٔരണം അനുഭവിؗുׯതായി ഞ׹ൾ g 
കാണുؗു, അതിനാൽ ലംബ ദിശയിെല േവഗത പൂജّ؋ിൽ എ؋ിയാൽ കണിക ദിശയിലുت താേഴ്ׯ 
നീ׹ാൻ തുടു׹ം . ൈമനസ് യുെട, അത് പൂജّം േവഗതയിൽ നി്ؗ ആരംഭി׺തിനാൽ കണികയുെട y 
േവഗത വർؑിു׺െകാ؇ിരിുׯം , അത് ഒടുവിൽ ഭൂമിെയ ُ١ർശിുׯം, ഇേؚാൾ കണിക ഉ؍വرാന്؋ 
നി്ؗ ആരംഭി׺താേണാ എ്ؗ നിർവചിؗുׯ ഒരു പദമു؇് . അത് ഉപരിതല؋ിേല്ׯ തിരിെക വീഴുؗു,
അതായത് വീ؇ും 0 ആകുؗിട്؋ ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت ഈ ദൂരെ؋ േറ؀് എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഈ y 
നൽകിയിരിؗുׯ പാരാമീئറുകളുെട അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ എ׹െനയാണ് േറ؀് ഔ؂് വർ്ׯ 
െചേإ؇ത് എ്ؗ ഞ׹ൾ ْപവർ؋ിുׯം. നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഒരു െْപാജക് ൈടലിന്െറ ചലനം വിശകലനം 
െചإാം, അതിനാൽ അതിന്െറ തٔരണം ൈമനസ് ജിെജ്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് േകാടാലി  എയ് ്0 ׯ
തുലّമാണ്, ൈമനസ് ജി്ׯ തുലّമാണ് അതിന്െറ ْപാരംഭ േവഗത ഇത് വി 0 േകാസ് തീ0 ئ ഐ ؛സ് ന്v 0 
തുലّമാണ് ْപാരംഭ േപായിന്റ ്ഉ؍വം ആണ്, അതായത് 0 0, അതായത് എؗത് v 0 sin theta 0 j, x 0 

എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഘടക؋ിൽ േനാׯിയാൽ ന് തുലّമാണ്0, y 0 x x 
കാരണം േവഗത ദിശ رിരമായതിനാൽ പിؗീടുت ഏത് സമയു؋ം ഘടകം നൽകുؗത് x x v 0 t 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് മട്׹ ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ v 0 cos theta 0 t y 
നൽകുؗ െْപാജക്ൈئലിന്െറ േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّം നമു്ׯ നൽകുؗു x v 0 sin theta 0 t 
ൈമനസ് ഹാഫ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചിصം വരുؗു, കാരണം ആ٧عിലേറഷൻ ൈമനസ് gt g 
ആയതിനാൽ നമുുׯ؇്, കൂടാെത ഞ׹ൾ പിؗീട് ഏത് സമയു؋ം േവഗത എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, vx 
ഇത് നും എؗത് നും തുലّമാണ്. ഇവ v 0 cos theta 0 vy v 0 sin theta 0 minus gt x, y 
എؗിവയ് ׯായുت ചലന؋ിന്െറ ഏകമാന സമവാകّ׹ൾ േപാെലയാണ് െവേجെറ എഴുതിയത്, 
ഇതിൽ നിؗും നأൾ മനشിലാؗുׯത് കണ؋ിന്െറ ചലന؋ിന്െറ ദിശയും, y v 0 sine theta 0 
ന്െറ ْപാരംഭ േവഗതയിൽ ലംബമായി മുകളിേല്ׯ എറിയെؚടുؗ ഒരു കണ؋ിന്െറ ചലന؋ിന്െറ y 
ദിശയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതാണ് ഈ കണ؋ിന്െറ ْപാരംഭ ലംബ േവഗത, ഞാൻ ْശമിؗുׯത് ഇതിൽ നി്ؗ
നأൾ മനشിലാؗുׯത്, ഒരു കണികെയ കുറ്׺ േവഗതയിൽ ലംബമായി മുകളിേല്ׯ എറിയുകയും 
ര؇് ലംബ േവഗതയും തുലّമായ തീ0 ئ േകാണിൽ ഒരു െْപാജക്ൈئലായി എറിയുകയും െചᅃٝാൽ ര؇് 
കണ׹ളും ഭൂമിയിേല്ׯ തിരിെക വരുؗത് അേത സമയം ഇവിെട ഇേؚാൾ നമു്ׯ െْപാജക് ൈടലിന്െറ 
പാത കെ؇؋ണെമ׸ിൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯകയും യുെട മൂലّം t 
ഇبാതാുׯകയും െചുإം ന്െറ ഫംഗ് ഷനായി ലഭിؗുׯതിനുت സമയം ഇبാതാുׯം, അതിനാൽ x y 
ഇത് തുടരുേآാൾ ഇതാണ് എളുؚവഴി ഇത് െചؗുإതിന്, ഈ സമവാകّ؋ിേല്ׯ േപാകണം, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ എؗത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ന് തുലّമാണ്, യുെട ഈ മൂലّം xt v 0 cos theta 0 x t 

സമവാകّ؋ിൽ ഇടുؗു, y 
അ׹െന നമു്ׯ എؗത് ന് തുലّമാണ്. എؗതിേല്ׯ, അതായത് ൈബ y v 0 sin theta 0 t x v 0 
േകാസ് തീ0 ئ ൈമനസ് അര ْഗാം മുതൽ സ്കٔയറിേല്ׯ t 
അ׹െന ചതുരْശ ചതുരْശ േകാസ് സ്കٔയർ തീ0 ئ അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ x uare on v 0 
ലളിതമാുׯേآാൾ ഇത് തീئയുെട ടാൻെജന്റിന് തുലّമാണ് 0 മട്׹ ൈമനസ് അര ْഗാം വി പൂജّം x 
സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ തീئ പൂജّം തവണ ചതുരം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് തുലّമായ രൂപമാണ് x ax 
 ന്െറ ടാൻെജന്റിന് തുലّവും എؗത് ൈമനസ് ഹാഫ് സ്കٔയർ b g / v 0 0 ئസ്കٔയർ, തീ ٧്عസ് ബിഎ؛
േകാസ് തീئ േകാസ് സ്കٔയർ തീ0 ئ നും തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു പരവലയ؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്, 
അതായത് ഒരു െْപാജക്ൈئലായി എറിയെؚടുؗ ഒരു കണിക അതിലൂെട കടؗുേപാകുؗ പാത ഒരു 
പരാേബാളയുേടത് ആണ് 0 ന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ്ׯ എؗത് പൂജّം ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, vy vy gt 
അതിനാൽ അത് നമു്ׯ നൽകുؗു പൂജّം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന് േമലുت t ah vy g g v 
പൂജّം ന് തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ഇത് െْപാജക്ൈئലിനായി എടുؗുׯ sin theta zero 
സമയമാണ് തിരിെക എ؋ാൻ, ഒരുപേײ , ഇതിന്െറ ഇര؂ി ഇതായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
മനشിലാׯാൻ കഴിേുׯ؁ം കണിക വീ؇ും നിലു؋ വീഴാൻ എടുؗുׯ സമയം, നأൾ വർ്ׯ ഔ؂് 
െചുإകയാെണ׸ിൽ, ഇതാണ് എടുؗുׯ സമയം, പരമാവധി ഉയരം ഈ സമയ്؋ നൽകും, അതിനാൽ y 
ഇത് ഞ׹ൾ 0 തവണ െവ׺ ന് തുലّമായിരിുׯം യുെട മൂലّ؋ിൽ, അതായത് v 0 sin theta t v 0 

ന് ൈമനസ് പകുതി മട്׹ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ചതുരം പൂജّം sine theta 0 g g t t v 
ചതുരം പൂജّം ചതുരം ചതുര؋ിന് മുകളിലാണ്, sine theta g 
അ׹െന െْപാജക് ൈടൽ േനടുؗ പരമാവധി ഉയരം വരും. വി സീേറാ സ്കٔയർ ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ 
പൂജّം ര؇് ْഗാം ന് തുലّമാണ് േْശണി കെ؇ؗു؋തിന് ഞ׹ൾ ആദّം ൈئ؜ിനായി എടു؋ സമയം 
ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋, അതായത് ഇേؚാൾ എടു؋ സമയം ഞ׹ൾ ആദّം കെ؇ുؗു؋, ഇതാണ് y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ സമയമാണിത് അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് സമവാകّ؋ിൽ ഇടുؗു, അതിനാൽ y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ സമയം അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّം ലഭിുׯം പൂജّം പാപം തീئ പൂജّം ടി ൈമനസ് v 
ഹാഫ് ജിടി ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ആഹ് ലഭിുׯം, അത് ഈ സമയം 
ൈئ؜ിന്െറ സമയമാണ് ഇത് 2 ന് തുലّമായിരിുׯം, ഞ׹ൾ എടു؋ സമയം v 0 sin theta 0 on g 
ഞ׹ൾ ْപവർ؋ി׺േؚാൾ ഇത് ഞ׹ൾ േനരെ؋ പറ؁ിരുؗു. പരമാവധി ഉയരം ഇത് അതിന്െറ r 

Pru
tor
@
IIT
K



ഇര؂ിയാണ്, േറ؀് ഇതിനുت േകാർഡിേന്ئ ആയിരിുׯം, അത് മട്׹ ന് x v 0 cos theta 0 tf 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് മട2 ്׹ ന് തുലّമായിരിുׯം v 0 cos theta 0 v 0 sin theta 0 g,
ഇത് ന് േമലുت ര؇് തീئ പൂജّ؋ിന്െറ ചതുരാകൃതിയിലുت ൈസനിന് തുലّമായി മാറുؗു, g- v 0 
അതിനാൽ േْശണിയുെട സൂْതവാകّം ഞ׹ൾ ക؇ു, ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ഉ؇ായിരിׯണം, ഞ׹ൾ 
ഉരു؋ിരി؁ സൂْതവാകّ׹ൾ എേؚാഴാെണ്ؗ ഊഹിׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. ഞ׹ൾ 
േْശണിെയുׯറി്׺ സംസാരിؗുׯത് ഉ؍വ؋ിൽ നിؗാണ്, കണിക അേത തല؋ിേല്ׯ തിരിെക 
വരുേآാൾ رാനം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനായി ഞ׹ൾ േْശണിׯായി ഒരു 
സൂْതവാകّം തإാറാׯിയി؂ു؇്, എؗാൽ ഞ׹ൾ്ׯ വّതُّ ْٝപാരംഭ വّവرകൾ ഉ؇ായിരിׯാം . 
ഒരു കണിക ഒരു നിحിത ഉയര؋ിൽ നി്ؗ എറിയെؚ؂ സؕർഭം ഉ؇ായിരിുׯക, എؗി؂് അത് 
ഭൂമിയിൽ പതിؗുׯ ദൂരം കെ؇؋ണം. അത് 0 ന് തുലّമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ x x 0 y 0, whe n 
ഇതുേപാലുت സാഹചരّ׹ളു؇്, ഞ׹ളുെട യഥാർ، സമവാകّ׹ളിേല്ׯ തിരിെക 
േപാേക؇തു؇് , ദിശയിെല ആ٧عിലേറഷൻ 0 ആ٧عിലേറഷൻ ദിശയിൽ ൈമനസ് ആെണؗും x y g 
ഞ׹ൾ അب അبാ؋ത് എؗിവ ഉപേയാഗി്׺ ْപവർ؋ി0 0 .ുؗുׯ എؗാൽ നി׹ൾ x x 0, y 0 
ആരംഭിؗുׯ മൂലّ׹ൾ ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വّതُّ ٝ േകാർഡിേനുئകൾ സമയ؋ിന്െറ x, y 
ْപവർ؋നമായി ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിൽ െചയ് തിരിؗുׯ േْശണിയുെട 
സൂْതവാകّം േനാുׯേآാൾ ഈ കാരّ׹ൾ ഇേؚാൾ കണׯിെലടുׯണം. അേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് 
േْശണിയുെട സൂْതവാകّം നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു പരമാവധി േْശണി ലഭിׯാൻ 
താൽؚരّെؚടുേآാൾ തؗിരിؗുׯ േവഗതയ്്ׯ അത് നൽകുؗു , തീ0 ئ അെ׸بിൽ ൈസൻ 2 തീ1 0 ئ 
ആയിരിുׯേآാൾ അത് സംഭവിുׯം, അതായത് പരമാവധി േْശണി ഒരു നൽകിയിരിؗുׯ v 0 
തീئയിൽ സംഭവിؗുׯത് 45 ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ എെؓ׸ിലും ദൂരേׯ്؋ േപാകാൻ 
നി׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, അത് ലّײമിേട؇ േകാണിന്െറ ْപേവഗ؋ിന് 45 ഡിْഗി 
തിരحീനമായി െْപാജക്ൈئൽ േമാഷൻ ഉ؇ായിരിׯണം . ഇത് എറിയെؚ؂ ശരീര؋ിന്െറ 
ചലനമാെണ്ؗ അവർ പറയുؗു വായുവിൽ കുറ്׺ േവഗതയിൽ ചലിؗുׯതും അത് 
ഗുരുതٔാകർഷണ؋ിന്െറ സٔാധീന؋ിൻ കീഴിലുമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ْപകാശശരീര؋ിന്െറ ചലനം 
േനാുׯേآാൾ ْപാേയാഗികമായി ഗുരുതٔാകർഷണമبാെത ശരീര؋ിൽ ْപവർ؋ിؗുׯ മേئെതാരു 
ശװിെയയും ഞ׹ൾ അവഗണിു׺. വായുവിൽ നമു്ׯ പറയാം, വായുവിൽ ചലിؗുׯ ഒരു തൂവൽ , 
ഗുരുതٔാകർഷണ؋ിന് പുറേമ വായു ശരീര؋ിൽ ബലം െചലുു؋ം , അ؋രം ശװികെള 
ശരീര؋ിൽ വലി׺ിടുക, ഉയർു؋ക എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഈ ശװികൾ ْപവർ؋ിുׯകയാെണ׸ിൽ 
െْപാജക്ൈئൽ ചലനം ഉ؇ാകിب. ഈ ശരീരം കാണിؗുׯ ചലന؋ിന്െറ തരം ആയിരിുׯക, ഒരു 
തൂവലിന്െറ ചലനം നിരീײിുׯേآാൾ നأൾ കാണുؗത് ഇതാണ്, അത് ഒരു പരാേബാളിക് പാത 
പിؓുടരുؗിب , കാരണം ഈ മ്ئ ശװികളും ْപാധാനّമർഹിؗുׯതും അവ മ്ئ ചില 
തٔരിതെؚടു؋ലുകൾ്ׯ കാരണമാകുؗതുമാണ് . േബാഡി, നأൾ പറ؁ െْപാജക്ൈئൽ ചലനെ؋ 
കുറി്׺ പറയുേآാൾ, ഗുരുതٔാകർഷണമാണ് ശരീര؋ിൽ ْപവർ؋ിؗുׯ ഒേരെയാരു ശװി എ്ؗ 
ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഒരു ؛ാനറിെല ചലന؋ിന്െറ 
ചലനാ؎കതെയുׯറിتു׺ െْപാജക്ൈئൽ ചലനവും ചർ׺യും പൂർ؋ിയാׯി. പാ്؋ അടു؋ 
 വരും, അത് ׯൾ ചലനാ؎കതയിേല്أാം , അതിനുേശഷം നׯൾ േനാ׹ാസിൽ ചില ഉദാഹരണױ
ചലനാ؎കതയിൽ ചലന؋ിന് കാരണമാകുؗ ശװികളാണ്, നأൾ പഠിുׯേآാൾ ചലനം മാْതേമ 
പഠിൂׯ, ചലന؋ിന് കാരണമായത് എؓാെണ്ؗ പഠിؗുׯിب, ഒരു ْപധാന ഭാഗവും. 
െമׯാനിക് സിെനുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട പഠനം ആയിരിുׯം 
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