
ఈ ܌ࡗ మనం చలనం ޳ࡶ చలన ࢡवࣃफ ऒߖ  అధङ యనం ۯయ࢑ࠪ ړߖݞనంࡹ చలనం߯ చరऐ  ߘ
ऴߦరంࣃࠚफ ࠭,  మనڕ సంబం߅ంۨన పހࠪࡍలߘ మనం ۫࠭ࢡ, అࣃ ࢑ब న  ࣃब నऴభంశం  ࢘గం  మ࠾ࡍ 
తछ రణం మ࠾ࡍ ۨవ݋ߖ࠿ ࡍ వరڕ మనం  ۫ࣄన޴ ఒక  సరళ ࡔఖ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ సరళ ࡔఖ ࢗంబݟ 
చలߖߕऒ  ࢑వࡍంۨనߩओ నऒޔࡱ޶క ࡹశ޴ ఒక ߕ޼ఏ  , ݡ టऱږߘࣃ ޙ࠼ల ޳ࡶ ऴపږޒల సంښతంޜ   
వۨऐ ڵࡍޒ ޴అ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆ۫ ڴऴగతफ܉ ߘశ޴ ࠭࠲ ओߧޒ ߘశ޴ ޳ࡶ ߕ  ߖߖ޳ ޙ࠼दనటऱܽڜ
ऒߖ޵ ࠭࠲  .फ࣋࡯ߧ  ڴలంږߘࣃ ओߦۮ ڴ ࢟ܽ܊ߦ  ऐۯవ ڵࡍޒ  ࠭ फࣃࡱߧ ڴలంږޒऴప ߘశ޴   ߗڒ  ࠭
ఇߩओ చరऐ ࠭࠲ ݡ फࣃࡍ࢑సफ ړߖߕయ చలޓࠫޒऴ ޳ࡶ ݡంࡓ ߘ ࠭ 
ऒߖ޵  ࠭࠲ బܽदڒ फࣃࡍ࢑సफ ړߖߕయ చలޓࠫޒऴ ޳ࡶ ݡంࡓ    ࠭ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ ओߩనࣄۯ    ߘశ޴ ݡ
एࡖ߮ రణ ࠪరठం   ప߄ࣃ ఒక ࡹ ߤష࠵ ࡽనलన࠱ݧ ఒక  ࡯ߕ ऱ࣒ छ޳ फࡏڷ న࣒࠳ ޳ࡶ  ࡔߖ శ޴ ࡌ भࢢంచబݟంߗڒ  ޴ 
ఇߩओ కࢗ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴరణ ࠪరठం߄ࣃ ޴అ ݡ द࡛ झ  అࡱߧ ߖవబݦ పހࠪࡍలߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.  
కएࡅ చలనం  ࡹ࢑ࠪనం బܽदڒ కࢗ  ړߖ࢐సफ࢐ దܽ ࠙గం࠴  द࡛  ల ࡍڷంۨ అధङ యనం ࣆۯफం޴, 
కࢗ ޶ం࠭ ۯంࡍ࢑వ బܽद మనంڒ द࡛  లߘ   ఎݟܔ ࡮ంۧࢗ   ࡹక द࡛  లߘ ఎ޳۫ ࡹ࠻࢘ࣄޓ ࡮भ ం  ࢗక द࡛  ߘ 
࣋ए भ޳۫ ࡹంۧށڷ ࡮ఎ ޜ ࡛࡮ ం.  ߘߝ ఇߩओ ए࣋ ݡ ए࣋ ࡛࡮ ऒߖ޳ప ߝఅ ࡛࡮  పࡍచయం ۯయߘߝ  ޶ࡶ 
ए࣋ ۯంߧ۫ ऒߖ޳ప ߝఅ ࡛࡮ ऒڵࠪ వలం ఒకښ   ङ݀ ए࣋ ޳ࡶ ݭ  ࠭࠲  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߕ޼ࡔమ ݞంڕڒ ࡛࡮
కࢗ द࡛  లߘ ఎށڷ ࡮ంచగలށڷ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠵ంచగల࠭  మ࠾ࡍ  ఈ ࠭࠲ ࡹ ݋ߖ࠿ ఆ ऴపశऒ  ڕ
సࠪ߄నࠫవछ డం ࠪࣃߝफ ࠭   తࡌछ త ࡓ ࠭࠲ంݡ రڒల ࢗక द࡛  ల ڷణڒరం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ    ࠾ࡍమ  ࠭ޑݡ
छࡌంత సమయం తڜ త అߘసࡍంۯ తࡌछ త  ࢗ ࠭࠲క द࡛  లࣃۯ ߘफ కएࡅ రంࡎశ ࡹ࢑ࠪనం  ࠭࠲  ࠭  
కద࡯కߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࢑ࠪ ࠾ࡍనంࡹ శࡎరం ࡅకए  ఈ చలనం ࣄबర࠳న  తछ రణంޜ ఇߩओ  ޴ంޔڷࡏజ ݡ
ఎం޶కం݄ ఇ࢑ࠪ ޴నంࡹ చలనం కߘక ఇ޴ బࣗళ ޴శలߘ  కڵ࡯ ఉంܿం޴   తछ రణం ࣄबరంڴ ఉంܿం޴, 
ఇ޴ మన࡯ऒ  ఒక ऴపޙङ క రక࠳న చలࣆޓ ࡍ޳ ړߖߕफంߖߖ޵ ,޴  మనం ऴ߰ڙܐ ౖ द࠵ ࡽషߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ 
फࣃࡍ࢑వ ࠭࠲ ߖߖ޳ ࠭ మ࠾ࡍ ۨవరڴ ఈ ࡅ ݋ߖ࠿కए  ۨవࡍ ࠙గం࠭࠲  ࡹ వృޑफ  ߘక࡯ర కదڒ
అధङ యనం ࣃۯफ फޑవృ  .޴ంޔࡱ޶క ࢓޶ంࠉ ࠭ ठࡌࠪ రڒ ऒߖ  ऴ݄࣒ ࣆۯफం޴  ah 
మనం అధङ ࡹ ݋ߖ࠿  ఈ బܽद ఇ࢑ڒ యనం ࣋ۯ అంࡱࢡ, 
కएࡅ ݋ߖ࠿ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  చరऐ ए࣋  ߘ కࢗ ࠾ࡍమ  ޜల ࡛࡮ द࡛  లޜ  ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ ࣋ए  ޴ߝఅ  ࡛࡮
పࠪࡍణం  కڵ࡯ ఉంݦ పࠪࡍణం  
అం݄ ࣋ए ޴ఎంత ఉం ࡹణంࠪࡍబܽद ఆ పڒ ए࣋  ࠾ࡍమ  ޴फంࣆۨࣇ ߘ ࡛࡮ కएࡅ శ޴ ࡹ ࡛࡮  ࠙వం 
ఉండ޶ 
ए࣋ ڴథࠫకంߦऴ ޴బܽद ఇڒ ࡍߖ   ణంࠪࡍప  ࡛࡮ भషद ݋ߖ࠿ ల ݋ߖ࠿ లࡹ ఒښ సంఖङ छ޳   ࡌ
एࡖ߮ నబޔݡం޴   
ఉం݄ ࣋ए ڴ ࣒ࡵ ߤనल࠱ݧ ޴బܽद ఇڒ ࡔߖ ޜ ݋ߖ࠿ ࡹణంࠪࡍప ࡛࡮ भࢢంచబడక߱ޙ అ޴ ఎలऱߩओ  ߕ޼ఏ ݢ
పࠪࡍణంڴ ఉంܿం޴.   ఇښ ޴వలం ఒక పࠪࡍణం ࠪऴత࠲ అޔ࢓ం޴,  ఉ޳హరణڕ మనం ఒక వࣆफࡅ ࢓కए  
ऴదవङ ࠪ ంۨࡍڷ ࢢࡌ ऱܼ ओߩటݦ   ݡ
బܽद ऴదవङڒ ङ࠼ࢗ ޳ࡶ ࡱ࠭ڴऴࡹړ ݡంࡓ ޳ࡶ ࠭ڴऴࡹړ ఒక ߖࢢࡌ  ऴ500 ࡱ࠭ڴ ऴࡱ࠭ڴ అ࠭ޑࠋۮ ߖ  
ए࣋ ޶వం ఉండ࠙ ࡹశ޴ బܽदڒ ऴదవङ ߝఅ ࡱ ࡛࡮ ࠪ ంۨࡍڷ లހࠪࡍఇతర ప ࢢࡌ ऱܼ ओߩటݦ  మనం  ,ݡ
ఉࢽप ऴగతۨ࡯ڜ ߘనߩओ కएࡅ ࢓फࣆఒక వ ݡ  ఉࢽप ऴగత అۮ ߖపओ వ۪ऐ , ఆ߯  మనం ఒకࡍ శࡎర ఉࢽप ऴగతߘ 
ओߩనۨ࡯ڜ ओߩۮ ݡ ࣖ ߤࡓ߷ లڶऴݟ  ޳ࡶ ݭڼల  ࣊ంܾऴڶऴݟ  ߖ޳ ,࠭ޑࠋۮ ߖం అ޳ మనం 37  ݋ 98.6
ࠪ ऱܼ కएࡅ రంࡎనవ శࠪ ݦ पࢽరణ ఉ߄ࣃ  ऴగత మనం ఒక ࠉంࡹ࢓޶ చలనం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ  ݞږ ݡ
సओ ࢡ޴ ృహ ఉండ޶, అߩओ ऒߖހࠪࡍప ۯ࡯ߧ ߖఅ ࢓రठం ߰డࠪ ޳ࡶ రం޷ మనం   ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఇ޴   a 
ओߩऱటࢇࢗ ړ ݟంߘ ओߩమనం ఎ ࠾ࡍమ ݡ ऒߖࡌ޷  .రం޷ తफం࠴ ࡶ޴క ݡ b޶వం ఉండ࠙ ࡹశ޴   ݟలవంڜ  

ए࣋ ݞږ ణంࠪࡍబܽद ఈ పڒ ए࣋ ࠾ࡍమ ࡛࡮ కएࡅ తంށజగࠊ  ࡱ ࡛࡮ ߘయࠪలߖ రణ߄ࣃ ޳ࡶ రణ߄ࣃ 
అߘసࡍంۯ  ࣋ए ంచవ۪ऐݟܔ ߘల ࡛࡮ ంచవ۪ऐݟܔ   అదనߩ వङ వకలనం  ڷణڒరం మ࠾ࡍ ࠙గࣔరం 
ఇߩओ వङ ࠾ࡍక మݟږ ݡ వకలనం మనం ۫ࣄన ࡓంڝࣆޓ ݡవ۪ऐ   ࣋ए  ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ࡱ ࡛࡮
ంచవ۪ऐݟܔ యవ۪ऐ࢘ࣄޓ ޳ࡶ  ए࣋ ࠭࠲   ల࡛ లݟܔ ߘంۨనߩओ ओߩనࣄ࢘ࣄޓ ޳ࡶ ݡ ߖ࠿  ݡ ऱܿ ఒ࡮ښ 
ఉం࡯ݞ  
ऴదవङ ݡంࡓ ڕࠬ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ యవ۪ऐۯ ࡏࠬ ఉం݄ ࢢࡌ ऴదవङ ݡంࡓ   ڕߕ ߗڒ ,ݟంచంݟܔ ߖࢢࡌ
శࡎరం ࡅకए  ऴదవङ पࢽఉ ࠾ࡍమ ࢢࡌ ऴగత   ఉనऒ టऱޙ࠼  , ఈ ࡓం࢑ ݡషࡱ࠻  ఉࢽप ऴగతڕ ऴదవङ  ߖࢢࡌ
ంచడం ࣋एݟܔ అర ڕߕ  ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࡛࡮ बవంత࠳న ఏ޵ ఇవछ  ޶
 బܽदڒ
త ఉనऒ࢘ࣄޓ ࠾ࡍక మݟږ   ڕబܽद మనڒ ओߩ ధङࣃ యడంۯ ݡ ం ޶ڒ  
ߖ࠿ బܽदڒ ऱܿ ఇ࡮ ఉం࡯ݞ ఒ࡮ښ ఉంܿంߗڒ ޴ మనం ࣋ए ओߩంۨన܊࢑భ ,ంۨށڷ ߘల ࡛࡮   ݡ
ओߩబܽद ఇڒ ए࣋ ߘߝ ݡ ए࣋ ߘ ࡛࡮ फ ࣋ए࣋ށڷ ޜ ࡛࡮ ओߩఇ ࡛࡮ ए࣋ ݡ  b a b a ڵ࡯క ߘల ݋ߖ࠿ ߖ޳ ࡛࡮
ఉండవ۪ऐ  ࣋ए కएࡅ ࡛࡮ ओߩఇ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ݋ߖ࠿  ऒߖ޵ ߘߝ ݡ ओߩనࣄऴ࢐ ڴరంڒణڷ   a  b ݡ
కएࡅ ߖ޳  ఉతओ छ޳  फޒ ఉతओ  ࡌ కएࡅ फޒ ߖ࠿  ऱܿ మࡅ ࠾ࡍకए ల ఉతओހࠪࡍప ݡంࡓ   फ b   a bޒ
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అޔ࢓ం޴, 
ओߩంۨనށڷ  ߖ ࠾ࡍబܽद మనం   మڒ నࣄ۫ మనం ݡ ऱܿڴ పۯ ߖయవ۪ऐ , ఆ߯   ఉతओ కएࡅ फޒ  a b
ߖ࠿ ऱܿ   ߖ࠿ ऱܿ  ఈ ࡓంߖ࠿ ݡటऱ ڜలతࡱ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం  ࣋ए छ޳ ࡛࡮  ࢑భజన a b ࡌ
కएࡅ  ࢑భజనߖ ߘరछ ࣕంచగల࠭. ߖܽ࢒ మనం ࢑భజన ࣄۯనߩओ छࡔ࢘ ࠾ࡍమ ࡱހࠪࡍఈ ప  ݡ  a b ࡏ
ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘల ݋ߖ࠿   మ࠾ࡍ మనڕ లࠚంڷ ۯణకం ࢑   ߖ޵భజన అޔ࢓ం޴.  ఇ ࡓంߖ࠿ ݡ ऱܿ 
మ࠾ࡍ ఉ޳హరణࣃ ڕంऴదత ࣃంऴదతࡲ࢐ ߘङ ంۨన ऴదవङڵ࠙ ޜ ࠹ भ޳۫ ߖసࠪనం అ ړࢢࡌ ం,  కߘక 
ఇߩओ ऴదవङ ݡ ߖ࠿ ࢢࡌ ऱܿ ࡹړऴ࠭ڴలࡹ  ఉం݄   మࡲ࢐ ࠾ࡍङ ߖ࠿ ల ࠹ ऱܿ ࠬట࡛ ږङ  ఉం݄ ࡹ ࠗ
ߖ࠿ ంऴదతࣃ ऱܿ  ࡹړऴ࠭ڴలࡹ ఉంܼ࠼.  ऴపޒ ࠬట࡛ ږङ ࠗ 
ऒߖڜ ࠾ࡍమ ޴మన వదभ ఉం ޴బܽद ఇڒ भ޳ۨࡹऱ  ఆࡏࣃ ం మనڕ  మ࠾ࡍ పހࠪࡍల ޵ర डచޔరऴసం a b  
ఉందߖ అڕߘం޳ం,  ఇకए డ మనం ߖ޵ऒ ओߩనࣄ۫  ర޵ ఈ ݡ ड చޔరऴసం ࡅకए  ۪ दܿڜలతߘ ۫࣋फ  
۪ दܿڜలత ࡓంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనం  ప ऱ࣒  b 
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ࡓంࡓ ݡంݡ ࣋ए ల࡛ లࣆݟܔ ߘफߕऒ ࠭   మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ߰డࡱ࢓,  a b 
۪ బܽदڒ दܿڜలత ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఒక ప ऱ࣒ సࠪనం b ړ  
ऒߖޑంߦబܽद మనం ऴڒ  ۫࣋फ ఆ ऴߦంతం  ࡓ ऱܿ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ మ࠾ࡍ అޙ࠼  ࠬటర ऱࡹ a b a b 
అߩओ ۪ ݡ दܿڜలత ݞږ ࠬటర ऱࡹ ఉంܿంࡏࠬ ߗڒ ,޴  ऴߦంߖޑऒ లङࢡ࢙ ,ऱ ۫࣋फࡏࣃ  ం ࡅకए  b ݋ߖ࠿ 
ࠬట࡛ ࡓ ऱܿ ࠬట࡛ అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ࠬట࡛ చదరߩ ࠬట࡛ అޔ࢓ం޴,  ఇߩओ కࢗ ݡ द࡛ झ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ   ం޳ంڕݡ
కࢗ द࡛  అ޴ߝ ఒక పࠪࡍణం, ఇ࠴ ޴దటڴ ఉంܿం޴.  ఇ޴ ఒక పߖހࠪࡍऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴  మ޴ ړߖ޳ ࠾ࡍశ 
 n  ޴ఉం ݞږ
కࢗ బܽदڒ द࡛  పࠪࡍణం మ޴ ࠾ࡍశ ࡓంݟంܽߗ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఆ߯  ࢗక द࡛  फࣄండవ ఆࡓ నݟంచబ߅బంߘఅ ޜ 
ఖङ࠭ ࡮ۧ ࡍߖ ۯంࡍ࢑వ ߘߝ ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޴న࠳ भషद సంకలన ߖయࠪړߖ క दܿబݟ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ 
సంకలన ߖయࠪߖऒ  మనం ఇߧ ࡮లవవ۪ऐ   ऴࠜޒజం ߖయࠪߖऒ  మనం ఆ పదంࡹ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ  ޳ࡶ 
కएࡅ సంకలనం ߖߖ޳ ࠭࠲  సࠪంతర చࡏޔग జం చటदం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭,  
ऒߖހࠪࡍప ࡹశ޴ బܽदڒ  కڵ࡯ ఉంݦ పߖހࠪࡍऒ ऒߖހࠪࡍఈ ప ޴ండవࡓ  ࠾ࡍదܽ అవసరం మ࠴   ఈ 
ओߩంۨనݟܔ ߘలހࠪࡍప ݡంࡓ ࡍߖ ఒక  ࡯ంۧࡍసߘఅ అ࢑ ݡ भషद  ߖయమం ఈ ࡓంݢ ఇۨऐ న సࠪࡱߕ߄ 
ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࢑ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍవࣃࡍफ ࠭ 
కࢗ బܽदڒ द࡛ అర ڴ  ञత ߰ం޳లం݄ ఒక పࠪࡍణం  ఈ ࡓంݟంܽ࡯࠻ۯ ߗझ  ఉంܿం޴ 
ఉనऒ ࡱހలࣾ  ݡంࡓ ړ द࡛ڒࢗ బܽदڒ ం޶న ړߖ޳ పࠪࡍణం మ࠾ࡍ పࠪࡍణం ఉంܿం޴ ړߖ޳  ޴శ ఉం޴ 
छ޳ శ޴ ߖ޳ ࠾ࡍణం  మࠪࡍప ߖ޳  द࡛ڒࢗ బܽदڒ ࡔߖ ࡌ भࢢంచబޔݡం޴ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  కߝఅ ړߖݞయۯ 
ठࡌࠪ ऒߕఉ ࡱ ఠङߦ  ࠼ కࢗ ࡹసफకంߩ द࡛ ओߩఇ ࠭࠲ ړߖݞంచۨࣇ ߘ    ab ࡏࠬ ڴరణం߄ࣃ ࠭ޑߩ۫ ݡ
थ܉ల సంࡌత అࣾߦ ࠪనం  
झڡ݃ ݭం݃ߧబܽद ऴڒ ଀ ࢗ ࡹక द࡛ थ܉ట࡛ సంࡵ नࡽࠓ  ࠪనం ޳छ ऒߖݞంచబడۨࣇ ࡌ  మనం ߗڒ  ࡏంܼھߘక ࡏࠬ 
ओߩऴ࢐࣋ట ߖߖ޳ ణం ఉనऒࠈ న߯ ݡ  అࣾߖࡌऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭,   ఉ޳హరణߘߝ  ڕ ߯న ఉనऒ  v ޜణంࠈ 
అߖ ऴ࢐࣋फ ఇࣆۨࣇ  ޴फంڒࢗ  ޴द࡛ మ࠾ࡍ  ఈ ࢗక द࡛ కएࡅ   పࠪࡍణం  ఇࠈ ޴ణం ڕࡶంښ ݞవలం v  v v 
అࣾరంۨࣇ ޜంచబޔݡంߖڜ ޳ࡶ ޴ऒ ల మధङ ࡛ࠈ సࠪంతర ݡంࡓ ߖߖ޳ ࠭࠲ ऱࡏࣃ కࢗ  ࠭ޑߩ۫  द࡛  

छ޳ ంచడంࡍमక޵ऴకమబ ߖ द࡛ڒࢗ ޜ కࢗ ࡌ द࡛ ऒߖހࠪࡍప ߖ޵   ऴߦరంࠚంచడం ޳छ v ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ v 
మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶న ڒࢗद࡛ లࡹ ఒకߖߖ޳ ఇߩओ छ޳ ޳ࡶ ݡ फࣃऴ࢐ ࡌ ࠭   మ࠾ࡍ  ఇࣃ ޴ब నం v v 
కࢗ द࡛  అߖ ऴ޳࢐भ ం, ఒక ࠼ߦం݋ ఒక ࠪర ठంࡹ కޔࡱ޶నऒ దߖ అڕߘం޳ం, p 
వదभ ఇకए ࢓޶ంࠉ బܽद ఈ తࣾణڒ డ ఉం޴  వదभ  త޶పࡍ తࣾణం అ޴ व߯࠼ߦ ࡹ ࠹ంࡹ ݋ ఉంܿం޴, p pp 
అం݄ ఆ  సమయంࡹ కణం వదभ వదभ ఉంܿం޴, ఇ޴ व߯ࡹ ࠹ ఉంܿం޴ t p p p 
बࣃ ߖ޵ ,ఏࠫటం݄  ߖప ࣋ۯ బܽद మనంڒ ऒߖߕ  కھߘనడం ޳छ ࡍఆڝ ࡌ न݋ߝ అࣿߖऒ  ఎం۪ڕం޳ం  పరసओ రం 
లంబంڴ ఉనऒ ࡎڒ ߖఅ ࠾ࡍమ ߖ࢐ܽ మనం ࡹశ޴  ݟంڝఎం۪ ݡంࡓ  दࣄయߤ అࣾం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ ar x y 
కएࡅ ܽ࢒  ఖండన ࠮లం ޳छ ధङߖޒߦऴ ࡌ ం వࣕంۯ ఇߩओ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭ అం݄ మనం  ڶతߘ o 
फࣃڶ ࠭ 
బܽद మనం పరసओڒ రం  లంబ ޴శڴࡱ ఉంݦ మ࠾ࡍ లߘ ఎం۪ڕంܼ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ߝ x y o  x 
మ࠾ࡍ ఖండన  ࠮లం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  y 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  మࢁऱ ࣃڶफ ࠭ ఇకए డ ఇ޴ ఇ޴ ఇߩओ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ फ࣋ڶ ߖߖ޵ ߘߝ  ݡ  xy  o p o p 
పంړ फ 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ߖߖ޵ ܿߦ ޜశ޴ బܽद ఈڒ बࣃ  నం ࢗక द࡛  అంܼࡏ  r 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ߖ द࡛ڒࢗ ࠭࠲  ޴బܽद ఇڒ  మ࠾ࡍ మనం ఓ ߘంࡍߖ ړ ݟ भషद ޴శࡹ r  op p
ऒߕޔࢂࢗ ࠭ 
  బܽदڒ
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ కࢗ  द࡛ फࣃۨࣇ ڴफࡏڷ  ࠭  ఇ޴ व߯࠹ అޙ࠼ ఇߩओ కएࡅ వదभ ݡ बࣃ  నం ࢗక द࡛ .   p t p o 
ړఒక పం ڕవర ࠹व߯ ݟంߘ फ మࣃ ߘߝ  ߖߖ޵ ࠾ࡍब నం ڒࢗद࡛ व߯࠹ అߧ ߖలవగలߘ ఇ޴ व߯࠹ ఇ޴ p r op t
व߯࠹ సమయంࡅ ࡹకए बࣃ  నం ࢗక द࡛   మ࢐ ࠾ࡍసफߘ ߘߝ ړߖ࢐ంݟ व߯ࡍۯ ڕ ࠹నటऱޙ࠼ ఇ޴ p p p p 
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व߯࠹ అޙ࠼ ఇ޴ व߯ߖ࢐ܽ  ࠹ ఒక సరళ ࡔఖ व߯޳ ࠹छ ऒߝ޵ ݟరంۯ ࡌ  మనం ࣃब నऴభంశం అߖ p pp 
फࣃࡱߧ కࢗ సంڝ  ࠭ द࡛  p ment 
ࡍߖ ऱࢇࢗ ړ ࠹व߯ ݟంߘ బܽदڒ भషद ޴శߘ కڵ࡯ ఉంݦ ఈ సరళ ࡔఖ  ߘంݟ व߯޷ ړ ࠹రం ࣃब నऴభంశం p p p  p 
కࢗ द࡛  మ࠾ࡍ  కణం   ߘంݟ व߯ړ ࠹ ఏߕ޼ ࠪరठంࡹ ऴపࣆށ࠻फనऒ పओ  మనం ۫డగలం. ఈ ࠪరठం p p ڔܽ
ށ࠻ऴప ݟంߘ ఈ ࠪరठం ޳ࡶ ݟంߘ फ࣎ ంߘ  ޴ంݟ व߯ࣃ ڕ ࠹ब నऴభంశం ࢗక द࡛  ఎలऱߩओ  p p ݟంߘ రठంࠪ ݢ
సछ తంऴతంߝڴ ఉంܿం޴ మࣃ   ࠾ࡍब నऴభంశం  ࢗక द࡛  పࠪࡍణం   ࠪర ठం ࡅకए  ߰డ࢓ కం݄ తڕए వ޳ࡶ ڴ 
సࠪనంڴ ఉంܿందߖ ఇకए డ ߘంݟ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఇߩओ కࢗ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ  ڕమన ݡ द࡛  a b  ࡱ 
ఉం݄, ࢗక द࡛  ల సࠪనతछ ం అం݄  ࢗక द࡛ కࢗ  द࡛ ओߧۮ ߖసࠪనం అ ړ  నటऱߖ޵ ,ޙ࠼ అర बం  ࡅకए  a b a 
పࠪࡍణం ࡅకए  పړߖހࠪࡍ సࠪనం అߖ ఇ޴ ఒక ࢑షయం అޙ࠼ ఇ޴ ఒక ࢗక द࡛ .  పࠪࡍణం   మ࠾ࡍ b 
ఇࡓ ޴ంހڝ ݡలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, 
కएࡅ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ తపओ ݞږ  శ޴  కएࡅ  ڴࡍసߖ  a b ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕశ޴ 
ऒߖ޵ బܽदڒ मࡌߖ  छ޳ మన వదभ  ړߖݞంచࡍ కࢗ ۯంۨࣇ మనం ࡌ द࡛  ఉం݄ మ࠾ࡍ మనం ۨࣇంۯ మࡗ op a 
కࢗ द࡛  ఉం݄  ޳छ ओߩఇ  ࡌ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ݡ  తۯ  ڥߖయడం   ړ సࠪనం b qrs o a  b a b 
కࢗ ࠭࠲ యడంۯ ڥߖత ߖఅ ޳ڒ द࡛ కࢗ ݡంࡓ ߖ  द࡛  లښߖ޳ ߖ ޳ࡶ ߕߞߖ޻ ࡹ సࠪంతరంڴ b  a b
फࣃࡏࠪ కࢗ ࠭࠲  ࠭ द࡛ फࣃࡏࠪ ړంܽݟంࡓ ߖ   ࠼ޑڕޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱకޜ  ࠭
फࣃࡏࠪ ڕవర ࣋࡯క ࠾ࡍమ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭, ఆ߯  మ࠼ߦ ࠾ࡍం ऱܿ ఒ࡮ښ b  o q p r 
ఉం݄ మ࠾ࡍ ఏڔభ࢑࣋फ   అࣃ۫ ߖफ ࠭, ఆ߯ ࡓంࢗ ݡక द࡛  p r ߖఅ   ޙఉండక߱ ڴకܽ  సࠪనంڜߖ޳ఒక ࡱ 
కࢗ  .࠭ޑࠋۮ द࡛ झ  సࠪనంڴ ఉండ࢓ 
కܽ వۨऐڜߖ޳ఒక ࡱతల ݡంࡓ బܽदڒ నటऱࡓ ޙ࠼ంޜ ݡకښޑ ࡱ వరڒࢗ ࠭࠲ ڕद࡛ ࢗక द࡛  సࠪనం a b ړ 
అߖ అంܼ࠭, ఇߖڜ ޴ऒ కएࡅ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ ऒڵࠪ  ङ݀ ఉండవ۪ऐ ڴసࠪనం  ࡱ ݭ  మߖߖ޵ ࠾ࡍ a b 
फࣃऴ࢐ ߖఅ  ࠭࠲ కएࡅ కం݄޶సࠪనం  ఎం ړ ࠭ ऒڵࠪ  ङ݀ కएࡅ ݭ  పࠪࡍణం అڒࢗ ޙ࠼द࡛ a b a b b 
సంښతం ڕࡶంࢗ  ݞక द࡛ ఉండక߱వ۪ऐ ڴసࠪనం ړ द࡛ڒࢗ   మ࠾ࡍ ఇ޴ మనړ ఇ࡮ంܽ ڒࢗद࡛ ߖ కڵ࡯ a b
ఉంܿం޴  మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ ఒښ ߰డ޴ ࡔ࢘ ߗڒ ࢓శࡹ ఉంܿం޴  b 
ओߩబܽद  ఇڒ కएࡅ ࡏࠬ ݡ ऐࡍࠪ ړ ߘకޜ  నߩओ  b a ࢓޶ంࠉ ښఒ  ߘߝ  ࡏޑ޶ం߰ ߘకలޜ ݡంࡓ ࡏࠬ ݡ
వదभ ఉంܼࡓ ߗڒ ߘంݡ తలࡱ ఏڔభ࢑ంచ࢓ 
కࢗ द࡛ڒࢗ  బܽदڒ द࡛  a b  ޶ఉండ ڴసࠪనం ޜ 
కࢗ ݡంࡓ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ द࡛  ల సࠪనޑछ ऒߖ రछߖ   फࣃۨ ࠭  తࡌछ త ࢗ   ࠭࠲క द࡛ ࢐సफవ  సంఖङ ߘ   ޜ
࢐సफవ సంఖङ ऒߖݞంచށڷ ޜ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭.  మ࠾ࡍ మనం ښవలం ࢐సफవ సంఖङ  ࠪऴతڕڒ ࠲ంߖߖ޳ ݞ  
फࣃۯ ڴలంږߘࣃ ం అߩۮ ߖओ ࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ ࠭࠲ ڴ޶ం, ࠭ం޳ంڕ కएࡅ   సందࡌग ऒߖ  
ంܼ࠭, ఆ సంఖङڕࣆޓ नࠈం࡮   ߘ  అߖ అڕߘం޳ం,  
नࠈం࡮ బܽदڒ  అ޴ߝ ࣋ए వలం ఒక సంఖङښ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡛࡮  
వలం ఒక సంఖङښ ޴బܽद ఇڒ ऒڵࠪ  . ङ݀ తघߕధ ݭ క ࢐సफవ సంఖङ  మ࡮ ࠭࠲ ࠾ࡍంࠈन झ࠹݅   a  aa 
࣋ए ऒߖݞంచށڷ ޜ द࡛ڒࢗ ߖ ࡛࡮ फࣃ۫  ࠭  
ओߩబܽद ఇڒ కࢗ ޴ఇ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ द࡛  అޔ࢓ం޴ 
బܽद  ఈ ఉతओڒ ఉనऒ ڵ࡯క ߖफޒ  ఈ ఉతओ కࢗ फޒ द࡛ ऒڵࠪ  ߗڒ  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ ޻అ ࡹశ޴  శ޴ ߖ޵ , ङ݀ नࠈం࡮ ݭ  
ࡓ ऱܿ ࡅకए  పࠪࡍణం a 
ऒߕంܿڕߘల࠻ऴ࢐ ߖఅ ߘߝ ࠾ࡍమ ݟంڝߘद࡛   ఉందڒࢗ వదभ ߕ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ  a 2a ߘ
కࢗ ఒక ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ द࡛ڒࢗ బܽदڒ द࡛  కం݄ ܽࡓदంߩ ߰డ࢓ ఉంܿం2. ޴a 
 అ޴ ޻శࡹ ఇ޴  సంఖङ ओߧۮ ࠭࠲ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ న ऱܿ ࡮ంࠈन  1 కం݄ ఎڕए వ  ఉం݄2a w lambda 
नࠈం࡮  అ޴ ޻శࡹ ఉనऒ  మࡖక ࢗక द࡛ , అߩओ ఉతओ  ݡ కएࡅ फޒ  పࠪࡍణం ߭దभ޴ మ࡮ ࠾ࡍంࠈन  ఒకܽ కం݄ 
తڕए వ ఉం݄, పࠪࡍణం తڕए వڴ ఉంܿం޴  మߘߝ   ࠾ࡍ ۫࣋फ  ڜతफ ڒࢗद࡛ ఈ అߖ ऴ޳࢐भ ం, ఉతओ  फ rޒ
नࠈం࡮ కएࡅ  ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ   పࠪࡍణం ڕࣆޓం݄, ఇړ ޴ సࠪనం, ఇ࡮ ޴ంࠈन  పړߖހࠪࡍ a r r a  
సࠪనం అޔ࢓ం޴  మߖ޵ ࠾ࡍऒ  మనం ࡮ంࠈन ࡓ  ऱܿ ࡮  ޳ࡶంࠈन  సమړߖ࠻ సࠪనం  ఇߩओ ఇకए ݡ డ a 
नࠈం࡮  ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࡮ ࢟ܽ܊ߦంࠈन ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩఅ  ,࠭ݞ   ,࠭ޑ޶ం߰ ߖ द࡛ڒࢗ ఒక ڕమన ݡ
వङ ڕశ޴ ߖ޳ వङ ޴అ ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡹ ߤࡷ ޻అ ࡹశ޴ కࡔޒ  ޴ఉంܿం ࡹశ޴ కࡔޒ
కࢗ   ڕమన  ڕహరణ޳బܽद ఉڒ द࡛ వङ ޴ఉం݄ ఇ ޴ంܽ࡮    ߖߖ޳ ࠭࠲ ߖ द࡛ڒࢗ గల ࢓డ߰ ޻అ ࡹశ޴ కࡔޒ
फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ࠭ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉంݞలڕߘం݄  వङ ࡓ ݡంࡓ ࡹశ޴ కࡔޒ ऱܿ ߰డ࢓ ఉనऒ  a 
కࢗ द࡛  ఉం݄   అ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం2  ޴a
नࠈం࡮ బܽद మనంڒ ࠪ ంۨࡍڷ ల࡮ڒ  ऱܼ డటం ࡮ంࠈन సछ ߖ޳   ంతߖߖ޳ కڵ࡯ ఉంܿం޴  పࠪࡍణం మ࠾ࡍ 
नࠈం࡮  పࠪࡍణం ࡮ంࠈन కएࡅ   పࠪࡍణం మࡅ ࠾ࡍకए  పࠪࡍణం ࡅకए  ఉతओ  a a   ޴ంޔ࢓फ అޒ
మ࢐ ࠾ࡍసफ࢑ ߖߖ޵ ࠭࠲ ړߖ࢐వࡍంۨన ࢑ధంڴ ఉంܿం޴ మڒࢗ ࠾ࡍद࡛   ࢑ ߖభ܊ంۯ ࣋ए a ܼࠊ ࡛࡮
ఉనऒ టऱޙ࠼ మనڕ ࣋ए ऒߕంܿڕߘల࠻ऴ࢐ ࡏࠬ ం  , అం݄޳ంڕߘఅ ߖఉంద ࡛࡮  ޜܼࠊ ࡏ
ओߩనݟంచబڵ࠙ వలం ࣋एښ ޴ఇ ݡ కएࡅ రంڒణڷ ࡛࡮  ऴపޙङ క సందరग ం  ,  ఇకए డ ܼ߯ࠊ ఒకܽ ࡮ంࠈन  
ఉంܿం޴ 
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కࢗ బܽदڒ द࡛  లߘ  ఈ ߖయమంޜ ࣋ए ంచవ۪ऐށڷ ޜల ࡛࡮ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޳ࡶ   తࡌछ త ࢗ ࠭࠲క द࡛ కएࡅ   
లࣾణం࢑ ࡹవࡍంۨన ڔలక ߖయమం వࣆफం޴  మ࠾ࡍ అࡓ ޴ంࢗ ݡక द࡛  ల ݟܔంߩ అం݄  ࠭࠲  ఒక పࠪࡍణం 
ऒߖހࠪࡍప ݡంࡓ ޳ࡶ కࢗ  द࡛  అߦۮ ߖओ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇࢗ ޴క द࡛  ల సంకలన ߖయࠪߖऒ  అߘస࣋ࡍफ  ఇߩओ  ݡ
ओߧۮ ߖߩంݟܔ ఈ ࠭࠲ న ऱܿ ࡓ  ࠭࠲ంݡ పదमޔల ޳छ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ࡌ  నం߄సࠪ ښఒ ڕమన ޜߖ޳ ,
వࣆफం࠴ ࡹܽ࢒  ޴దܽ޴ సంకలనం ࡅకए  ऴࠜޒజం చటदంߧ ڴలవంݟ,  
కࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  ఉం޴ మࢗ ࠾ࡍక द࡛  ఉం޴ మࢗ ࠭࠲ ࠾ࡍక द࡛ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖ  ࠭, ఇ޴  a b r
ఒక పऱ࣒  సࠪనం ړࠉ 
బܽद ఇకएڒ డ ߖ޳ ࠭࠲ పऱ࣒ కࢗ ࠭࠲ ంܼ࠭ڕఎం۪ ߖ  द࡛ కࢗ ంܼ࠭ڕఎం۪ ߘ  द࡛ फࣃڶ ߘ  ࠭  b a 
फࣃڶ ߖ द࡛ڒࢗ బܽद మనంڒ ࠭,  ఇߩओ కएࡅ ݡ  తల߯ ࢗక द࡛ ఉనऒ ࡹఅం݄  ۨవర ࡯࠻ڶ ߘ   aߖ द࡛ڒࢗ ޜకޜߖ޳ 
फࣃڶ ࠭, 
కࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  ఉం޴ 
फࣃڶ  ߖ द࡛ڒࢗ ڕబܽद మనڒ కएࡅ द࡛ڒࢗ  .࠭  తల వదभ ޜక ఉం޴  a 
కࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  ఇకए డ ఉం޴ ఇ޴ ఇ޴ a a b 
ओߩబܽद ఇڒ వ࡛झࡍ ݡ  ఆర न࡛ కएࡅ జంࠜޒऴ ۯంߧߖక ࡹ  ऒߕफࢂࢗ ڕవర ݟంߘ మనం ߩ࢙ డవ࠮  ࠭ a b 
۫డంݟ ఇߩओ కएࡅ జంࠜޒऴ ݡ వ࡛झࡍ  ࠾ࡍమ ߩ࢙  ఈ ߩ࢙ డవ࠮   ఆర न࡛  అం݄ ߕ ఉ޻भశङ ం ఏࠫటం݄, 
వ࡛झࡍ ߘߝ ,ߘంܼڕࣆޓ ߘ ߤࡷ ఈ ߘߝ  फ࣋ࡍసߘఅ ߘలހࠈ ߘߝ ,ޙڵࣃనڜ ڕవర ݟంߘ ߘߝ  a b 
ఆర न࡛ పऱ࣒ ޴ఇ  ,޴फంࣆఇ ߖ ڕߕ ޴ఇ ߩ࢙ డవ࠮ ఈ ࠾ࡍమ ߘంܼڕࣆޓ ߖ  సࠪనం r b ړ 
కࢗ ݟంߘ జం చటदంࠜޒऴ ޴బܽद ఇڒ द࡛  ࠭ޑ޶ం߰ ࡮ఎ ߘߩంݟܔ 
 ,ࡏఅంܼ ߖజం చటदం అࠜޒऴ ߖߖ޵  బܽदڒ
కࢗ ݡంࡓ బܽद మనంڒ द࡛  లߘ ఒښ ऴకమంࣃڶ ࡹफ ࠭. ऴߖ܉ࠜޒऒ ࡍߪ  फ ࣃۯफ ࠭  మ࠾ࡍ ऴࠜޒజం ࡅకए  డవ࠮ 
వ࡛झࡍ ߩ࢙  ఆర न࡛ కࢗ ڕࠪ ࡹ  द࡛ झ  మߖ ࠾ࡍ ఇࣆफం޴  ప ऱ࣒ a b  t ޜ ఈ , ࠭ࣃ۫ అం݄ ఏࠫ݇ మనం ࠉ 
ऒߖక ऴకࠪݟږ వ࡛झࡍ  भ޳ۯ  ం  ࢗక द࡛ झ द࡛  పڒࢗ  ऱ࣒ फࣃ۫ ߖ  wo  b a ࠼
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ కࢗ  ߘߝ ڴ࢑ధం ంۨనࡍ࢑వ ڴ޶ం࠭ ߘߝ వ࣋फ ࣄయవలۯ  द࡛ फࣃڶ  కࢗ ఆ߯ ߘ द࡛  కएb biࡅ 
కࢗ క߯ޜ द࡛ फࣃڶ ߖ  a ߘ
వ࡛झࡍ  ݟడం۫  ߘߝ ఆ߯ ޴ఇ ޴బܽद ఇڒ  ఆర न࡛ b a r 1 ޴ఇ ,޴फంࣆఇ ߖ द࡛ڒࢗ ڕߕ ޴ఇ  ߩ࢙ డవ࠮ ߖࡹ  b 
 ప ऱ࣒ ओߩఇ  ߖసࠪనం అ ړ  కࢗ ,࢑షయం ఏࠫటం݄ మనం ऴగࣕంۨన ݡ द࡛  అࢗ ޴ߝక द࡛ a ߝڴ࡮  r 1 r 
ఉంܿం޴.   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߝ޵  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  కएࡅ द࡛ సంకలనంڒࢗ ࠭࠲   క ङ࠭ b a b ߖఅ  ࡮ ݄࢟ܽ
फࣃࡱߧ ࠭ 
కࢗ  ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍబܽद  మڒ द࡛    సంకలనం ࡅకए  క ङ࠭ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡮ ݄࢟ܽ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए ޜల ࡛࡮
జరగߖݞऒ फࣃ۫ ࠭࠲  ࠭, అڼ࡮ ఒక ప ऱ࣒ ఉనऒ ڕతफం మన࠴    ప ऱ࣒ फޑ࠴    b b a ݡ࠮ ࠭࠲  సࠪనం ړߖ
 फࣄడవ ఆ࠮ ޙߧ࡯క ߘद࡛ లڒࢗ
ओߩబܽद ఇڒ కࢗ ݡ࠮  మనం ݡ द࡛  ల޳ݟܔ  ߘभ ం మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధం࢑ ࣋۫  ࡏࠬ ڴధంڴ AB c 
ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ ߖߖ޳ ࠭࠲   మߖࡍऒ కࢗ  द࡛  లݟܔ ߘంచడం మߖڜ ࠾ࡍऒ   ڴ࢑ధం ࣋۫ ࡏࠬ  ऱࡏࣃ
 ڴఅదనం  .ࡏచటदం అంܼ ܊బࣗࠜ ߖߖ޵
బܽद ఇకएڒ డ ۫޳भ ం 
కࢗ ࠭࠲ ړߖ޳ ,޴द࡛ ఉంڒࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛ फࣃݟܔ ߖࠉ  ࠭ మ޶ڒ ࠾ࡍ  మనం ۫ࣆफనऒ  a  w a plus  ޴

మ࠭࠲ ړߖ޳ ࠾ࡍ b c 
బܽद పڒ ऱ࣒ फࣃݟܔ ߖ  ఈ ۪కए  ޴फ ఇ࣋۫ ߖߖ޵ ,࠭ ల ࡔఖ ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ పऱ࣒ ݡ b ړ  b
झ࡯ంۧݟܔ న ࠮డవ ࢗక द࡛ కएࡅ  ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡక వదभ ఉంచబޜ   c  b ߖߖ޵ మనం ݡ
ओߩనࣄ۫ ऒߖ܉ࠜޒऴ ߘߝ ݡ ࡍߪ  फ ۯయړߖݞ పऱ࣒ వङ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍफ  మ࣋ݟܔ ߖ  ci b ࡹణంڝ కࡔޒ
ओߩనࣄ۫ పऱ࣒ ޴ఇ  ݡ  b 
బܽद ఇకएڒ డ ఈ ڒࢗद࡛ ఇڕߕ ޴ పऱ࣒ ప   ޴फంࣆఇ ߖ  ऱ࣒  b c 
అకए ࠭࠲ బܽदڒ డ ఉనऒ  అߖऒ కࢗ  द࡛  ల ࡅకए  బࣗࠜߖ܊ ఏరओ फࣃࡏ ࠭  మߖ޵ ࠾ࡍऒ ࡍߪ  फ ࣋ۯ ۨవߩ࢙ ࡍ 
అߖऒ కࢗ  द࡛  ల ޑ࠴फ ऒߖ  మనڕ ఇࣆफం޴  ఇߩओ ऐࡏࠪ ߘకݟږ మనం  ݡ  ڵ࡯సంబంధం క ࡮ఎ ޴ం݄  ఇڕ
ఉం޳۫ ޾भ ం. ࢗక द࡛   ప ऱ࣒ కࢗ మనం ڴ޶అం݄ ࠭ం ݟడం۫ ߖ  द࡛ झ  మࣃݟܔ ߖ ࠾ࡍफ ࠭ a  plus b c b c
కࢗ ߘߝ బܽदڒ द࡛ झ  మ࣋ݟܔ ࠾ࡍफ ڕߕ ఈ ۪కए ల ࡔఖ వࣆफం޴ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ వङ క అరࡔޒ बంࡹ b c  
 ࡯࢐ڝࣆޓ
 బܽद  abcڒ
फࣃ۫ ߖ ߤࡷ ఈ ߘߝ బܽदڒ కࢗ  ߘ द࡛ ప ࠉ  ऱ࣒ కࢗ  द࡛ ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ࣄ  ओߩంۨనݟܔ ړ  ऱ  ఎ పࢁమ ݡ ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒  AI
 ݟందం߰ ࣄ
కࢗ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ द࡛  ఎ ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ కࢗ ݟంߘ  ݭ࠻  द࡛   ప ऱ࣒  మޑ࠴ ࠾ࡍफ  d c  a b c ڴసࠪనం ړߖ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ లࣾߖހऒ  అ࣎࢟ܽࡃࣄ ऴߦపࡎ द అంܼࡏ  
ओߩబܽद మనం ఇڒ కࢗ ݡ द࡛  లݟܔ ߘంచవ۪ऐ  
ओߩబܽद  ఇڒ మనం పऱ࣒  ݡ కࢗ फ࣋۫ ߖ న࣒࠳  द࡛ फࣃݟܔ ߖ  ࠭  ऴపږޒలంڴ ఉండܼߖ޵ ,ړߖऒ a ړߖݞయۯ 
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ऴపయޒऒ भ޳ ం, 
కࢗ ޴బܽद ఇڒ द࡛  ఇߩओ  a  a ޻అ ڵࡍޒ ߘߝ న࣒ అం݄࠳  అం݄ ,ߘޑఉం۪ ߖ द࡛ڒࢗ ߘߝ తల߯ ߖ޵ ݡ
फࣃవ ړ ݋ం࠼ߦ   ߘ
ओߩతफం ఇ࠴ ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ కࢗ ݡ द࡛  అޔ࢓ంڒࢗ 0  ࠭࠲ ޴द࡛ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ 
ऐۯంచడం వలऱ వݟܔ ߖ  ఒక ړ న࣒࠳ ߖࡹߖ޳ బܽदڒ  ఫ࡯తం  ࢗక द࡛  0
మనం ఇకए ࠾ࡍమ ޴޻బܽद మనం ߰ంڒ డ ߘంݞږ ݟ  తڵ ठంచవ۪ऐ    మߕࣆ ࠾ࡍऒ కࢗ  द࡛ ऒߕࣆ   द࡛ aڒࢗ 
ఏ ࣋ए नࠈం࡮ ړߖ࠻సమ ࡛࡮ ऒߕࣆ ڕࠪ  ޴फంࣆఇ ߖ ఇవछ ߖ द࡛ڒࢗ   ంݟ మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ ߕࣆ ޜऒ  ࣋ए  ࡛࡮
ऒߕࣆ फ࣋ށڷ   ޴फంࣆఇ ߖ द࡛ڒࢗ 
ऒߕࣆ ࠭࠲ బܽदڒ కࢗ  द࡛ రछߖ ڴ࢑ధం ఈ ߖ  ۨంۧ࠭ మ࠾ࡍ మనࢗ ڕక द࡛  ల ݟܔంߩ ఉనऒ ݄ऱ  ڒࢗ ࠭࠲द࡛ ల 
వङ వకలߖߕऒ  ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ࣋फ ఇ޴  అం݄ మనం  ࠳న࣒ ࡍڷ ࠉంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ మߖ అర बం అޙ࠼ 
ఇښ ޴వలం ऴపޙङ క సందరग ం అదనంࡅ ߖߖ޳  ࠭࠲ ,ڴకए  ప ऱ࣒  द࡛ bڒࢗ ऴ࢐యగల࠭, అం݄ మనం ڴ న࣒࠳ 

కएࡅ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ फࣃݟܔ ړ న࣒࠳  ࠭, అం݄ ࡅకए వ࡛झࡍ   అం݄  ࠪڕ పऱ࣒ a ߖࠉ న࣒࠳  v v 
ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऐࡍమనం చ ݡ ంۨన ऱܿ  ఇ࠭࠲ ޴   ऴࠜޒజం చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨ సంకలߖߕऒ  
ओߩఇ ,ࡏࣃ۫ కࢗ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ  ޴ండవ ࠪరठం ఉంࡓ ݡ द࡛  ల ݟܔంࡅ ߩకए  సࠪంతర చࡏޔग జం  ߖయమం
అࣃࡱߧ ߖफ गࡏޔసࠪంతర చ ࠾ࡍమ   ࡏ జం చటदం޴࣋ۯ ࠭࠲ ࡹ ఏࠫటం݄, ࢗ  ࠭࠲క द࡛  లߘ మ࠾ࡍa 

అమరऐ ࡹసమయం ښఒ ڴ޶ం࠭ ࡹ࢓޶ంࠉ ښఒ ߘకలޜ డం  ࠬࡏڷ ڕफనऒ టऱ࠭࠲  ޙ࠼ ࠭ంߖ ڴ޶ b a
ఉంۧ࠭ మࡅ ࠾ࡍకए  తల߯  ڒࢗद࡛ ޜ ߖ޳ ߖࠉకޜ తలޜ సࠪనంڴ ఉం۪࠭ޑ, ఇߩओ ఇకए ݡ డ a 
మనం ߕ ޴࣋ۯ వదभ ࢗక द࡛  ఉంߖ޵ ߘߝ  ,޴ऒ కࢗ  द࡛ ऒߕంܿڕߘంۧలݟܔ ړ   a  b ߘ
కࢗ ߘߝ బܽदڒ द࡛  మࢗ ࠾ࡍక द࡛ ఉనऒ ࡹ࢓޶ంࠉ ښఒ ࡱకޜ ߘޑఉం۪ ߖ  ం޶న ఇߩओ a  b ݡంࡓ  ఇ࢑ ݡ
ऴపకए ݡంࡓ ޳ࡶ ࡮ߩ࢙ ఉనऒ ߝ  ࡱ܉ࠜ 
गࡏޔసࠪంతర చ ߖ࢐ܽ  బܽद మనంڒ జం ࡅకए  ऴపకए ఉనऒ ߝ ऴపకए ݡంࡓ फ  ఇ࢑࣋۫ ࡮ߩ࢙  ఉనऒ ߝ  
 ࡱ܉ࠜ
गࡏޔసࠪంతర చ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ܉ ࡍߪ  फ ࣃۯफ ࠭ అం݄ మనం  ߘ ࠭࠲ంڒࢗ ݟद࡛ ࣃڶ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ  ఈ b 
దశ ߘంݟ మనం మࡖక ڡࢗ द ࣃڶ ߖफ  సࠪనం b ړ ޴ఇ ޳ࡶ  ࠭
गࡏޔసࠪంతర చ ޴బܽद  ఇڒ జం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛ झ కएࡅ  ङࡃరంభమߦऴ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ రణ߄ࣃ   ఈ 
࢑కర पం ޜక ߘం࠴ ݟదలࡃङ  సࠪంతర చࡏޔग జం ࡅకए  ࢑కర पం  ఇࢗ ޴క द࡛ ऒߖڜ  ޴సࠪనం ఇ ړ   ऱ ఒక rࡏࣃ
 ప ऱ࣒ फޑ࠴  ऒߕफࣆڵࡆఉప ڕ޶ఎం ߖ ࡏࠬ సࠪనం ړߖ ࠭ ఎం޶కం݄  తర۪ޑ࠴ ܽ࢒ ڴफ ऒߖ  b sine r
ఫ࡯తం అࣃࡱߧ ߖफ ۨ ߕ޼ఏ ࡏࠬ ښ޶అం ,ࡏ ऒࣔ ऒߖ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  
బܽद ఇకएڒ డ  సࠪంతర చࡏޔग జం ࡅకए  ࢑కర पం ࠪࢗ ڕక द࡛ झ  మޑ࠴ ࠾ࡍफ ऒߖ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ a b 
ఏࠫܽ  ߦङ गࡏޔद࡛ ల సࠪంతర చڒࢗ   ߖ ݭ జం చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨ ڒࢗद࡛ ݟܔంߘߩ ఈ ࢑ధంڴ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ సओ షदంࡓ ࡏࠬ  ڴండవ ࢙ߩ ۫࣋फ ఇ޴ సࠪంతర చࡏޔग జం 
కࢗ ߩ࢙ బܽद ఈڒ द࡛  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ  b   
࢑కర ంۨనࠚల ڕబܽद మనڒ पం  ఇకए డ మ࠾ࡍ ऴకమబదमంڴ ఉంచబݟనటऱޙ࠼ ऴࠜޒజం ࡅకए  a   b 
డవ ࠜజం తపओ࠮  మ޶ࡶ ࠬࡔ  , 
गࡏޔసࠪంతర చ ࠭࠲ బܽदڒ జం చటदం మڒ ࠬࡔదࣃ۫  ߖफ ࠭  ,   ऴࠜޒజం ࡅకए  సంకలనం వࡵ  అ޻ 
ఫߖޑ࡯ऒ  ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖڜऒ  द࡛ aڒࢗ ం݄, మన వదभڕߘలݞ۫ ߖࠉ న࣒࠳  फ  మనం࣋ۯ ࡮ऱ ఇࡏࣃ
మ࠾ࡍ ఇࢗ ޴క द࡛  అ࠳ ޙ࠼న࣒ ߖ కڝߘए ओߦۮ ߖఅ ࡯࢐ ࠭,  ఆ߯ ߘߝ ఈ ࢙ߩన ఉనऒ  న࣒ b b b࠳ ݟంߘ 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖࠉ ࠭  ఈ ऴߖ܉ࠜޒऒ ࡍߪ  फ ۯయంݟ,  త޳छ కࢗ ఈ ࡌ द࡛ కࢗ  द࡛ కࢗ న࣒࠳  द࡛   a b ړ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ a b 
వङ ࠭࠲ బܽदڒ వకలߖߕऒ  ఓۯ ښయగల࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए  ݡ డ ࠬࡏ ऴగࣕం࠳ ޴ۯన࣒ అ࠳ ޴ߝన࣒b b 

ఇకए ޴వ࣋फ , ఇ ࣄయవలۯ న࣒࠳ ߘߝ  ޶ڒ సࠪనం ړ డ వङ న࣒ a࠳ ޴కదలడం.  ఇ ݡంࡓ ࡹశ޴ కࡔޒ b a 
అޔ࢓ం޴ ఈ ࡓంݟంܽݟܔ ߖం۪ అߘߝ ߖ ߰ంߘޑ޶, అం݄ ߘߝ ఈ ऴߖ܉ࠜޒऒ ࡍߪ  फ ߘߝ  ߘࢡۯ ai 
ऒߖ޵ फࣃۯ   ߘ
ړపం ޻అ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ फࡹ వࣆफంࢗ  ޴క द࡛ న࣒ b a࠳ ޴అ ړߖ܉ߖ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳  b a 
 b ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳
వङ బܽद అ࢑ڒ ऱࡹశ޴ కࡔޒ  వࣃफ ए࣋ ڕమన  ࠼ नࠈం࡮ ࡛࡮  ఉం݄ అ޴ పऱ࣒  b  .޴ంޔݡంచబށڷ ޜతफం࠴ 
नࠈం࡮ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ नࠈం࡮  छࡌత ޴ంޔݡంచబࡍక࢒ధృ  ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ऱࡏࣃ  త మనం  ࡱ࣎ࡓ అߖ a b
फࣃࡱߧ కࢗ  ࠭ द࡛ झ  అం݄ మనࡓ  ڕంࢗ ݡక द࡛ झ   మ࠾ࡍ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, అ࢑   ఒక ࢑ࠪనంࡹ a b 
छࡔ࢘ ऱࡹశ޴ ࡏ ऒߕࣆ  కࢗ డవ࠮ ࡹ࢑ࠪనం  ښఒ ڕమన ࠾ࡍమ ࡱ द࡛ڒࢗ ߖڒ  द࡛   ఉం޴ మ࠾ࡍ  ఇߩओ   a ݡ
మనం ఒ࢑ࠪ ښనంࡹ ఉనऒ  అߖऒ కࢗ   द࡛  ల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ 
ओߩబܽद ఇڒ పओۮ మనం ఏࠫ  ݡ గలం ఈ ࢗక द࡛  
కࢗ द࡛ڒࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  ఉం޴ ఇࡔ࢘ ࢑छ ऱࡹశ޴ ࡏ  ఉంܼ࠼ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉండవలࣄన aa b  
అవసరం ޶ࡶ  అښ ࢑వలం ࡓంࡔ࢘ ݡछ  a ޴द࡛ ఉంڒࢗ డవ࠮  ڕమన ࠾ࡍమ ࡱశ޴ ࡏ
ऒߕఉ ࡱ࠻࢑ష ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ओߩఇ ࠾ࡍమ  ࠼ పओۮ మనం  ݡ గ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄  ڒࢗद࡛ ߖ ab a a
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కࢗ ݡంࡓ द࡛  ల ࠴తफంڴ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ .  ఈ ࡓంࢗ ݡక द࡛  ల ऴపޙङ కత ఏࠫܽ, ࠴ ࡹܽ࢒దܽ࢐  ޴సफవ సంఖङ  ޜ
नࠈం࡮ ޴ఇ  ,޴ంޔݡంచబށڷ  అߖ అڕߘం޳ం మࡓ ࠾ࡍండవ సంఖङ కࢗ  द࡛  అߩۮ ߖओ   ࢐సफవ b  .ం޳ంڕ
సంఖङ నऒࠚ ڴరణం߄ࣃ ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜ ంڴ ఉంܿం޴  అۮ ߖపओ ంݟ, mu 
ओ߮ۮ బܽद మనంڒ नࠈం࡮ , ఏࠫటం݄ ޴ ࡓ  ऱܿ ۨనऒ ࡓ ࠾ࡍమ ޴ ऱܿ ۨనऒ వङ ڴ ޴ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ   mu b
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ యవ۪ऐۯ   మߖ޵ ࠾ࡍऒ  అర बం ڝࣆۯవࢗ  ړߖݞక द࡛   ంచడం  సࠪనం ab opޒమߘఅ ߖ 
छ޳ ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ छ޳ ,ߘ द࡛ڒࢗ ۯంۨࣇ ࡌ फࣃڶ ߘతڶ ఒక ڴసࠪంతరం ړ ࡌ ࠭, op o  a  
కࢗ ࡱబܽद అసڒ द࡛  ఇ࡮ ఉం݄ ޳छ फࣃڶ ߘతڶ ݦఉం ڴసࠪంతరం ړ మనం  ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ అసࡱ a o   a 
కࢗ द࡛  ఇ࡮ ఉం݄ మ޳ ߖ޳ ࠾ࡍछ फࣃڶ ߘతڶ ఒక ڴసࠪంతరం ړ ࠭࠲  ࡌ ࠭ b p  b 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߕఉ ࡹశ޴ ఈ ݡ ࠭ b 
ओߩబܽद ఇڒ फࣃڶ ߘతڶ ఒక ڴసࠪంతరం ړ ݡ ࠭ b 
ओߩబܽद ఇڒ नࠈం࡮ ޴ఇ  ݡ కࢗ ండవࡓ ޴ఇ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ  द࡛  అޔ࢓ం޴, ఇࡏࣃ  ޴ऱ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄mu b 
ఇړ ޴ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ b 
ऐۯవ ࡹ రకంڒ   ఈ  .ࡔస ߕ޼బܽद ఏڒ  ߰డ࢓ అڒ  ޴ߝరకం ࡮ంࠈन ऒڵࠪ ࢓డ߰ ࡹ  mu ޴फంࣆరకం వڒ ߤషښ߸
नࠈం࡮ బܽदڒ కࢗ ߖ  द࡛  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ  మనం ߮ۮओ  a plus mu b  a ࡮ఇ ࡍࣃఏࠫటం݄, ఒక ޴
షएࡍद࡛ పڒࢗ फ࣋ۯ ओߦۮ ߖందݟంచబࡍ కࢗ ݋ంߜం߱ڒ ݡంࡓ ܿߦ ޜలڴ࠙ ݡంࡓ  ࡯ द࡛ झ नࠈం࡮   మ࠾ࡍ a a 

ओߩఇ ࠾ࡍంట మࢗ  mu b a b  a bߗڒ  ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘల ߤయం݄షࡍఓ ߕఏ࢙ ࠾ࡍమ ڴరణం߄ࣃ ݡ
అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ సࠪంతరంڴ ఉండ࢓ 
ऒߝ޵  బܽदڒ  మనం ࢗక द࡛ झ ङࡲజࡍ  షߤ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭  ఇߩओ కࢗ ݡ द࡛ కएࡅ  ङࡲజࡍ  షߤ సరछ  రణం߄ࣃ
అޔ࢓ం޴  ఒక࢘ళ ࢗక द࡛ झ  మ࠾ࡍ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉంܼ࠼  మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ఉనऒ ࢑ a ba  
లంబ ޴శࡍ ࡹజࡲङ షࡍڷ ߤంۨ  ࠪ ऱܼ కࢗ ݋ߖ࠿  ڴ޶మనం ࠭ం ޶ం࠭ ݦ द࡛  అߧ ߖలవబ݋ߖ࠿ ݦ 
కࢗ द࡛ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ డࢗ ݋ߖ࠿ ࠭ޑక द࡛  అڵࠪ ޴ߝऒ ङ݀ కएࡅ 1 ݭ కࢗ  द࡛ झߤ࣊ ࡽనࣾࡓݧ ړߖ޵  ,  ఉంܿం޴ 
ओߩణం ఎలऱࠪࡍప ߖ޳ ߗڒ ఏకతछ ݢ ం మ࠾ࡍ  
फࣃۨࣇ ߖ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ڴరణం߄ࣃ  బܽद మనంڒ ࠪ ంۨࡍڷ ߖ޵ ,࠭ ऱܼ ओߩనݟ డ࡮ऱ  ߖߨ݇ ࡽంబࣄ ࠭࠲ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭  మߖߨ݇ ࠾ࡍ ఉపڵࡆంۨనߩओ కࢗ మనం ݡ द࡛ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ऒߕޔݡ ం, ߖ޳  పࠪࡍణం   
ఒకܽ మࢗ ݋ߖ࠿ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍక द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ 
ओߩబܽद ఇڒ भ޳۫ ݡ ం  ࡔڒ दࣄయߤ వङ వసब  మన ࡎڒ दࣄయࣄ ߤసद࠹ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఇߩओ  ݡ࠮  ݡ
फࣃࡍ࢑సफ ڕలހڝ ࠭  
కࢗ బܽदڒ द࡛ फࣃۨࣇ ޜలހࠪࡍయ పޓࠫޒऴ ߖ޳ ߖ  ࠭, ఉ޳హరణڕ మనڕ  అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ a x y z 
అࣾం ߄ࣃరణ ࠉం࢓޶ కڵ࡯ ఉంܿం޴.  మ࠾ࡍ మనం ڒࢗद࡛ ߘ ߖంݟ వరڕࣆޓ ڕం݄, p xyz  o p xz 
 ߮ ऱߘ   ࡹ ߤంݟ లంబంڴ ऴࣄۯ  ߵݞ, ఇߩओ ఉనऒ ࡹ ࠹व߯ ,ޙࡍۯ ࡹ ࠹మనం व߯ ݡ  ఖۨऐ త࠳న ߮ऱߘ ߤp op p 
ओߩఇ ޙ࠼నటऱړޑ కࢗ ݡ द࡛ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ  వछߖ ం޴  .ݟ  ఇ࡮ۧ ޴ సओ షदంڴ ఉం޴ व߯࠹ పऱ࣒  a op n op 

व߯࠹ అړ ޴ߝ సࠪనం  ఇߩओ కएࡅ ࠹व߯ ݋ం࠼ߦ  మనం ݡ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, అ࢑  p p op p x 0 
߮  ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړ ऱߖࡹ ߤ ఒక ࠼ߦం݋ z z 

కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ࡍఆڝ  न݋ߝ व߯ߖ޳ 0 ࠹ మ࠾ࡍ మనం ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄, ࠼ߦం݋ y p  x 0 z  p 
व߯ߘ ࠹ం࣋ڶ ݟफ మనం అࣾం  ڕ  లంబంڴ మ࠾ࡍ व߯ߘ ࠹ంݟ అࣿړߖ లంబంڕࣆޓ ڴం݄ x p z  
ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఈ ޷రం మ࠾ࡍ ఈ ޷రం అޔ࢓ం޴  ఇకए డ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ అڒࢗ ޴ߝद࡛ z  x x 

కएࡅ కࢗ  ࠭ޑࠋۮ  ࠭࠲ ߖఅ ޴ంޔ࢓అ ݋ంߜం߱ڒ  द࡛ కएࡅ   ࠙గం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ opz x x op z 
అ࢑ ޻ధంڴ व߯࠹ ఇړ ޴ సࠪన పࠪࡍణంࡹ ఉంܿం޴ p p  y
కࢗ  ޴బܽद ఇڒ द࡛ కएࡅ  కࢗ ఈ ݞږ ݋ంߜం߱ڒ  द࡛  అࣾం࠻ ޜంࡽڵ ఆ࡮औ కࢗ ,फ࣋ۯ ߘ द࡛  op y op   x op  

అࣾం࠻ ޜంࡽڵ ఆ࡮औ ఇకए ߖߖ޳ ߘߝ  फ࣋ۯ ߘ డ ۨऴతంߘޑߩ۫ ࡹ  x 
औ࡮ఆ ࡽڵం࠻ ޜ బܽदڒ op x ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ  ߘܼࠊ ࡽڵం࠻ ޜఅࣾం ޴అࣾం ఇ  ޴फంࣆۯ ߘ y 
ऒߖހڝ ऒߘ߭ లڷడవ రం࠮ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ   ఉపࣃڵࡆफ झړ࠻ ߘ  ma  z ࠪڴ  ణంڝ ఒక ޜ ࣒
అޙ࠼ మన వదभ ఉనऒ औ࡮ఆ ߤ࣌ڜ ޴ఇ  ݋ంߜం߱ڒ  ޴  x op y op ܼࠊ ߤ࣌ڜ ణంࠪࡍప ݋ంߜం߱ڒ  
మڒ ࠾ࡍం߱ߜం݋  పࠪࡍణం ࠪڴ ߤ࣌ڜ పࠪࡍణంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ z op 
फࣃࡱߧ ߖఅ ࠭࠲ బܽद ఇ࢑ڒ ࠭ xy 
కएࡅ द࡛ڒࢗ ޴బܽद  ఇڒ  ࠙గం   ఇࡅ ޴కए  ࠙గం మ࠾ࡍ ఇࡅ ޴కए  ࠙గం  ఇߩओ  op x op y op z ݡ
మనం ࣃۯफ ం అం݄ మనం మ࠾ࡍ అࣾం ࢗంట ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛  లߘ ऴࣃ࢐फ ࠭ ఇߩओ  xy z x ڴबరంࣄ ࡱ ఈ ݡ
ఉంܼ޴ ࠼శ 
ంట ఉనऒࢗ బܽद అࣾంڒ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛ ంట ఉనऒࢗ రణం అࣾం߄ࣃ ࡮ۧ ޴ఇ ࠭࠲  సంڝ   x i y ݋ߖ࠿ 
కࢗ द࡛ ۨ ࠭࠲ సంڝ  ऒࣔ ऒߖ   ఉపࣃڵࡆफ ࠭ అࣾం ࢗంట ࢗ ݋ߖ࠿క द࡛ j   z k ߖ फࡏڷ ࠭࠲ సంڝ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, అం݄  ఇ࢑ అޙ࠼  మࢗ ࠾ࡍక द࡛  అࣾం ࢗంట ߰డ࢓ ఒకܽ  ࢗక द࡛  1  అࣾంxy zx'sa x ia j 
ంట ఎకएࢗ కࢗ 1 ࢓ంట ߰డࢗ అࣾం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ߕݧ द࡛  అޔ࢓ం޴  మߘߝ ࠾ࡍ j z k   i 
పࠪࡍణం ࡅకए  పߖހࠪࡍऒ  కߕھߘలڕߘం݄ ࡅకए  మࡅ ࠾ࡍకए  పࠪࡍణం  ࡍڷ ߖ޳ంۨ j k 
ఆۨࡹంచంߖ࢐ܽ ݟ అߖऒ ంܽڔ కڵ࡯ ఉంܼ࠼  ఒకܽڴ ఉండܼړߖ  మڕߕ ࠾ࡍ  ఉప ߄ࣃరణ ޴శڒࢗ ࡹद࡛ a
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ఉం݄, ࢗ  ߖ޳ంట ఉనऒ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛ ऒڵࠪ  ङ݀ కࢗ ݭ द࡛  అޔ࢓ంߘߝ  ,޴ ߰డ࢓ అߝ పߖ޳ऒ  ఉపڵࡆంۧ࡯,
ऒڵࠪ ࡹశ޴ ఒక ߘߝ ङ݀ ओߦۮ ߖఅ  ݭ కएࡅ  .࡯ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛ फࣃࡱߧ ڴ  1ߘफࡏڷ సం మనంڝ ߖ޵ ,࠭ a  n 
ఉపࣃڵࡆफ ऒߖڜ ޳ࡶ ࠭ फࣃڵࡆఉప ߖ ޜߨ݇ ࠭࠲  ऱࡏࣃ ࠭ మ࠾ࡍ అߝక సం܉थ e sub a ࡹలߕࠪ
కࢗ  ݋ߖ࠿ द࡛ కएࡅ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖ  ऒߖ࢐࠙   ఇవछ   a a ڕమన ޜߨ݇ ࠾ࡍమ   ړߖݞ
 द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ఒక ޴ఇ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ
ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ  ߖ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ࡹశ޴   రణ߄ࣃ ߕ޼బܽद ఏڒ  మ࠾ࡍ అ޴ అ࡮ అࢗ ,ޙ࠼క द࡛  అޙ࠼ a  
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴణంࠪࡍల ప࡮ڒ द࡛ڒࢗ ޙ࠼द࡛ అڒࢗ ݋ߖ࠿ ంటࢗ ߖ޵  ణం n a  nࠪࡍల ప࠻సమ  ޳ࡶ  
ఈ ࢑ధంڴ మనڒࢗ ݋ߖ࠿ ڕद࡛ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ द࡛ڒࢗ ంటࢗ అࣾం ࠾ࡍమ  ݡ  x y 
ङࡲజࡍ షڕࣆޓ ߖ ߤం޳ం 
ऱߦ బܽदڒ भ޳۫ ߖ ࣒ښ ࡛ߕ ం.

అࣾం అం݄ అࣾం మܼޓ ࠾ࡍ మధङ  ణం   y x abڝ 
ओߩబܽद ఇڒ కࢗ ޴ߝఅ  ޙ࠼అ ݋ం࠼ߦ  ޴ఇ ݡ द࡛   తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ p thi s is oop a 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ߘߝ ݡ డ ߘంݟ లంబంڴ ऴ࣋ۯ ߵݞफ  ఈ ࠉంߘ࢓޶ అࣾం ࠬద లంబంڴ ऴߵݞ y  pxi 
भ޳ۯ ం, ఇ࠼ߦ ޴ంڴ ݋ ఉండߖవछ ంݟ,  ఇࢗ ޴క द࡛ సओ ࡮ۧ ߖసࠪనం అ ړ  షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఇ޴  py op o 
ऱ  పࡏࣃ ऱ࣒   ప ऱ࣒  తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ޴ ऴߦరంభం ࢗ ޶ࡶڒక द࡛  ఉంܿంړ ޴ సࠪనం px o  oopx opy a op

సࠪనం,  ప ړ ऱ࣒ సࠪనం,  ఇకए ړ  డ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అࣾం మ࠾ࡍ ߯ ఉనऒ  op opx   opy px py x y opx
ం࠼ߦ ऱܿ మ࠾ࡍ ఒకߖߖ޳  ࡏ ఉప࢑࠙గంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡓ   ऱܿ అం݄ పࠪࡍణం, ఇ࠹݅ ޴ opx x i opx 
కएࡅ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿  x x ay ߘߝ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴܿߦ ޜ ߤࣾࡓݧ ޴ఇ  ,޴ఉంܿం ڴ ݋ంߜం߱ڒ 
झ࠹݅  అߖ ऴ࢐యగలߘ j 
బܽद ఇకएڒ డ మన దగ ठర ఉనऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ߖ द࡛ڒࢗ  ߘߝ ޴    ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ a axi ayj a x ay 
లߘ మࡱڴ࠙ ࠾ࡍ మࡱڴ࠙ ࠾ࡍ అంܼࡏ  ax ay x y 
కएࡅ द࡛ڒࢗ ࠾ࡍబܽद మڒ  మࡱڴ࠙ ࠾ࡍ ఇߩओ एڝߘక ߖ द࡛ڒࢗ మనం ݡ ࢐లڕߘం݄ ax ay x  y a  
యవ۪ऐۯ ݞږ .  మھ ܿߦ ޜ ࠾ࡍడन࡯  మ࠾ࡍ x y ay, 
ऱߦ ࠭࠲ బܽदڒ కࢗ ࡹ ߤ द࡛ ठࡌࠪ ݡంࡓ ړߖݞऴ࢐య ߖ  ऒߕఉ ࡱ యࣃ۫ ߖफ ࠭ ఇ ࠴దܽ ࠪరठం ఏࠫటం݄, a
మనం  ࡅకए  పߖހࠪࡍऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭  మ࠾ࡍ అࣾం࠻ ࣋ۯ ޜంࡔߖ ߖܼޓ ࡽڵ भࣃࢢफ ࠭ మ࠾ࡍ a x a 
एࡖ߮ ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ంܼ࠭  మࢗ ڕࠪ   ࠾ࡍక द࡛ फࣃఅందܑ ߖ  ࠭ మࡓ ࠾ࡍండవ ࠪరठం a x 
మڴ࠙ ࠾ࡍల ھడनߖ࡯ గށంచడం మ࠾ࡍ  ఆ߯ ڒࢗ ࠭࠲द࡛ ߖ  ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ  ࠭ y ay  axi ayj
మ࠾ࡍ  ఇڒࢗ ޴द࡛ అޙ࠼ ఇڒࢗ ޴द࡛ అޙ࠼ ఇ޴ అࣾం࠻ ޜంࣆۯ ߘܼޓ ࡽڵफం޴, ఇھ ޴డन࡯ ఇ޴ a a x 

ఆ߯ మన వదभ ఉనऒ రऴసం పऱ࣒ޔచ  .࡯డनھ ޴  చޔరऴసం ھ ړߖ܉ߖడनړ࡯  సࠪనం   ఒక ay  a y cos theta 
 సࠪనం ay ޜ ܼޓ ߤࣄ

రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡯డनھ బܽदڒ  ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ  ఒక చޔరऴసం ࣒ڒ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ  ay ڕܼޓ ࡛
సࠪనం, ఇ޴ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం  
  బܽदڒ
కएࡅ ࠭࠲ బܽदڒ  పߖހࠪࡍऒ ए࣋ ࡯డनھ ڴపరం ࠾ࡍమ ࡯డनھ  छ ए࣋ ܿߦ ޜ ࡛ छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡛  a ay ay 
మ࠾ࡍ  ఈ ࠒమघ tan theta ay ay ࡯డनھ ޴फ ఇޔసࠪనం, ఈ ఎ ړ फ ࠬద࣋۫ ߘ ay 
ऒߖబܽद  సࠪనం  ࠬద ఆ߯ అڒ వ۪ऐڒ ࠾ࡍమ ࡯డनھ ࡏࠬ    tan theta ay dx ay࢟ܽڵߜ  ޳ࡶ ࢟ܽ܊ߦ  

ऒߖ࠻࢑ష ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  ఎ࡮ వరए फࣃۯ ݋࢓ ࠭  ఇߩओ ߯ द࡛ڒࢗ  ࡹޒతరగ ࡍప޶త ࠭࠲ ݡ  మڜࡍంత 
సࠪۧߖࡌऒ फࣃڵࣃనڜ  కࢗ ݋ߖ࠿ , ࠭ द࡛  పరంࢗ ڴక द࡛ కएࡅ ߩంݟܔ  ࢩ࢑  ऱషހతघ క  పదमߖޒ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭   
ఆ߯ ࡿࢗ ړߖ޵ ࠭࠲फ కࢗ ࠭ द࡛  లߘ ఉపڵࡆంۨ ࢑ࠪనంࡹ చలనం ࡅకए  ࢑వరణ  ధనङ   ࡱ޳࢐
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