
आज आपण मोशन िकंवा िकनेमॅिटƛचा अɷास करǻासाठी आता िवमानात गतीवर चचाŊ सुŝ  कŝ कारण आपʞाशी संबंिधत 
असलेʞा पįरमाण आपण पािहले आहेत ते ̾थान  िव̾थापन  वेग  आिण Ůवेग आहेत आिण शेवटǉा युिनटपयōत आपण जे पािहले ते 
आपण एका बाजूने गती पािहली होती.  सरळ रेषा  आिण जेʬा आʉी एका सरळ रेषेने गतीचे वणŊन केले तेʬा   जर एखादी गोʼ एका 
िदशेने िफरत  असेल तर जर ती िदशा परत येत असेल िकंवा िदशा उलट करत असेल तर जर आपण ȑास सकाराȏक िकंवा नकाराȏक
िचɎाने िदशा दाखवली  तर  आʉी हे सकाराȏक ʉटले आहे की परत येणा-या िदशेला आʉी ऋण ʉणतो  पण आता आʉी चचाŊ दोन 
िकंवा िũिमतीय गतीपयōत िवˑाįरत कŝ  
ȑामुळे आʉी  हे िȪ िकंवा िũिमतीय गतीपयōत वाढवू आिण जेʬा आपण हे करतो तेʬा िदशा िनदőशीत केली पािहजे एका िमतीय गतीमȯे
एक सामाɊ मागŊ ʉणजे अिधक िकंवा वजा िचɎाने िदशा िनिदŊʼ केली होती  पण आता तो एक सामाɊ मागŊ असणे आवʴक आहे 
आिण हे आपण ʬेƃर नावाǉा पįरमाणांचा वापर कŝन करतो.  याआधी  िवमानातील गतीǉा अɷासाचा पिहला भाग ŮȑƗात  
ʬेƃरचा अɷास करत असेल, ʉणून आपण वणŊन करǻापूवŎ आपण येथे काय पाहणार आहोत हे आपण वेƃर कसे जोडू आʉी   
सिदश वजा कसे करायचे ते पाš, ˋेलरने वेƃरचा गुणाकार कसा करायचा ते पाš.  आता मी ˋेलर ˋेलर ही संǒा सादर केली नाही 
जी मी दाखवणार आहे ती काहीतरी आहे  Ǜाला फƅ एक पįरमाण िमळाले आहे िकंवा ˋेलर ऐवजी आʉी असे ʉणू शकतो की 
आमǉाकडे वाˑिवक संƥा असेल तर आपण  ʬेƃरला वाˑिवक संƥेसह कसे गुणाकार कŝ आता Ůʲ देखील येऊ शकतो  आपण
 सिदशांचा गुणाकार कसा कŝ शकतो ते आपण ȑांना गुणाकार कŝ शकतो आिण ȑा Ůʲाचे उȅर देǻापासून परावृȅ कŝ  या 
एककामȯे नंतर आपण दोन Ůकारǉा सिदश गुणाकारांबȞल बोलू  आिण काही काळानंतर आपण सिदश गुणाकार कŝ.  आपण  
िवमानातील शरीराची हालचाल पाš आिण जेʬा िवमानातील शरीराची ही हालचाल आता İ̾थर Ůवेग सह होते  कारण ही गती िवमानात 
असते तेʬा ȑाला अनेक िदशा असतील  आिण जर  Ůवेग İ̾थर असतो मग हेच आपʞाला एका िविशʼ Ůकारǉा गतीकडे घेऊन जाते  
Ǜाला आपण ŮƗेपण गती ʉणतो आिण Ǜाचे आपण ˙ʼीकरण देऊ आिण शेवटी या युिनटǉा शेवटǉा भागात  आपण वतुŊळाकार 
गती िबंदूचा अɷास कŝ जो हलतो आिण तो हलवतो.  गोलाकार मागŊ शोधतो  ʉणून या गोʼी आहेत Ǜांचा आपण या युिनटमȯे ah 
अɷास कŝ ʉणून आपण ˋेलर आिण वेƃरसह या युिनटची चचाŊ सुŝ कŝ   ˋेलर  हे  एक पįरमाण आहे Ǜाचे पįरमाण आहे   
ȑामुळे ȑातील िकती Ůमाण आहे ते ˋेलरचे Ůितिनिधȕ करते  आिण ˋेलरमȯे िदशेचा कोणताही  अथŊ नसतो ʉणून हे मुळात एक 
ˋेलर पįरमाण  आहे  हे एका िविशʼ संƥेने एककांǉा संचामȯे िनिदŊʼ केले जाते   ʉणून ते नेहमी कोणतेही पįरमाण असते जोपयōत 
तो पįरमाणिवहीन असेल तर तो  ˋेलर पįरमाणातील युिनटसह िनिदŊʼ केला जाईल  हे फƅ एकच Ůमाण असेल उदाहरणाथŊ  जेʬा 
आपण एखाȨा वˑूǉा  वˑुमानाबȞल बोलतो तेʬा वˑुमान एक िकलोŤॅम िकंवा दोन िकलोŤॅम िकंवा हजार Ťॅम 500 Ťॅम इȑािद आहे 
असे ʉणतो   
ȑामुळे िदशा कळत नाही  जेʬा आपण वˑुमानाबȞल बोलतो जे ˋेलर असतात  ते एखाȨा वˑूचे तापमान असते जेʬा आपण 
तापमान मोजतो तेʬा आपण ʉणतो चला सांगा जेʬा  आपण एखाȨाǉा शरीराचे तापमान मोजतो तेʬा आपण ȑाचे 37 अंश सŐटीŤेड 
िकंवा 98.6 अंश  फॅरेनहाइट मानवी शरीराचे सामाɊ तापमान ʉणतो पुɎा जेʬा आपण एखाȨा िबंदूमȯे गतीबȞल बोलतो तेʬा देखील 
िदशा कळत नाही,  तर आपण Ǜा पįरमाणाकडे अंतर िकंवा पथ लांबी ʉणतो  ते पािहले तर हे एकूण अंतर होते जेʬा एक िबंदू a 
वŝन कडे जातो आिण जेʬा आपण  अंतराचे मोजमाप करा  िदशाचा कोणताही अथŊ नाही ʉणून हे Ůमाण देखील एक ˋेलर आहे b 
आिण ˋेलर  हे बीजगिणताचे सामाɊ िकंवा सामाɊ िनयम पाळतात  जसे ˋेलर जोडले जाऊ शकतात बेरीज वजाबाकी  गुणाकार 
आिण भागाकार आता बेरीज आिण वजाबाकी आपण पािहले आहे की आपण दोन घेऊ शकतो  ˋेलर  आिण आʉी ȑांना जोडू शकतो 
िकंवा वजा कŝ शकतो जेʬा आपण ˋेलर जोडू िकंवा वजा कŝ शकतो  तेʬा युिनट्स एकसारखे असणे आवʴक आहे  , 
उदाहरणाथŊ जर तुमǉाकडे दोन वˑुमान असतील तर तुʉी हे कŝ शकता दोन वˑुमान जोडा पण जर माǟाकडे वˑुमान आिण 
शरीराचे तापमान असेल तर  तुʉाला मािहत आहे की या दोन गोʼी ˋेलर आहेत तपमानात वˑुमान  जोडʞाने मला काहीही अथŊपूणŊ 
होणार नाही ʉणून जेʬा आपʞाकडे बेरीज आिण वजाबाकी असेल तेʬा ते करता येत नाही  तर एकके असणे आवʴक आहे 
एकसारखे पण जेʬा आपण ˋेलरचा गुणाकार आिण भागाकार करतो  तेʬा आता समजा मी ˋेलर चा ˋेलर ने गुणाकार करतa b 
आहे आता ˋेलर ची एकक असू शकते ˋेलर चे एकक असतील आता याचा गुणाकार मी जेʬा हे गुणाकार ʉणून िलिहतो a a  b 
तेʬा  Ȫारे  उȋादनाची एकके ही आिण ǉा दोन िमतीचें  गुणाकार असतील ʉणून मग आपण ते कायŊ कŝ शकतो जसे b   a b 
आपण आिण चा गुणाकार करतो तेʬा उȋादनाची एककं ही एकके असतील  या दोन एककांची पįरमाणे आिण ȑाचŮमाणे आता a b 
आपण  ˋेलर चा भागाकार Ȫारे कŝ शकतो जेʬा आपण भागाकार करतो तेʬा  या आिण मȯे िभɄ एकके असू शकतातa b a b 
 आिण आपʞाला जो भागांक िमळेल तो  भागाकार असेल  ई दोन एकके आिण उदाहरणाथŊ  घनता घनता हे वˑुमानाने भािगले 
ūʩमानाǉा बरोबरीचे आहे ते पाš या,  आता जर वˑुमानाची एकके िकलोŤॅममȯे असतील  आिण जर खंडांची एकके मीटर घनात 
असतील तर घनतेची एकके  िकलोŤॅममȯे असतील.  Ůित मीटर Ɛूब ʉणजे आपʞाकडे हे आहे आिण कधी कधी  िवचार कŝया एक 
उदाहरण घेऊया समजा आपʞाकडे आिण ǉा पįरमाणांचा आयत आहे  मग येथे जेʬा आपण हे पाहतो तेʬा आपण या a b 
आयताǉा  पįरिमतीकडे पािहले तर पįरिमती दोन पट ǉा बरोबरीची आहे.  अिधक ʉणून आपण येथे दोन दोन ˋेलर जोडत a b 
आहोत दोन लांबी  आिण आहेत ʉणून पįरिमती दोन पट अिधक ǉा समान आहे जर आपण Ɨेũफळ बिघतले तर Ɨेũफळ  a b b 
एक गुणा आिण येथे आिण असʞास Ɨेũफळ समान आहे  मीटर मȯे मग पįरिमती देखील मीटर मȯे आहे परंतु जर  तुʉी b a b 
Ɨेũफळाची गुणा पािहली तर Ɨेũफळाचे एकक मीटर गुणा मीटर असेल जे मीटर चौरस आहे  आता आपण ʬेƃर बȞल बोलूया  b 
ʬेƃर एक पįरमाण आहे ǛाबȞल आपण Ůथम बोलू.  ȑाची पįरमाण आहे  आिण ȑाला िदशा देखील आहे  ʉणून ʬेƃरमȯे n 
पįरमाण आिण िदशा दोɎी असतील आिण नंतर  वेƃरशी संबंिधत दुसरा गुणधमŊ आहे जो खूप महȕाचा आहे आिण तो  ʉणजे मी वणŊन 
करीन असे जोडǻाǉा िविशʼ िनयमाचे पालन करते आिण या जोडणीǉा िनयमाला आपण एकतर असे ʉणू शकतो.  िũकोणाचा िनयम 
आपण ȑास ȑा शɨात ʩƅ कŝ शकतो िकंवा आपण ȑाला जोडणीचा समांतरभुज िनयम ʉणू शकतो  ʉणून एक पįरमाण Ǜाची 
पįरमाण िदशा अंतगŊत आहे जी Ůथम आवʴक आहे आिण  दुसरे ʉणजे जेʬा आपण या पįरमाणांपैकी हे Ůमाण दोन जोडतो तेʬा 
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ȑांना अनुसरण करावे लागेल  एक िविशʼ  िनयम या दोघांनी िदलेली उȅरे सारखीच असतील आिण आʉी हे समजावून सांगू की ʬेƃर 
ʉणून  पाũ होǻासाठी एका पįरमाणाने हे दोɎी करावे लागते ʉणून ʬेƃर आहे कारण ȑाǉाकडे दोन  गुणधमŊ आहेत Ǜामȯे 
मोठेपणा आहे आिण  ȑाला िदशा असते ʉणून सिदश  ȑाǉा पįरमाण  आिण ȑाǉा िदशेने िनिदŊʼ केला जातो आिण असे करǻाचे 
अनेक मागŊ आहेत जे आपण आता  पाǬपुˑकात  सिदश दशŊवǻासाठी दाखवू  जुने अƗर नोटेशन   
ȑामुळे मुिūत मजकुरात तुʉाला वेƃर हे ठळक अƗराने सूिचत केलेले आढळेल  पण जेʬा आपण ते िलिहतो तेʬा आपण  वर बाण 
असलेले अƗर वापरतो, उदाहरणाथŊ मी वरǉा बाणाने िलिहʞास हे  दशŊवते  ʬेƃर आिण  या ʬेƃर ची िवशालता  v v  v 
बाणािशवाय फƅ अƗराने दशŊिवली जाते िकंवा कधी कधी ती दोन समांतर पǦांǉा मȯे दाखवली जाते  सह ʬेƃर ʉणून v v 
ʬेƃर Ţमवारी Ȫारे दशŊिवला जातो या ʬेƃरची पįरमाण सुŝ  करा  ȑािशवाय िकंवा ने िलš  आता आपण आधी v  v v 
पािहलेʞा ʬेƃरपैकी एक ʬेƃर आहे आिण आपण हे  िलšया ही İ̾थती वेƃर आहे समजा िबंदू एका मागाŊवर िफरत आहे तर या p 
ȕįरत िबंदूवर येथे आहे.  पुढील झटपट ते Ůाइम िबंदूवर आहे ʉणजे  कण Ǜा वेळी वर आहे ȑा वेळी अिवभाǛ p  pp p p 
İ̾थतीत आहे, ʉणून आपण काय करतोय  याचे ̾थान शोधǻासाठी आपण एक समɋय अƗ िनवडू या  दोन पर˙र लंब िनवडा  ar 
िदशा Ǜांना आपण आिण ʉणतो काटőिशयन अƗ  यातील छेदनिबंदू हे Ȫारे दशŊिवलेले मूळ आहे आता आपण काय करतो x y o 
आपण  रेषा काढतो ʉणून आपण आिण िनवडतो जे पर˙र लंब िदशा आहेत आिण हे  आिण चे छेदनिबंदू आहेत  ला x y o x y 
उȋिȅ ʉटले आहे  ʉणून आपण हे पुɎा काढू आपʞा येथे आहे ही आहे आता  पासून पयōतची रेषा मी काढली तर xy  o p o p 
हे असे या िदशेसह याला िबंदू चे ̾थान वेƃर ʉणतात  आपण असे िलš शकतो आिण r p vector r  is equal to op 
कारण आपण वŝन कडे एका िविशʼ िदशेने  जात आहोत ʉणून आपण याला सिदश िचɎ ʉणून Ůˑुत करतो  आता हा चा o p p 
पोिझशन ʬेƃर आहे  जर हा Ůाइम असेल तर मी काढू शकतो ते Ůाइम पयōतची एक रेषा आिण याला  मी पोिझशन ʬेƃर t p o p 

Ůाइम ʉणू शकतो  हा Ůाइम आहे हा चा पोिझशन वेƃर आहे  Ůाइम वेळी आिण जर मी ते Ůाइम मȯे सामील r op p t p p 
झालो तर हा असेल तर हा Ůाइम असेल  ȑांना सरळ रेषेने सामील करा Ůाइम यालाच आपण िव̾थापन ʉणू  साठी p p pp p ment
वेƃर ʉणून ते Ůाइम पयōत ही सरळ रेषा Ǜाची ते Ůाइम पयōत जाणारी िविशʼ िदशा  असते ती िव̾थापन सिदश आहे p p p p 
आिण कण  ते Ůाइम पयōत कोणȑाही मागाŊवर जात असला तरीही आपण पाš शकतो  या मागाŊवŝन िकंवा या मागाŊवŝन Ůवास p p 
करत आहे.  ते Ůाइम पयōत िव̾थापन वेƃर नेहमी मागाŊपासून ˢतंũ असेल आिण  येथून हे ˙ʼ होते की िव̾थापन वेƃरची p p 
पįरमाण पथाǉा  लांबीपेƗा कमी िकंवा समान असेल. आता पįरभािषत कŝ या की आपʞाकडे दोन सिदश  आिण असतील तर  a b 
सिदशांची समानता ʉणजे जर आपण असे ʉणू की  वेƃर हे ʬेƃर ǉा बरोबरीचे आहे तर याचा अथŊ  चे पįरमाण ǉा a b a b 
पįरमाणाǉा बरोबरीचे आहे ही एक गोʼ आहे पण तो एक सिदश असʞामुळे  Ůमाण  आिण ȑाचे पįरमाण आिण िदशा असे दोन पैलू 
आहेत ʉणून हे एक आहे आिण ची िदशा  देखील ǉा िदशेǉा बरोबरीची असणे आवʴक आहे  ʉणून हे सुिनिʮत करǻासाठी  a b 
जर आपʞाकडे एक वेƃर असेल जो आपण Ȫारे दशŊवतो आिण दुसरा वेƃर आहे  जो आपण दशŊवतो  Ȫारे  आता op b qrs o 
जर ǉा बरोबर असेल तर तुʉी हे तपासǻासाठी काय कराल हे ǉा बरोबरीचे आहे का हे तपासǻासाठी  आपण a b a b b  
िशɝ करतो आपण दोन सिदशांपैकी एकतर िकंवा ˢतः ला समांतर करतो  आपण ʬेƃर दोन पयōत हलवतो.  शेपटी एकमेकांना a b 
˙शŊ करतात ʉणून आपण वळू  आपण ते पयōत आिण एकाȏतेकडे वळवू आिण मग  आिण हे िबंदू आिण b   a o q p r p r
एकŝप झाले तर आपण पाहतो तर आपण ʉणतो की दोन सिदश समान आहेत  जर ते एकŝप झाले नाहीत तर  ʬेƃर समान नसतील 
ʉणून दोन शेपटी ˙शŊ करेपयōत जर दोन  डोके एकसमान असतील  तर आपण ʉणतो वेƃर आहे ʬेƃर बरोबर आता कधी a b 
कधी आिण चे पįरमाण  समान असू शकतात आिण हे आपण  आहे सारखे िलš  कारण चे पįरमाण चे पįरमाण चे a b a b a b b 
ʬेƃर िचɎािशवाय असते परंतु  वेƃर हे वेƃर ǉा बरोबरीचे असू शकत नाही आिण हे घडेल समजा आपʞाकडे असा सिदश a b 
आहे  आिण एक वेƃर Ǜाची लांबी समान आहे पण िदशा वेगळी आहे  ʉणून  आता जेʬा तुʉी ची शेपटी कडे िशɝ करता b b a 
तेʬा तुʉाला दोन शेपटी िवल िमळतील  मी  एकाच िबंदूवर असू पण दोन डोके एकŝप होणार नाहीत  
ȑामुळे सिदश हा ʬेƃर बरोबर होणार नाही  ʉणून अशा Ůकारे आपण दोन सिदशांची समानता पįरभािषत कŝ या पुढे आपण a b 
ʬेƃरचा वाˑिवक संƥेने गुणाकार पाहतो  आिण आपण फƅ एक वाˑिवक संƥा ʉणू नये आपण ती एक सकाराȏक ʉणून बनवू 
Ůथम आपण सकाराȏक वाˑिवक संƥेची केस घेऊया संƥा आहे  लॅɾडा ʉणून ʉणू या की लॅɾडा एक ˋेलर आहे कारण ती 
फƅ एक संƥा आहे ʉणजे ती फƅ एक संƥा आहे  पįरमाण धनाȏक वाˑिवक संƥा आिण आपण पाहतो a  lambda 
गुणाकार ˋेलरला सिदशाने गुणाकार  केʞाने आता आपʞाला जे िमळते ते हे एक सिदश असेल तर  हे उȋादन जे आपʞाकडे a 
आहे ते एक सिदश  आहे Ǜाची िदशा ǉा िदशा सारखी आहे  परंतु पįरमाण  हे ǉा पįरमाणाǉा लॅɾडा पट आहे  ʉणून a a 
उदाहरणादाखल हे उदाहरणासह पाš या, समजा माǟाकडे एक सिदश  आहे आिण मला ʉणायचे आहे की मला िलहायचे आहेa 2a 
तर हा सिदश असेल जो ǉा लांबीǉा दुɔट  आहे.  समान िदशा हे Ţ. ǉा बरोबरीचे असेल  आʉी 2a a 2a w lambda 
ʉटʞाŮमाणे हा  ȑाच िदशेने दुसरा ʬेƃर आहे जर लॅɾडा 1 पेƗा जाˑ असेल तर  उȋादनाचे पįरमाण मोठे असेल lambda a 
आिण जर लॅɾडा एकापेƗा कमी असेल तर पįरमाण लहान असेल आिण  जर मी असे पािहले तर  नवीन ʬेƃर हे िलš देतो कारण r 
उȋादन लॅɾडाǉा बरोबरीचे आहे जर  मी चे पįरमाण घेतले जे ǉा बरोबर आहे हे लॅɾडा ǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचे a r r a 
होईल  आिण हे आपण लॅɾडा गुणा िकंवा ǉा पįरमाण ʉणून िलš शकतो.  लॅɾडा वेळेǉा बरोबरीने  आता येथे आपण a is 
सकाराȏक लॅɾडा बȞल बोललो आहे  जर लॅɾडा नकाराȏक असेल तर आपʞाला एक वेƃर िमळेल  Ǜाची िदशा ǉा िवŜȠ a 
आहे ती ȑाच रेषेत आहे परंतु ती िवŜȠ िदशेने आहे, उदाहरणाथŊ  आपʞाकडे वेƃर असेल तर  यानंतर िवŜȠ िदशेने समान लांबीचा 
सिदश आपण तो  उणे ʉणून िलिहतो आिण जर मला हवे असेल तर िवŜȠ िदशेने लांबीǉा दुɔट असणारा एक सिदश असेल जो a 
आता   उणे सारखा असेल  तर आपण लॅɾडा टाइʈबȞल बोलणे लॅɾडाचे ˢतः चे असू शकते   लॅɾडा चे  पįरमाण  आिण  2a a 
पįरमाण लॅɾडाचे पįरमाण आिण ǉा पįरमाणाचे उȋादन असेल आिण ŮȑƗात Ǜा Ůकारे आʉी याचे वणŊन केले आहे जर समजा a 
आपʞाकडे ˋेलर  असेल तर ʬेƃरला िवभािजत करणारा ˋेलर बीटा  असेल Ǜाचा अथŊ तुʉाला ए िलहायचे आहे. बीटाने भागले तर 
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हे ˋेलरǉा गुणाकाराचे फƅ एक िवशेष केस  आहे  जेथे एक ओʬर बीटा लॅɾडा आहे ʉणून ʬेƃर  या िनयमाने ˋेलरने गुणाकार 
िकंवा भागाकार केला जाऊ शकतो पुढे मुƥ िनयम येतो Ǜाचे आपण वेƃरǉा गुणधमाŊमȯे वणŊन केले आहे  आिण ते दोन सिदशांची 
बेरीज आहे कारण आʉी ʉटले होते की  Ůमाण िकंवा दोन Ůमाण हे सिदश आहे जर ते सिदशांǉा बेरीज िनयमाचे पालन करते.  आता 
आʉी ही जोड ʉटʞाŮमाणे आʉी दोन पȠतीनंी वणŊन कŝ शकतो ǛाȪारे आʉाला समान उȅर िमळते.  यापैकी पिहले आʉी 
बेरीजचा िũकोण िनयम ʉणून कॉल करा  ʉणून आपʞाकडे एक सिदश आहे आिण तेथे एक सिदश आहे आिण आपʞाला a b r 
वेƃर शोधायचा आहे जो  ɘस ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून येथे आपण ȑाचा ɘस िनवडतो आपण वेƃर िनवडतो a b a b a 
आपण वेƃर काढतो  ʉणून आपण सिदश काढतो ǉा डोƐावर आता वेƃर काढतो ʉणजे ǉा टोकाला जे शेवटी आहे a  a 
आपण  वेƃर ȑाǉा शेपटीने ǉा डोƐावर काढतो ʉणून आपʞाकडे वेƃर आहे आपण ȑाǉा बरोबर वेƃर काढतो  b a b 
वेƃर ǉा डोƐावर शेपूट आहे  ʉणून आपʞाकडे वेƃर आहे ही आहे ही आहे  a a a b 
ȑामुळे आता िũकोणाची ितसरी बाजू उलट Ţमाने िदसते आपण वŝन कडे जात आहोत आता िũकोणाची ितसरी बाजू ही  बाजू a b 
आहे आिण  उलट Ţमाने मला काय ʉणायचे आहे जर मी ते पयōत पुढे जात रािहलो तर मी बाणांचे अनुसरण केले तर  मी ही रेषा a b 
घेत आहे मी उलट Ţम घेतो आिण ही ितसरी बाजू मला देते  जे ɘस ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून हे आहे िũकोण िनयमातून r a b 
आपʞाला सिदश जोड कशी िमळते ʉणून  याला िũकोण िनयम असे ʉणतात की आपण दोन सिदश एकाच Ţमाने काढतो आपण 
िũकोण पूणŊ करतो  आिण िũकोणाची ितसरी बाजू उलट Ţमाने आपʞाला आता आिण ची बेरीज देते  चला आपण बघूया की ɘस a b 

ʉणजे काय हे या सोबत जोडǻाचा Ţम उलट कŝ या  बघूया ʉणून जर मला हेb t wo  vectors vector b plus a 
करायचे असेल तर मी आधी वणŊन केʞाŮमाणे मी  वेƃर काढेन आिण नंतर ʬेƃर ǉा शेपटीवर वेƃर काढेन ʉणजे हा b bi a b
हा आहे आिण मग मी  पाहतो  उलट Ţमातील ितसरी बाजू ही मला ʬेƃर देते जे ɘस ǉा बरोबरीचे आहे  जे आता a r 1 b a 
आपʞा लƗात आले आहे की ʬेƃर हे वेƃर सारखेच आहे जे  अिधक आहे आिण ɘस ǉा बरोबरीचे आहे.  r 1 r b a a b 
याला आपण सिदश जोडणीचा कʄुटेिटʬ िनयम ʉणतो  आिण ʉणून हा  सिदश जोडणीचा कʄुटेिटʬ िनयम आहे आिण आपण हे  
ˋेलरसह देखील घडताना पाहतो की अिधक ची बेरीज आपʞाकडील अिधक ǉा  बेरजेशी असते  ितसरा गुणधमŊ जर आपण b b a 
तीन वेƃर एकũ जोडला तर आता आपण आिण असे तीन ʬेƃर जोडू या आिण या Ůकारे आपण पाहाल ȑाŮमाणे आपण ab c 
अिधक ʬेƃर जोडǻासाठी ȑाचे सामाɊीकरण कŝ शकतो  आिण कधीतरी याला आपण इǅेनुसार पाहाल असा  बŠभुज िनयम 
ʉणतात  बेरीज ʉणून येथे बघूया ʉणजे आपʞाकडे ʬेƃर आहे Ǜामȯे आपण वेƃर जोडतो आिण ʉणून नाही  आपण a  b w 
जे  पाहत आहोत ते ɘस आहे आिण ȑात जोडतो ʉणजे अिधक हे पािहʞास हे  या िठपके असलेʞा रेषेने िदले a b c a b  
जाईल आिण आता ितसरा वेƃर Ǜाला अिधक ला जोडायचे आहे  ǉा शेपटीवर ठेवा आिण आता जेʬा आपण हे पाहतो तर c b b 
मी िũकोण पूणŊ करǻासाठी मȯे एक अिधक जोडतो  आिण जेʬा मी ȑास िवŜȠ अथाŊने पाहतो तेʬा हा अिधक आहे  ci b b 
ȑामुळे येथे हा सिदश  मला अिधक देतो  ʉणून आपण तेथे असलेʞा सवŊ सिदशांचा एक बŠभुज बनवतो.  आिण शेवटचीb plus c 
बाजू जी हे पूणŊ करेल ती आपʞाला सवŊ सिदशांची बेरीज देईल आता आपण  समजा आपण जोडणीची अदलाबदल केली तर याचा काय 
संबंध आहे ते पाš.  ʬेƃर अिधक अिधक पहा ʉणजे Ůथम आपण आिण वेƃर जोडतो ʉणून जर मी आिण a  b c b c b c 
वेƃर जोडले तर  मला ही िठपके असलेली रेषा िमळेल आिण मला ती िवŜȠ अथाŊने ƽायची आहे ʉणजे  ʉणून मी ही रेषा पाहतोabc 
 ʬेƃर अिधक वेƃर आहे आिण जेʬा मी हे पुɎा मȯे जोडतो तेʬा  अिधक अिधक िमळेल  b c ai a b c 
ȑामुळे आपʞाला वेƃर अिधक अिधक जोड िमळते  ते हे  सिदश बरोबर आिण ची बेरीज समान असेल आिण a b d c a b c 
या गुणधमाŊला सहयोगी गुणधमŊ ʉणतात   
ȑामुळे आपण कोणȑाही Ţमाने ʬेƃर जोडू शकतो  आता आपʞाकडे देखील आहे जर आपण  अिधक वजा पािहʞास आपण a 
वेƃर जोडू.  ˢतः ǉा नकाराȏकतेसाठी आपण हे करǻाचा Ůयȉ कŝया  
ȑामुळे हा सिदश आहे आता याǉा शीषŊ̾थानी मी एक सिदश ठेवतो जो उणे आहे याचा अथŊ मी ȑाच िबंदूवर परत येतो  ʉणून a  a 
या दोघांची बेरीज आता ʬेƃर होईल जी आपण ० वेƃर ʉणतो  
ȑामुळे  ˢतः ǉा उणेमȯे जोडǻाचा पįरणाम ० वेƃर असतो  a  
ȑामुळे आपʞाला जे िमळते ते आहे आिण आपण येथून कमी कŝ शकतो  अिधक शूɊ सिदश आपʞाला शूɊ सिदश िकतीही a a 
ˋेलर वेळेस लॅɾडा गुण देतो  आʉाला शूɊ  सिदश Ȩा आिण सिदशाने गुणाकार केलेला शूɊ ˋेलर आʉाला शूɊ सिदश देईल  a 
ʉणून आʉी अशा Ůकारे शूɊ सिदश पįरभािषत केले आहे आिण ǛाŮमाणे आपʞाकडे सिदशांची  बेरीज आहे जर आपण सिदशांची 
वजाबाकी पाहǻाचा Ůयȉ केला तर हे  जर याचा अथŊ असा की आपण  उणे बȞल बोलत आहोत तर ही फƅ एक िवशेष बाब आहे b 
Ǜाǉा ʩितįरƅ आपण  ȑाला चा अिधक वजा ʉणून िलš शकतो ʉणजे आपण ʬेƃर घेतो आिण तो ǉा वजा ʉणजे b a v v 
ǉा उलट मȯे जोडतो  Ǜामुळे आपʞाला एक अिधक वजा िमळेल आिण आता आपण चचाŊ केʞाŮमाणे  हे होते  िũकोण िनयम b 
वापŝन बेरीज पािहली आहे आता दुसरा मागŊ  आहे   आिण Ǜाला समांतरभुज चौकोन ʉणतात सिदश जोडǻाचा िनयम  आिण 
समांतरभुज चौकोन िनयमात आपण असे करतो की आपण  वेƃर आिण ला  एकाच िबंदूवर एकाच िबंदूशी जुळणारे वेƃर a b  
लावले आहेत.  आʉी Ůथम ठेवतो आिण ǉा डोƐावर  आʉी ʬेƃर ठेवतो Ǜाची शेपटी डोƐाशी जुळते आता येथे आपण a a b 
काय कŝ माǟाकडे एक वेƃर आहे मला हे वेƃर मȯे जोडायचे आहे ʉणून मी ʬेƃर आिण ʬेƃर ठेवू. ȑाच a  b a  b 
िबंदूवर असलेʞा पुǅांसह आता या  दोन बाजू आहेत िकंवा ȑाऐवजी दोन लगतǉा बाजू आहेत ʉणून जर आपण ȑांना  समांतरभुज 
चौकोनाǉा समीप बाजू ʉणून पािहले तर या दोन समीप बाजू आहेत ʉणून आपण समांतरभुज चौकोन पूणŊ करतो ʉणजे  आपण b 
वŝन सिदश काढतो आिण  या पायरीवŝन आʉी दुसरा वेƃ काढतो  िकंवा जे ǉा समतुʞ आहे ʉणून  हा एक समांतरभुज a b 
चौकोन आहे तर समांतरभुज चौकोनाचा कणŊ शेपटीपासून सुŝ होणारा हा कणŊ  जो या दोन सिदशांǉा सामाईक िबंदूपासून सुŝ होतो तो
सिदश सारखा असतो जो कधी कधी ɘस ǉा बेरजेइतका असतो तुʉी Ǜा कारणासाठी वापरत आहोत कारण  r  a b sine r 
अनेकदा याǉा बेरीजला परीणाम ʉणतात ʉणून पण तुʉी कोणतेही िचɎ वापŝ शकता ʉणून  येथे समांतरभुज चौकोनाचा कणŊ 
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आपʞाला आिण सिदशांची बेरीज देतो आिण हे काय आहे  पॅड याला असे ʉणतात की आपण सिदश जोडणीचा समांतरभुज a b 
चौकोनाचा िनयम वापŝन अशा Ůकारे करतो आिण  आपण येथे ˙ʼपणे पाš शकता की दुसरी बाजू पािहʞास ती समांतरभुज चौकोन 
आहे  
ȑामुळे ही बाजू वेƃर िशवाय दुसरे काहीही नाही  आिण  b   
ȑामुळे आपʞाला िमळालेला कणŊ  येथे िũकोणाǉा ितस̴या बाजूिशवाय दुसरे काहीही नाही जर आिण Ţमाने ठेवलेले असतील a  b 
आिण ʉणून आपण पाहतो की समांतरभुज चौकोन िनयम काहीही नाही परंतु  बेरीजǉा िũकोणाǉा िनयमाŮमाणेच पįरणाम देईल आिण
जर आपण कधीकधी  आʉी ʉणालो की जर आʉाला  उणे पहायचे असेल तर आमǉाकडे ʬेƃर असेल आिण हा सिदश b a b 
असेल तर आʉाला वजा शोधायचा  असेल तर या बाजूने वŝन मी ʬेƃर काढला तर तो उणे आिण आहे.  हा िũकोण पूणŊ b b b i 
करा ʉणजे हा सिदश  वजा वेƃर ǉा बरोबरीचा असेल  आिण हे आिण होते  a b a b 
ȑामुळे आपण वजाबाकी ठीक कŝ शकतो आिण  आता तुʉाला येथे लƗात येईल की वजा हे उणे ǉा बरोबरीचे होणार नाही. b b a 
जर मला उणे करायचा असेल तर इथे िवŜȠ िदशेने हलवावे  मला िमळेल हे उणे होईल हे दोन जोडा ʉणजे मी हा b a bi ai 
िũकोण पूणŊ करतो  मी हे करतो ʉणजे खरं तर ते याच रेषेवर पडेल ʬेƃर उणे ǉा बरोबरीचा असेल  खरे तर तो उणे उणे b a b a 

उणे होईल  b 
ȑामुळे ते िवŜȠ िदशेने पडतील  आपʞाकडे ˋेलर लॅɾडा असेल तर ȑाला अिधक ǉा बेरीजने गुणाकार केला तर हे होईल  b 
लॅɾडा गुिणले अिधक लॅɾडा गुणा ǉा बरोबरी आिण हे सȑािपत केले जाऊ शकते पुढे आपण Ǜाला रेझोलू ʉणतो ते  पाš  b 
सिदशांचे Ůमाण समजा आपʞाकडे एका िवमानात वेगवेगʨा िदशांना शूɊ नसलेले  दोन सिदश  आिण आहेत   आिण a b 
आपʞाकडे ȑाच समतलात  एक ितसरा सिदश  आहे  आȅा आपण एकाच समतलात असलेʞा सवŊ सिदशांबȞल बोलत आहोत.   a  
आपण काय ʉणू शकतो हा सिदश आहे ʉणून आपʞाकडे वेƃर ʬेƃर आहे हे वेगवेगʨा िदशांनी आहेत ते एकमेकांना aa b  
लंब असǻाची गरज नाही  फƅ दोन िभɄ िदशा आहेत आिण आपʞाकडे ितसरा वेƃर आहे a  
ȑामुळे आपʞाकडे तीन गोʼी आहेत  आिण आता  आपण असे ʉणू शकतो की ʬेƃर ला दोन सिदशांची बेरीज ʉणून a ab a a 
ʩƅ केले जाऊ शकते आता या दोन सिदशांचे वैिश̽Ǩ काय आहे यापैकी पिहला  हा ख̴या संƥेने गुणाकार केला  जातो आिण हा 
लॅɾडा आहे आिण दुसरी संƥा सिदश आहे  ख̴या संƥेने गुणाकार केला जातो जो सामाɊतः  िभɄ असतो  ʉणू  b  mu 
ȑामुळे आपण काय ʉणतोय ते ʉणजे लॅɾडा गुिणले लहान अिधक गुिणले लहान ʉणून आपण हे कŝ शकतो आिण हे mu b  
समजून घेǻासाठी हे करǻाचा मागŊ ʉणजे ʬेƃर Ȩा  समान ʉणून हे आहे  ʬेƃर Ǜाला आपण Ȫारे दशŊवतो ab op  a op 
मग Ȫारे  आपण ला समांतर रेषा काढतो,  जर मूळ सिदश असा असेल तर Ȫारे  आपण एक रेषा काढतो जी ला समांतर o a a o a 
असेल आिण जर मूळ सिदश असा असेल तर  आपण ला समांतर रेषा काढतो ʉणून आता या िदशेला होती आपण ला b p  b b b 
समांतर रेषा काढतो  
ȑामुळे आता  ही एक लॅɾडा गुिणले असेल एक दुसरा सिदश हा  गुणा असेल कारण ही ला समांतर असेल ʉणून मग mu b b 
काहीही असो.  या  फॅƃर म̡ ये येणारी लांबी ही लॅ̱ डा फॅ̋ टरम̡ ये लांबीचे मॅिưिफकेशन फॅ̋ टर येईल  mu 
ȑामुळे हे सिदश असे िलिहता येईल आिण आपण काय ʉणतो  की असे केʞावर आपण ʉणतो lambda a plus mu b  a 
सिदश सोडवला गेला आहे  दोन घटकांसह दोन घटक सिदश लॅɾडा आिण सोबत आिण आता सवŊसाधारणपणे a a mu b a b  

आिण मȯे कोणतेही अिभमुखता  असू शकतात परंतु ते एकमेकांना समांतर असू शकत नाहीत ʉणून यालाच आपण  सिदशांचे a b 
įरझोʞूशन ʉणतो   आता ʬेƃरचे įरझोʞूशन अिधक सामाɊ झाले आहे.  जर सिदश आिण एकमेकांना लंब  आहेत आिण a ba  
येथे आपण लंब िदशेने रेझोʞूशनबȞल बोलǻापूवŎ आपण Ůथम एकक ʬेƃर नावाǉा एखाȨा गोʼीबȞल बोलतो, एकक ʬेƃर हा  
पįरमाण 1 चा वेƃर असतो ȑाला िदशाȏक अथŊ असतो परंतु ȑाची पįरमाण नेहमीच एकता असते आिण  ʉणून आपण  
सवŊसाधारणपणे एकक सिदश दशŊवतो जेʬा आपण याबȞल बोलू तेʬा आपण िचɎ  हॅट वापŝ आिण जेʬा आपण टोपी वापरतो याचा 
अथŊ आपण अशा वेƃरबȞल बोलत आहोत Ǜाची  पįरमाण एक आहे आिण आपण ȑाला एकक सिदश ʉणतो तर आता आपण पाšया 
काटőिशयन िसːीम ही  आपली काटőिशयन िसːीम आहे आिण येथे आता आपण हे  तीन िमतीपंयōत  वाढवूया  
ȑामुळे आपण ʬेƃर ȑाǉा तीन िमतीǉंा बाजूने दशŊवू या ʉणजे आपʞाकडे  उदाहरणाथŊ अƗ हा अƗ आिण अƗ हा a x y z 
एक सामाɊ िबंदू आहे Ǜाचे समɋय  आहेत  आिण जर आपण ʬेƃर वŝन पयōत घेतला तर हे ʬेƃर ʉणजे p xyz o p a op
ǉा बरोबरीचे आहे असे ʉणू या  जर आपण समतलावर वŝन लंब सोडʞास  आिण आता मȯे सामील झाʞासxz p op prime 
याला वर अचूक समतल दाबू Ȩा.  द  हे अगदी ˙ʼ आहे समान आहे p prime n op prime plus p prime p op  
आता जर आपण िबंदू Ůाइमचे समɋय पािहʞास ते समान असतील  हा समतल िबंदू आहे ʉणून िबंदू चा p x 0 z z y p 
समɋय  अिवभाǛ 0 असेल ȑाचे आिण आपण काय करतो जर िबंदूपासून अƗावर लंब काढला तर x 0 z  p x  p prime 
पासून अƗावर लंब काढला तर आता येथे हे अंतर हे असेल  आिण हे अंतर असेल  येथे असेल आिण हा आहे जे आपण z  z x x 
ʉणू हा ʬेƃर चा घटक असेल चा घटक असेल आिण ȑाचŮमाणे हे  ǉा x  opz x vector op z p prime p y 
बरोबरीचे पįरमाण आहे ʉणून हे असेल  ʬेƃर चा घटक  देखील आपण पाहतो ते ʉणजे समजा जर हा वेƃर op y op x 
अƗासह कोन अʚा बनवतो तर ʬेƃर अƗासह कोन अʚा बनवतो मी ते येथे आकृतीमȯे दाखवतो  ʉणून सह op  x op x 
कोन अʚा बनवतो  अƗ तो अƗासह एक कोन बीटा  बनवतो आिण तो एक कोन बनवतो मी ितसरा रंगीत पेन वापरतो y ma  z 
अƗासह एक कोन  गॅमा आहे मग आपʞाकडे हा घटक आहे  तो कोसाइन अʚा  घटकाǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचा असेलx op y 

कोसाइन बीटाǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचा असेल आिण घटक  ऑप कोसाइन गामाǉा पįरमाणाएवढा असेल ʉणून हे Ǜाला op z 
आपण ʉणतो ते घटक आहे ʉणून हे घटक  आहे चा घटक आहे आिण हा चा घटक  आहे आता आपण xy xy x op y op z 
काय करतो आपण आिण अƗाǉा बाजूने एकक वेƃर िलš आता या चे एक िनिʮत आहे िदशा ʉणून अƗाǉा बाजूने xy z x x 
एकक वेƃरसाठी  आपण हे िचɎ वापŝ हे अगदी सामाɊ आहे  अƗाǉा बाजूने एकक वेƃरसाठी आʉी हे िचɎ वापरतो  i y j z
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अƗाǉा बाजूने एकक वेƃरसाठी आपण िचɎ वापरतो ʉणजे  ते असʞास  आिण अƗाǉा बाजूने एक लांबीचा k xy x zx'sa 
ʬेƃर हा अƗाǉा बाजूने कोठेही लांबी 1 चा वेƃर आहे  हे असेल आिण अƗाǉा बाजूने लांबी 1 चा सिदश असेल  j ia j z k 
आिण मला पįरमाण शोधायचे असेल तर चा आिण ǉा  पįरमाणाचा िवचार करा हे सवाōकडे आहे  एक असणे  आिण समजा i j k 
माǟाकडे  उप-सामाɊ िदशेने  एक सिदश असेल तर सह एकक सिदश पįरमाणाचा सिदश असेल  मी लांबी हा शɨ वापरला a a 
पािहजे मी ǉा िदशेने पįरमाण 1 असे ʉणू.  चे युिनट ʬेƃर ʉणून कॉल करा एकतर आपण यासाठी हे िचɎ वापरतो िकंवा a a n 
कधी कधी  आपण टोपीसह वापरतो आिण अनेक नोटेशɌमȯे एक युिनट वेƃर दशŊवतो आिण ला चा  अथŊ देणे e sub a a a 
आहे आिण टोपीसह हे आपʞाला सांगते. तो एक एकक सिदश आहे  
ȑामुळे कोणȑाही सामाɊ िदशा सोबत एकक सिदश  असे िलिहले जाऊ शकते आिण जर ते तसे असेल तर तुʉाला काय समजेल जर 
वेƃर जर या बाजूने एकक वेƃर असेल तर वेƃर वेळा ǉा पįरमाण ʉणून िलिहता येईल.  िकंवा  वेळेचे पįरमाण a  n a  n n 
अशा Ůकारे आपʞाकडे एकक सिदश असेल आिण आता  आिण अƗाǉा बाजूने वेƃर चे įरझोʞूशन घेऊया, ʉणून आता x y a 
आपण ɘॅनर केस पाš या आपʞाजवळ एक सिदश आहे  आिण  हा अƗ आहे.  अƗ ʉणजे अƗ आिण मधलाx y x ab theta 
कोन  
ȑामुळे आता जर हा  िबंदू असेल तर  हे वेƃर िशवाय दुसरे काही नाही तर आता जर मी येथून  एक लंब सोडला तर p thi s oop 
हा िबंदू असू Ȩा आिण अƗावर लंब सोडू या हा िबंदू असू Ȩा तर हे अगदी ˙ʼ आहे  की जे वेƃरǉा बरोबरीचे आहे.pxi y py op 

वेळा िशवाय काहीही नाही Ɨमˢ हे सुŝ होऊ शकत नाही  o px plus o  oopx plus opy vector a will be 
जेथे आिण हे आिण अƗावर िबंदू आहेत आिण equal to op is equal to opx  plus opy px py x y opx 

एक ते उप ʉणून िलš शकतो  गुिणले ʉणजे चे पįरमाण आहे जे वेळा एकक सिदशाचा घटक आहे  सोबत िदशा जोx i opx x x 
आहे आिण हा मी ȑाला वेळा ʉणून िलš शकतो ʉणून येथे आपʞाजवळ जे आहे ते वेƃर ʉणून िलš शकतो  i ay j i  a 

आिण आिण ला axi plus ayj a x ay a
चे आिण घटक ʉणतात  आिण हे  ʬेƃरचे आिण घटक आहेत आिण  आता जर आपʞाला शोधायचे so ax x y ay x y 

असेल तर आपण ते शोधू शकतो ʉणून आपʞाकडे सिदश आहे ʉणून आपण ȑाचे िनराकरण कŝ शकतो  आिण बरोबर a x y 
आिण ʉणून आपण पाहतो की ɘॅनमȯे वेƃर िलिहǻाचे दोन मागŊ आहेत पिहला मागŊ ʉणजे आपण  चे पįरमाण ax  ay a a 

वापरतो  आिण अƗासह कोणता कोन थीटा बनवतो ते आपण या दोन गोʼी िनिदŊʼ करतो आिण  जे आपʞाला सिदश देते आिण x a 
दुसरा मागŊ ʉणजे आपण आिण घटकांची गणना करतो आिण  आिण मग आपण ʬेƃर ला समान बरोबर अƗ अिधक x y ay  a 

िलिहतो आिण Ǜा आकृतीवŝन  हे अगदी ˙ʼ होते जर हा सिदश असेल तर तो अƗासह एक कोन थीटा बनवतो ही अƗ आहेayj x 
ही आहे  मग आपʞाकडे जी आहे ती अƗ आहे  ˍेअर अिधक ˍेअर खरं तर ǉा  बरोबरीचा असेल ay a y ax cos theta

एक ǉा बरोबरीचा असेल ʉणून ˍेअर अिधक ˍेअर  एक ˍेअर कॉस ˍेअर थीटा आिण ˍेअर ay sin theta ax ay 
ˍेअर थीटा समान असेल जो ˍेअर बरोबर असेल  आिण ʉणून  ʉणून आपण चे पįरमाण अƗाǉा संदभाŊत िलš शकतो sin a 

आिण चौरस अिधक ˍेअर आिण  हे वर ǉा बरोबरीचे आहे जर तुʉी ही आकृती पािहली तर ही ax ay tan theta ax ay 
उंची आहे ही आहे  ay ay ax 
ȑामुळे  समान आहे  आिण मग हे सवŊ तुʉाला कळते की आिण असू शकते  पॉिझिटʬ िकंवा tan theta ay on dx ax ay 
िनगेिटʬ ʉणजे आपण या गोʼीवर कसे काम करतो आता पुढǉा वगाŊत आपण  ʬेƃरवर थोडे अिधक पुढे चालू ठेवू आपण वेƃर 
जोडǻाची िवʶेषणाȏक पȠत युिनट वेƃरǉा संदभाŊत पाš  आिण नंतर आपण पुढे जाऊ. ʬेƃर वापŝन िवमानातील हालचालीचे 
वणŊन धɊवाद  
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