
ഇ്ؗ നأൾ ചലനേമാ ചലനാ؎കതേയാ പഠിׯാൻ ഒരു വിമാന؋ിൽ ചലനെുׯ؋റിتു׺ ചർ׺ 
ആരംഭിുׯം, കാരണം നമു്ׯ ْപസװമായ അളവുകൾ رാന رാനചലന ْപേവഗവും തٔരണവുമാണ്, 
അവസാന യൂണി്ئ വെര നأൾ ക؇ത് ഒരു ചലന؋ിലൂെടയാണ് . േനർേരഖയിലൂെടയുت ചലനെ؋ 
ഞ׹ൾ വിവരിുׯേآാൾ , എെؓ׸ിലും ഒരു ദിശയിലൂെട നീു׹കയാെണ׸ിൽ േപാസിئീവ് 
അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ചിصം ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ദിശ പരിപാലിു׺, അത് തിരിു׺വരുകേയാ ദിശ 
മാുئകേയാ െചᅃٝാൽ അതിെന േപാസിئീവ് എ്ؗ വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ. ഞ׹ൾ ഇത് േപാസിئീവ് ആയി
പറ؁ു, തിരിു׺വരുؗ ദിശെയ ഞ׹ൾ െനഗئീവ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, പേײ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ചർ׺െയ 
ദٔിമാനേമാ ْതിമാനേമാ ആയി നീ؂ും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ര؇് അെ׸بിൽ ْതിമാന ചലന؋ിേല്ׯ 
നീ؂ും , ഇത് െചുإേآാൾ ദിശ വّװമാേׯ؇തു؇് ഒരു ൈഡമൻഷണൽ േമാഷനിെല ഒരു െപാതു 
മാർ״ം , ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ചിصം ഉപേയാഗി׺ാണ് ദിശ വّװമാׯിയത്, എؗാൽ ഇേؚാൾ അത് 
ഒരു െപാതു മാർഗമായിരിׯണം, ഇത് ഞ׹ൾ െവക്ئറുകൾ എ്ؗ വിളിؗുׯ അളവുകൾ 
ഉപേയാഗിുؗുׯ അതിനാൽ ആദّ ഭാഗം ഒരു വിമാന؋ിെല ചലനെ؋ കുറിتു׺ പഠനം 
യഥാർ،؋ിൽ െവക്ئറുകെള കുറി׺ാണ് പഠിؗുׯത്, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട കാണുؗത് എ׹െന
െവക്ئറുകൾ േചർׯാം എ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം െവക്ئറുകൾ എ׹െന കുറയ്ׯാം എ്ؗ നമു്ׯ 
േനാׯാം ഒരു െവക്ئറിെന ഒരു സ്െകയിലർ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ നമു്ׯ 
േനാׯാം. സ്െകയിലർ സ്െകയിലർ ഞാൻ കാണിുׯം എؗ പദം അവതരിؚി׺ത് ഒരു മാ׵ിറ്റّൂഡ് 
അെ׸بിൽ സ്െകയിലറിേനׯാൾ മെئെؓ׸ിലും ഉت ഒؗാണ്, നമു്ׯ ഒരു യഥാർ، 
സംഖّയുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ പറയാം, യഥാർ، സംഖّ ഉപേയാഗി്׺ െവക്ئറിെന എ׹െന ഗുണിׯാം 
എؗതാണ് ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ വരുؗ േചാദّം. നമു്ׯ െവക്ئറുകൾ ഗുണിുׯേമാ, നമു്ׯ അവെയ 
ഗുണിׯാേമാ, ഈ യൂണിئിൽ ആ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുؗതിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ വി؂ുനിൽുׯം, 
പിؗീട് ര؇് തരം െവക്ئറുകളുെട ഗുണനെുׯ؋റി്׺ ഞ׹ൾ സംസാരിുׯം, അത് കുറ്׺ സമയ؋ിന് 
േശഷം പിؓുടരും, െവക്ئറുകൾ െചᅃٝതിന് േശഷം ഞ׹ൾ േനാുׯം ഒരു വിമാന؋ിൽ ഒരു 
ശരീര؋ിന്െറ ചലനം, ഒരു വിമാന؋ിൽ ഒരു ശരീര؋ിന്െറ ഈ ചലനം ഇേؚാൾ رിരമായ 
തٔരിതഗതിയിൽ നടുׯേآാൾ, ഇത് ഒരു തല؋ിെല ചലനമായതിനാൽ അതിന് ഒؗിലധികം 
ദിശകളു؇ാകും , തٔരണം رിരമാെണ׸ിൽ, ഇതാണ് നെأ നയിؗുׯത്. െْപാജക്ൈئൽ േമാഷൻ 
എ്ؗ വിളിؗുׯ ഒരു ْപേതّക തരം ചലനെ؋ ഞ׹ൾ വിശദീകരിുׯം, ഒടുവിൽ ഈ യൂണിئിന്െറ 
അവസാന ഭാഗ്؋ വൃ؋ാകൃതിയിലുت ചലനം പഠിുׯം, അത് ചലിؗുׯ ബിؕു, അത് നീു׹േآാൾ 
ഒരു വൃ؋ാകൃതിയിലുت പാത കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ ഇവയാണ് നأൾ ഈ യൂണിئിൽ പഠിുׯം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ സ്െകയിലറുകളും െവക് ടറുകളും ഉപേയാഗി്׺ ഈ യൂണിئിന്െറ ചർ׺ 
ആരംഭിുؗുׯ, ഒരു സ്െകയിലർ ഒരു അളവാണ് , അതിനാൽ ആ അളവിൽ എْതേ؋ാളം ഉ؇്, അതാണ് 
സ്െകയിലറിെന ْപതിനിധീകരിؗുׯത്, ഒരു സ്െകയിലറിൽ ദിശാേബാധം ഇب അതിനാൽ ഇത് 
അടിرാനപരമായി ഒരു സ്െകയിലർ അളവ് എؗത് ഒരു ْപേതّക യൂണിുئകളിൽ ഒെരാئ സംഖّയാണ് 
സൂചിؚിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് എبായ്േؚാഴും ഏത് അളവാണ്, അത് അളവിبാ؋താെണ׸ിൽ 
യൂണിئിെനാؚം ഒരു സ്െകയിലർ അളവിൽ സൂചിؚിുׯം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇത് ഒരു അളവ് 
മാْതമായിരിുׯം . നأൾ ഒരു വُٝു വിന്െറ പി؈െുׯ؋റി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, അതിനാൽ 
പി؈ം ഒരു കിേലാْഗാം അെ׸بിൽ ര؇് കിേലാْഗാം അെ׸بിൽ ആയിരം ْഗാം 500 ْഗാം 
എؗി׹െനയാണ് പറയുؗത്, അതിനാൽ പി؈െുׯ؋റി്׺ പറയുേآാൾ ദിശാേബാധം ഉ؇ാകിب, 
സ്െകയിലറുകൾ ഒരു താപനിലയാണ്. ഒنക്്ٙئ നأൾ ഊَ٣ാവ് അളുׯേآാൾ നأൾ പറയും ഒരാളുെട 
ശരീര ഊَ٣ാവ് അളുׯേآാൾ അത് 37 ഡിْഗി െസന്റിേْഗഡ് അെ׸بിൽ 98.6 ഡിْഗി ഫാരൻഹീ്ئ 
ആെണ്ؗ പറയുؗു, നأൾ വീ؇ും സംസാരിؗുׯ മനുഷّ ശരീര؋ിന്െറ സാധാരണ താപനിലയാണ് 
ചലനെുׯ؋റി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ േപാലും ദിശാേബാധം ഇب. ഒരു ബിؕുവിൽ നأൾ ദൂരം 
അെ׸بിൽ പാത നീളം എ്ؗ വിളിؗുׯ അളവ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, യിൽ നി്ؗ േല്ׯ a- b-
േപാകുേآാൾ ഒരു േപായിന്റ് ചലിؗുׯ ആെക ദൂരമാണിത്, ദൂരം അളുׯേآാൾ ദിശാേബാധം 
ഉ؇ാകിب, അതിനാൽ ഈ അളവ് ഒരു സ്െകയിലറും സ്െകയിലറുകളും ബീജഗണിത؋ിന്െറ 
െപാതുവായ അെ׸بിൽ െപാതുവായ നിയമ׹ൾ പിؓുടരുؗു, കൂടാെത സ്െകയിലറുകൾ േചർׯാം 
കൂ؂ിേ׺ർׯൽ വّവകലന ഗുണനവും ഹരണവും ഇേؚാൾ കൂ؂ിേ׺ർׯലും കുറയ്ׯലും നമു്ׯ ര؇് 
സ്െകയിലറുകൾ എടുׯാം , അവ കൂ؂ിേ׺ർുׯകേയാ കുറയ്ുׯകേയാ െചإാം. സ്െകയിലറുകൾ 
അേؚാൾ യൂണിുئകൾ ഒേരേപാെല ആയിരിׯണം, ഉദാഹരണ؋ിന് നി׹ൾ്ׯ ര؇് പി؈മുെ؇׸ിൽ 
നി׹ൾ്ׯ ര؇് പി׹؈ൾ േചർׯാം, എؗാൽ എനി്ׯ പി؈വും ശരീര؋ിന്െറ താപനിലയും 
ഉെ؇׸ിൽ ഇവ ര؇ും സ്െകയിലർ പരസّമാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം ഒരു ഊَ٣ാവിേലتുׯ പി؈ം 
എനി്ׯ അർ،വ؋ായ ഒؗും നൽകിب, അതിനാൽ നമു്ׯ സ׸ലനവും വّവകലനവും ഉتേؚാൾ 
അത് െചإാൻ കഴിയിب , എؗാൽ നأൾ സ്െകയിലറുകൾ ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും െചുإേآാൾ, 
ഇേؚാൾ ഞാൻ ഒരു സ്െകയിലർ സ്െകയിലർ െകാ؇് ഗുണിുׯകയാെണ്ؗ കരുതുക. ഇേؚാൾ a b 
സ് േകലാർ യ് ്ׯ അതിന്െറ ഒരു സ് െകലാർ യുെട യൂണിുئകൾ ഉ؇ായിരിׯാം ന്െറ യൂണിുئകൾ a b b 
ഉ؇ായിരിׯാം ഇേؚാൾ ഇതിന്െറ ഗുണനം ഞാൻ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ യൂണിുئകൾ b 

എؗിവയുെട ര؇് അളവുകളുെട ഗുണനമായിരിുׯം അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؗിവ a, b a, b 
ഗുണിുׯേآാൾ നأൾ ക؇തുേപാെല ഇത് ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയും , തുടർ്ؗ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ 
യൂണിുئകൾ ഈ ര؇് യൂണിുئകളുെടയും അളവുകളുെട ഉൽؚؗമായിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ 
നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഒരു സ്െകലാറിന്െറ ഒരു ഡിവിഷൻ െകാ؇് വിഭജിׯാം. നأൾ വിഭജിുׯേآാൾ , b 
ഈ അളവുകൾ്ׯ എؗിവയ്്ׯ വّതُّ ٝയൂണിുئകൾ ഉ؇ായിരിׯാം , ഇത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ a, b 
ഘടകം ഈ ര؇് യൂണിുئകളുെട വിഭജനമായിരിുׯം, ഉദാഹരണ؋ിന് സാْؕത സാْؕത േവാളിയം 
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െകാ؇് ഹരി׺ പി؋؈ിന് തുലّമാെണ്ؗ േനാׯാം. ഇേؚാൾ പി؋؈ിന്െറ യൂണിുئകൾ ar 
ആെണ׸ിൽ കിേലാْഗാമിലും േവാളّ׹ളുെട യൂണിുئകൾ മീئർ കّൂബിലും ആെണ׸ിൽ e 
സാْؕതയുെട യൂണിുئകൾ ഒരു മീئർ കّൂബിൽ കിേലാْഗാമിലായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതാണ് നുأെട 
പׯലുتത്, ചിലേؚാൾ നമു്ׯ എؗീ അളവുകളുെട ദീർഘചതുരം ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ചിലേؚാൾ a, b 
നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം എടുׯാം. ഇവിെട നأൾ ഇത് േനാുׯേآാൾ, ഈ ദീർഘചതുരം ചുئളവിന്െറ 
ചുئളവ് ര؇് മട؛ ്׹സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ര؇് ര؇് സ്െകയിലറുകൾ a b 
േചർുؗുׯ, ര؇് നീളം അതിനാൽ ചുئളവ് ര؇് തവണ ؛സ് ആണ് വിُീٝർ؉ം a, b, a b 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, വിُീٝർ؉ം ഒരു തവണ എؗതിന് തുലّമാണ് , ഇവിെട എؗിവ b a, b 
മീئറിലാെണ׸ിൽ ചുئളവും മീئറിലാണ്, എؗാൽ നി׹ൾ ഏരിയ തവണ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, a b 
ഏരിയയുെട യൂണി്ئ മീئർ മട്׹ മീئറായിരിുׯം ഇേؚാൾ നമു്ׯ െവക്ئറുകെള കുറി്׺ സംസാരിׯാം, 
െവക്ئർ എؗത് ഒരു അളവാണ്, അതിന് ഒരു വّാلിٝ ഉെ؇ؗും അതിന് ഒരു ദിശെയുׯറിു׺ം 
സംസാരിׯാം, അതിനാൽ െവക്ئറിന് വّാلിٝയും ദിശയും ഉ؇ായിരിുׯം, തുടർ്ؗ െവക്ئറുമായി 
ബؖെؚ؂ ര؇ാമെ؋ ഗുണമു؇്. ഇത് വളെര ْപധാനമാണ്, ഇതാണ് അത് അനുസരിؗുׯത് ഞാൻ 
വിവരിؗുׯ ഒരു ْപേതّക സ׸ലന നിയമം, ഈ സ׸ലന നിയമം ഒؗുകിൽ നമു്ׯ അതിെന ْതിേകാണ
നിയമം എ്ؗ വിളിׯാം അെ׸بിൽ നമു്ׯ അതിെന ആ പദ؋ിൽ ْപകടിؚിׯാം അെ׸بിൽ നമു്ׯ 
അതിെന സ׸ലന؋ിന്െറ സമാؓര നിയമം എ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ ദിശയിൽ വّാلിٝയുت ഒരു 
അളവ് അതാണ് ആദّെ؋ ആവശّം, ര؇ാമതായി ഈ അളവ് ഈ അളവുകളിൽ രെ؇؉ം 
േചർുׯേآാൾ അവർ ഒരു ْപേതّക നിയമം പാലിׯണം, ഇവ ര؇ും നൽകുؗ ഉ؋ര׹ൾ 
ഒؗുതെؗയായിരിുׯം, ഞ׹ൾ ഇത് വിശദീകരിുׯം അതിനാൽ ഒരു അളവ് ഇവ ര؇ും െചേإ؇തു؇്
െവക് ടറാണ് െവക് ടറായി േയാഗّത േനടുؗത്, അതിന് ര؇് ആْടിബّൂ؂ുകൾ ഉتതുെകാ؇ാണ് അതിന് 
കാؓിമാനവും ദിശയും ഉتതിനാൽ െവക് ടറിെന അതിന്െറ വّാلിٝയും ദിശയും അനുസരി׺ാണ് 
വّװമാؗുׯത്, അതിനുت നിരവധി മാർഗ׹ളു؇്, അത് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കാണിുׯം. ഒരു 
പാഠപുُകٝ؋ിെല െവക് ടറിെന ْപതിനിധീകരിؗുׯതിന് നി׹ൾ സാധാരണയായി ഒരു േബാൾഡ് 
െലئർ േനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിുׯം , അതിനാൽ അ׺ടി׺ വാചക؋ിൽ െവക് ടറിെന ഒരു േബാൾഡ് െലئർ
െനാേ؂ഷൻ െകാ؇് സൂചിؚിؗുׯത് നി׹ൾ കാണും, പേײ ഞ׹ൾ അത് എഴുതുേآാൾ മുകളിൽ 
അآടയാളമുت അײരം ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇതാണ് മുൻ ഞാൻ മുകളിൽ അآടയാളം ഉപേയാഗി്׺ v 
എ്ؗ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് െവക്ئർ െയയും ഈ െവക് ടറിന്െറ വّാلിٝെയയും v 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ഇത് അآടയാളമിبാെത എؗ അײരം െകാ؇് ْപതിനിധീകരിുؗുׯ v 
അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ െവക് ئർ ഉت ര؇് സമാؓര ബാറുകൾׯിടയിൽ ഞ׹ൾ ഇത് കാണിുؗുׯ, v 
അതിനാൽ െവക്ئർ െവക് ടറിന്െറ കാؓിമാനം ആരംഭിؗുׯത് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് അെ׸بിൽ v v 
ഉപേയാഗി്׺ എഴുതാം, അതിبാെത ഇേؚാൾ നأൾ േനരെ؋ ക؇ െവക് ئറുകളിൽ ഒ്ؗ, ഇത് 
െവക് ടറിന്െറ رാനമാണ് എ്ؗ എഴുതാം. ഒരു പാതയിലൂെട, ഈ തൽײണ േപായിന്റിൽ ഇവിെട p 
അടു؋ തൽײണം അത് ൈْപമിൽ ആണ്, അതായത് ആ സമയ്؋ കണികയുെട رാനം pp t p 
യിൽ ൽ ആണ്, ഇത് ൈْപമിലാണ്, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചؗുإത് ഇതിന്െറ رാനം p- p 
കെ؇؋ാൻ, ഒരു േകാർഡിേന്ئ അײം തിരെ؁ടുׯാം, പരُ١രം ലംബമായ ര؇് ദിശകൾ 
തിരെ؁ടുׯാം, അവെയ എؗും എؗും വിളിുؗുׯ കാർ؂ീഷّൻ അു׺ത؇് ഇവയുെട x y 
കവലയാണ് ْപതിനിധീകരിؗുׯ ഉ؍വം, ഇേؚാൾ നأൾ െചؗുإത് േരഖ വരയ്ുׯക എؗതാണ്. o x,

എؗിവ പരُ١രം ലംബമായ ഉം ഉം എؗിവയുെട വിഭജനെ؋യാണ് ഉ؍വം y dir ections o x, y 
എ്ؗ വിളിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് വീ؇ും വരയ്ുׯം ഇത് ഇതാണ് ഇേؚാൾ മുതൽ xy o p o p
വെരയുت േരഖ ഞാൻ വര׺ാൽ ഈ ദിശേയാെടാؚം ഇതിെന വിളിുؗുׯ എؗ േപായിന്റ് യുെട r p 
െപാസിഷൻ െവക്ئർ ആയതിനാൽ ഇത് െവക്ئർ എؗത് ന് തുലّമാെണؗും നأൾ യിൽ നി്ؗ r op o-

േല്ׯ ഒരു ْപേതّക ദിശയിലൂെട േപാകുؗതിനാലും ഇത് െവക്ئർ ചിصമായി ْപതിനിധീകരിുؗുׯ p-
ഇേؚാൾ ഇത് ൈْപം ആെണ׸ിൽ, എനി്ׯ മുതൽ ൈْപം വെര ഒരു േരഖ വരയ്ׯാം, ഇതിെന p o p 
എനി്ׯ െപാസിഷൻ െവക്ئർ ൈْപം എ്ؗ വിളിׯാം ഇതാണ് ൈْപം ഇതാണ് യുെട െപാസിഷൻ r op p 
െവക്ئർ സമയം ൈْപം ആണ്, യഥാർ،؋ിൽ ഞാൻ ൈْപമിൽ േചരുകയാെണ׸ിൽ ഇത് t p to p p 
ആണ് ൈْപം, ഞാൻ അവെയ ഒരു േനർേരഖയിൽ േചരുകയാെണ׸ിൽ ൈْപം ഇതാണ് യുെട p pp p-
ഡിസ്േ؛സ്െമന്റ് െവക്ئർ എ്ؗ നأൾ വിളിؗുׯത്, യിൽ നി്ؗ േല്ׯ ഒരു ْപേതّക ദിശയുت p- p-
ഈ േനർേരഖ ൽ നി്ؗ ൈْപമിേലتുׯ ദൂരം . ൈْപം എؗത് ഡിസ് േ؛സ് െമന്റ് െവക് ടറാണ്, p- p 
കണിക യിൽ നി്ؗ ഏെത׸ിലും പാതയിലൂെട സ؀രിുׯകയാെണ׸ിൽേؚാലും നമു്ׯ കാണാൻ p-
കഴിയും . ൈْപം ഇത് ഈ പാതയിൽ നിേؗാ ഈ പാതയിൽ നിേؗാ സ؀രിുؗുׯ , മുതൽ ൈْപം p p p 
വെരയുر تാനചലന െവക്ئർ എبായ്േؚാഴും പാതയിൽ നി്ؗ ഒേര സٔതْؓമായിരിുׯം, കൂടാെത 
ഡിസ്േ؛സ്െമന്റ് െവക്ئറിന്െറ വّാلിٝ ൈദർഘّേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയിരിുׯെമ്ؗ 
ഇവിെട നി്ؗ വّװമാണ്. നമു്ׯ ര؇് െവക് ടറുകൾ എ, ബി ഉെ؇׸ിൽ െവക് ടറുകളുെട സമതٔം 
എؗതിനർ،ം െവക് ئർ എ െവക് ئർ ബി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ പറ؁ാൽ, എ യുെട കാؓിമാനം ബിയുെട 
കാؓിമാന؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഇതിനർ،ം, ഇത് ഒരു കാരّമാണ്, പേײ കാരണം അതിന്െറ ഒരു 
െവക്ئർ അളവും ഇതിന് ര؇് വശ׹ളും കാؓിമാനവും ദിശയും ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാണ്, യുെട a 
ദിശയും യുെട ദിശയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ അത് b a 
ഞ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ സൂചിؚിുׯകയും മെئാരു െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ ഇത് ഉറؚാുׯകയും op b 
െചുؗുإ. ഞ׹ൾ െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ qr a b 
െചേإ؇ത് ന് തുലّമാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ ഇത് പരിേശാധിുׯക എؗതാണ് ഞ׹ൾ a b b 
ഷിഫ്്ئ െചുؗുإ ര؇് െവക്ئറുകളിൽ ഒؗുകിൽ െവക്ئറിെന ഞ׹ൾ മാുؗുئ അെ׸بിൽ b a b 
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അതിന് സമാؓരമായി ഞ׹ൾ മാറുؗു . ര؇് വാലുകളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯതുവെര െവക്ئർ, 
അ׹െന നأൾ മാറും എؗിവ ഒു؋േചരുؗത് വെര അതിെന മാുئക, തുടർ്ؗ o, q p, r 
േപായിന്റുകൾ ഒു؋േചരുകയാെണ׸ിൽ എؗിവ േയാജിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ േനാുؗുׯ, തുടർ്ؗ p, r 
ര؇് െവക് ടറുകളും െപാരു؋െؚടുؗിെ׸بിൽ ര؇് െവക് ടറുകളും തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, 
അതിനാൽ ര؇് വാലുകൾ വെര െവക് ടറുകൾ തുലّമാകിب ര؇് തലകളും ഒു؋വؗാൽ ُ١ർശിുׯക, 
െവക്ئർ െവക്ئർ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, ചിലേؚാൾ യുെടയും യുെടയും a b a b 
മാ׵ിറ്റّൂഡുകൾ തുലّമാേയׯാം, ഇത് എ്ؗ എഴുതാം, കാരണം യുെട കാؓിമാനം യുെട a a b 
കാؓിമാനമാണ്. െവക് ടർ ചിصമിبാെത െവക് ئർ െവക് ടർ യ് ്ׯ തുലّമായിരിׯിب, ഇത് b a b 
സംഭവിുׯം നമു്ׯ ഇതുേപാലുت െവക് ടറും ഒേര നീളവും എؗാൽ മെئാരു ദിശയുമുت െവക് ടർ 
ബിയും ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇേؚാൾ യുെട വാൽ േല്ׯ മാുئേآാൾ നി׹ൾ്ׯ b a 
ര؇് വാലുകളും ഒേര ബിؕുവിൽ ആയിരിുׯം എؗാൽ ര؇് തലകളും ഒു؋േചരിب അതിനാൽ 
െവക്ئർ െവക്ئർ ന് തുലّമാകിب, അതിനാൽ ര؇് െവക്ئറുകളുെട തുലّത ഞ׹ൾ a b 
നിർവചിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ്, അടു؋തായി ഒരു െവക്ئറിെന െകാ؇് ഗുണിؗുׯത് േനാുؗുׯ a 
ഒരു യഥാർ، സംഖّ െകാ؇് യഥാർ، സംഖّ, നമു്ׯ ഒരു യഥാർ، സംഖّ മാْതമب പറയാം ആദّം 
അതിെന േപാസിئീവ് ആയി മാുئക, നأൾ േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയുെട ഒരു േകസ് എടുുׯം, ആ 
സംഖّ ലാംഡ ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ലാംഡ ഒരു സ്െകയിലർ ആെണ്ؗ പറയാം, കാരണം ഇത് 
ഒരു സംഖّയാണ്, അതിനാൽ അതിന്െറ കാؓിമാനം േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയാണ്, ഞ׹ൾ 
ലാംഡ സമയ׹ൾ േനാുؗുׯ സ്െകയിലറിെന ഒരു െവക് ടർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ aa 
ലഭിؗുׯത് ഇെതാരു െവക് ടറായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ഉൽؚؗം നുأെട പׯലുت ഒരു െവക് ടറാണ്,
അതിന്െറ ദിശ യുെട ദിശയ്്ׯ തുലّമാണ്, എؗാൽ കാؓിമാനം യുെട കാؓിമാന؋ിന്െറ ഇര؂ി a- a 
ലാംഡയാണ് . ഉദാഹരണം ഇത് ഒരു ഉദാഹരണ؋ിലൂെട േനാׯാം, എനി്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇്ؗ a 
കരുതുക, എനി്ׯ എഴുതാൻ ആْഗഹമു؇്, അതിനാൽ ഒരു െവക്ئർ ആയിരിുׯം , അത് ഒേര 2a 2a 
ദിശയിലുت യുെട ഇര؂ി നീളമുت ഒരു െവക്ئർ ആയിരിുׯം, ഇത് ഇേؚാൾ ലാംഡയ്്ׯ a 2a 
തുലّമായിരിുׯം. ലാംഡ -ൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽ അേത ദിശയിലുت മെئാരു െവക് ടറാണ് ലാംഡ എ 1
എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു , ഉൽؚؗ؋ിന്െറ അളവ് വലുതാണ്, ലാംഡ ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ, 
കാؓിമാനം െചറുതാണ്, 
അ׹െന ഞാൻ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ പുതിയ െവക്ئർ അനുവദിുؗുׯ ഞാൻ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ 
ഉൽؚؗം ന് തുലّമായതിനാൽ ഈ എഴുതുക ന് തുലّമായ ന്െറ കാؓിമാനം ഇത് lambda a r r r 
ലാംഡ യുെട കാؓിമാന؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് ലാംഡയുെട കാؓിമാനം എ്ؗ എഴുതാം a 
അെ׸بിൽ ലാംഡ സമയ؋ിന് തുലّമാണ്, ലാംഡ െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഇവിെട നأൾ േപാസിئീവ് 
ലാംഡെയുׯറി്׺ സംസാരിു׺. അേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ലഭിുؗുׯ, അതിന്െറ ദിശ യ്്ׯ a 
വിപരീതമാണ്, അത് ഒേര വരിയിലാണ്, പേײ അത് വിപരീത ദിശയിലാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ 
ഇതുേപാെല ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ, എതിർ ദിശയിലുت അേത നീളമുت െവക്ئർ അതിെന ൈമനസ് 
എ്ؗ എഴുതുؗു. എനി്ׯ േവണെമ׸ിൽ എതിർ ദിശയിൽ ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഒരു െവക്ئർa so, 2a 
ഉെ؇׸ിൽ, അത് ഇേؚാൾ ലാംഡ സമയെുׯ؋റി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, ലാംഡയ്്ׯ അതിന്േറതായ 
അളവും ലാംഡയുെട അളവും ഉ؇ായിരിׯാം ലാംഡയുെട അളവിന്െറയും യുെട അളവിന്െറയും a a 
ഉൽപؗമായിരിുׯം, കൂടാെത ഒരു െവക് ടറിെന വിഭജിؗുׯ ഒരു സ് െകലാർ ബീئ ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ 
ഒരു സ്െകയിലർ ഉെ؇്ؗ കരുതുക , അതായത് നി׹ൾ ബീئ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എഴുതാൻ 
ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ ഇത് വിവരി׺ രീതിയാണ്. ഒരു സ്െകയിലറിന്െറ ഗുണന؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക
േകസ് ഒരു ബീئയ്്ׯ മുകളിലുت ലാംഡ ആയതിനാൽ െവക്ئറുകെള ഈ റൂൾ ഉപേയാഗി്׺ 
സ്െകയിലറുകൾ െകാ؇് ഗുണിുׯകേയാ ഹരിുׯകേയാ െചإാം, അടു؋തായി വരുؗത് ഒരു 
െവക്ئറിന്െറ േْപാؚർ؂ിയിൽ ഞ׹ൾ വിവരി׺ കീ റൂൾ ആണ്, അത് ര؇് െവക്ئറുകൾ 
കൂ؂ിേ׺ർׯലാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ ഒരു അളേവാ രേ؇ാ അളവ് എ്ؗ പറ؁ു. ഒരു െവക് ئർ ഇേؚാൾ 
െവക് ടറുകളുെട സ׸ലന നിയമം പിؓുടരുകയാെണ׸ിൽ, ഈ സ׸ലനം ഞ׹ൾ പറ؁തുേപാെല, 
ഒേര ഉ؋രം ലഭിؗുׯ ര؇് രീതികളിലൂെട നമു്ׯ വിവരിׯാം, ഇതിൽ ആദّേ؋തിെന 
സ׸ലന؋ിന്െറ ْതിേകാണ നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉ؇്. ഒരു a 
െവക്ئർ ആണ്, കൂടാെത ഒരു ؛സ് ബി്ׯ തുലّമായ െവക്ئർ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ b r 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട ഞ׹ൾ അതിന്െറ ؛സ് ബി തിരെ؁ടുുؗുׯ െവക്ئർ a 
തിരെ؁ടുുؗുׯ, ഞ׹ൾ െവക്ئർ വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ െവക്ئർ വരയ്ുؗുׯ, െവക്ئർ 
വരയ്ുؗുׯ അതായത് യുെട അ്؋ئ ഞ׹ൾ െവക്ئർ വരയ്ുؗുׯ, അതിന്െറ തലയിൽ യുെട a b a 
തലയിൽ െവക്ئർ ഉ؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ െവക്ئർ ഉ؇് , െവക്ئർ യുെട തലയിൽ െവക്ئർ a b 
വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ െവക്ئർ ഇവിെടയു؇്. ഇത് ആണ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ റിേവٌ٧് a a b 
ഓർഡറിൽ കാണുؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മൂؗാം വശം നأൾ േപാകുؗുെവ്ؗ കാണുക മുതൽ a b 
വെര ഇേؚാൾ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മൂؗാം വശം ഈ വശമാണ്, ഞാൻ റിേവٌ٧് ഓർഡർ െകാ؇് 
ഉേؐശിؗുׯത് ഞാൻ മുതൽ വെര തുടരുകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ അآടയാള׹ൾ a b 
പിؓുടരുകയാെണ׸ിൽ ഞാൻ ഈ വരി എടുׯണം, ഞാൻ റിേവٌ٧് ഓർഡറും ഈ മൂؗാമേ؋യും 
എടുുׯം വശം ഇത് എനി്ׯ നൽകുؗു , അത് ഒരു ؛സ് ബി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْതിേകാണ r 
നിയമ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ െവക്ئർ കൂ؂ിേ׺ർׯൽ ലഭിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ്, അതിനാൽ ര؇് 
െവക്ئറുകളും ഒേര ْകമ؋ിൽ വരയ്ؗുׯതിെന ْതിേകാണ നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഞ׹ൾ 
ْതിേകാണവും മൂؗാം വശവും പൂർ؋ിയാുؗുׯ റിേവٌ٧് ഓർഡറിെല ْതിേകാണം നമു്ׯ 
െവക്ئറുകളുെട ആെകു؋ക നൽകുؗു എ്ؗ േനാׯാം, എؓാണ് ؛സ് എ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, a, b b 
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അതിനാൽ ഈ ര؇് െവക്ئറുകൾ ഉപേയാഗി്׺ െവക്ئർ ؛സ് േനാׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് b a 
െചإണെമ׸ിൽ അേؚാൾ ഞാൻ ആദّം വിവരി׺ത് േപാെല ഞാൻ െവക്ئർ ബി വരയ്ുׯം, തുടർ്ؗ 
െവക്ئർ ൈബയുെട വാലിൽ െവക്ئർ വരയ്ുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആയിരുؗു ഇത് തുടർ്ؗ a b a, 
ഞാൻ റിേവٌ٧് ഓർഡറിെല മൂؗാമെ؋ വശം േനാുؗുׯ, ഇത് എനി്ׯ െവക്ئർ നൽകുؗു ؛സ് r 1 b a
ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ മനشിലാؗുׯത് െവക്ئർ െവക്ئർ ന് തുലّമാണ് ആണ് ബി r 1 r th at 
 ീവ് നിയമംئേ؂ൂّأിന്െറ ക؋ലന׸ർ സئതുലّമാണ്, ഇതിെനയാണ് െവക് ׯസ് ബി്؛ സ് എ എؗത്؛
എ്ؗ ഞ׹ൾ വിളിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് െവക്ئർ സ׸ലന؋ിന്െറ കൂّأേئ؂ീവ് നിയമമാണ്, 
കൂടാെത ഇത് സ്െകയിലറുകൾെׯാؚം സംഭവിؗുׯത് ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതായത് ഒരു ؛സിന്െറ 
ആെകു؋ക എؗത് ബി ؛സ് യുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ്, നأൾ മൂ്ؗ െവക് ടറുകൾ b a 
ഒരുമി്׺ േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ഒരു മൂؗാമെതാരു േْപാؚർ؂ി ഉ؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ മൂ്ؗ 
െവക് ടറുകൾ എؗിവ േചർׯാം, നി׹ൾ കാണുؗത് േപാെല നമു്ׯ അതിെന കൂടുതൽ ab, c 
െവക് ടറുകൾ േചർؗുׯതിന് സാമാനّവൽׯരിׯാം. നി׹ൾ കാണുؗതുേപാെല ഇതിെന 
സ׸ലന؋ിന്െറ ബഹുഭുജ നിയമം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇്ؗ a 
േനാׯാം, അതിൽ നأൾ െവക്ئർ േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ േനാؗുׯത് ഒരു ؛സ് ബി b 
ആണ്, അതിേനാട് ഞ׹ൾ c 
അ׹െന ഒരു ؛സ് േചർുؗുׯ ഇത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഈ േഡാ؂് ൈലൻ വഴി നൽകും, b 
ഇേؚാൾ ഒരു ؛സ് േല്ׯ േചർേׯ؇ മൂؗാമെ؋ െവക്ئർ യുെട വാലിൽ വയ്ׯണം, ഇേؚാൾ b c b 
നأൾ ഇത് േനാുׯേآാൾ ഞാൻ ഒരു ؛സ് േചർ؋ാൽ ْതിേകാണം പൂർ؋ിയാുׯക, ഞാൻ b to ci 
അതിെന വിപരീത അർ،؋ിൽ േനാുׯേآാൾ ഇത് ഒരു ؛സ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ െവക്ئർ b 
ഇവിെട എനി്ׯ ഒരു ؛സ് ؛സ് നൽകുؗു അതിനാൽ അവിെടയുت എبാ െവക്ئറുകളുെടയും ഒരു b c 
ബഹുഭുജം ഞ׹ൾ ഉ؇ാുؗുׯ , ഇത് പൂർ؋ിയാؗുׯ അവസാന വശം നമു്ׯ എبാ 
െവക്ئറുകളുെടയും ആെകു؋ക നൽകും, ഇേؚാൾ നأൾ േനാؗുׯ സ׸ലനം പരُ١രം 
മാുئകയാെണ׸ിൽ ഇത് എ׹െന ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവ്ؗ േനാׯാം. െവക്ئർ എ ؛സ് ബി ؛സ് സി 
അതായത് ആദّം നأൾ െവക് ടറുകൾ ബി, സി എؗിവ േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ െവക് ടറുകൾ ബി, 
സി എؗിവ േചർ؋ാൽ എനി്ׯ ഈ േഡാ؂ഡ് ൈലൻ ലഭിുׯം, എനി്ׯ ഇത് വിപരീത അർ،؋ിൽ 
എടുׯണം, അതിനാൽ എബിസി അതിനാൽ ഞാൻ ഈ ൈലൻ േനാുؗുׯ ഇത് െവക്ئർ ആണ് ؛സ് b 
െവക് ئർ സി, ഇത് യിേല്ׯ േചർുׯേآാൾ വീ؇ും ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് സി ലഭിുׯം, അേؚാൾ നമു്ׯ AI 
ലഭിؗുׯത് െവക് ئർ എ ؛സ് ബി ؛സ് ആണ്, സി േല്ׯ െവക് ടറിന് തുലّമായിരിുׯം എ ؛സ് 
ബിയുെടയും സിയുെടയും ഈ േْപാؚർ؂ിയുെടയും ആെകു؋ക അേസാസിേയئീവ് േْപാؚർ؂ി എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഏത് ْകമ؋ിലും െവക്ئറുകൾ േചർׯാൻ കഴിയും , ഒരു ؛സ് 
ൈമനസ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , െവക്ئറിെന െനഗئീവിേല്ׯ േചർുׯക, നമു്ׯ ഇത് െചإാൻ 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഇത് െവക്ئർ ആണ് ഇേؚാൾ ഇതിന്െറ തലയിൽ ൈമനസ് എ ആയ ഒരു െവക്ئർa 
 അതിനാൽ ഇവ ര؇ിന്െറയും ,ുؗു׹മട ׯക, അതിനർ،ം ഞാൻ അേത േപായിന്റിേല്ുׯാപിر
ആെകു؋ക ഇേؚാൾ നأൾ വിളിؗുׯ െവക്ئർ ആയിരിുׯം  െവക് ടറായതിനാൽ അതിന്െറ തെؗ 0
ൈമനസിേല്ׯ േചർؗുׯതിന്െറ ഫലം ഒരു  െവക് ടറാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആണ്, a 0 a 
കൂടാെത ഇവിെട നി്ؗ ഒരു ؛സ് കുറയ്ׯാനും പൂജّം െവക്ئർ നമു്ׯ ലാംഡ തവണ നൽകുؗു പൂജّം 
െവക്ئർ നൽകുؗ ഏത് സ്െകലാർ സമയവും പൂജّം െവക് ടറും ഒരു െവക് ئർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ a 
പൂജّം സ് െകയിലറും നമു്ׯ പൂജّം െവക് ടർ നൽകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ രീതിയിൽ ഒരു പൂജّം 
െവക് ടറിെന നിർവചിു׺, െവക് ടറുകളുെട സ׸ലനം ഉتത് േപാെല െവക് ടറുകളുെട വّവകലനം 
േനാׯാൻ ْശമി׺ാൽ ഇത് ഇ׹െനയാണ് അതായത് നأൾ ൈമനസ് ബിെയുׯറി׺ാണ് 
സംസാരിؗുׯത്, ഇത് സ׸ലന؋ിന്െറ ഒരു ْപേതّക േകസ് മാْതമാണ്, അത് ബിയുെട ؛സ് ൈമനസ് 
ആയി എഴുതാം , അതിനർ،ം ഞ׹ൾ െവക്ئർ എടുുׯകയും യുെട ൈമനസിേല്ׯ a v 
േചർുׯകയും െചുؗുإ, അതായത് യുെട വിപരീതം നമു്ׯ ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ബി നൽകും, ഇേؚാൾ v 
നأൾ ചർ׺ െചᅃٝതുേപാെല , ْതിേകാണ നിയമം ഉപേയാഗി്׺ കൂ؂ിേ׺ർׯൽ ഞ׹ൾ ക؇ു, ഇേؚാൾ 
ര؇ാമെ؋ വഴിയു؇് , അതിെന െവക്ئറുകൾ കൂ؂ിേ׺ർؗുׯതിനുت സമാؓരചലന നിയമം എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, സമാؓരചലന നിയമ؋ിൽ നأൾ എؓാണ് െചؗുإത് െവക് ടറുകൾ എؗിവയ് ്ׯ a, b 
മു്آ ഒേര ബിؕുവിൽ സമനٔയിؗുׯ വാലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ْകമീകരിുׯക ഞ׹ൾ ആദّം a 
െവ׺തും യുെട തലയിൽ ഞ׹ൾ െവക്ئർ െയ അതിന്െറ തലയിൽ േയാജിؚി്׺ തലയിൽ a b 
സമനٔയിؚിؗുׯ തര؋ിൽ െവക്ئർ വയ്ുؗുׯ എؗത് നി׹ൾ ഓർുؗുׯ. ഒേര ബിؕുവിലുت b 
വാലുകളുت െവക്ئർ ഇേؚാൾ ഇവ ര؇് വശ׹ളാണ് അെ׸بിൽ പകരം ര؇് സമീപമുت b 
വശ׹ളാണ്, അതിനാൽ അവെയ ഒരു സമാؓരേരഖയുെട െതാ؂ടു؋ വശ׹ളായി 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇവ ര؇് സമീപമുت വശ׹ളാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ സമാؓരചലനം 
പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതായത് നأൾ ഒരു െവക്ئർ വരയ്ുؗുׯ. ഈ ഘ؋؂ിൽ നി്ؗ നأൾ മെئാരു b 
െവക്ئർ വരയ്ുؗുׯ, അത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സമാؓരേരഖയാണ്, തുടർ്ؗ വാലിൽ b 
നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ സമാؓരചലന؋ിന്െറ ഡയഗണൽ ഈ ര؇് െവക്ئറുകളുെടയും െപാതുവായ 
േപായിന്റിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ ഡയഗണൽ, ഇത് െവക്ئർ ന് തുലّമാണ്. ഒരു ؛സ് ബിയുെട r 
ആെകു؋കയിേല്ׯ ചിലേؚാൾ നി׹ൾ എؓിനാണ് ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯത്, കാരണം sine r 
പലേؚാഴും ഇവയുെട ആെകു؋ക ഫലം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാലാണ് നി׹ൾ്ׯ ഏത് ചിصവും 
ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട സമാؓരേരഖയുെട ഡയഗണൽ നമു്ׯ തുക നൽകുؗു 
െവക് ടറുകൾ ഇതാണ് െവക് ടറുകളുെട പാരലേലാْഗാം നിയമം ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ െവക്ئർ a, b, wha 
കൂ؂ിേ׺ർׯൽ ഉപേയാഗിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ് പാഡ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ , നി׹ൾ ര؇ാമെ؋ വശം 
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േനാׯിയാൽ ഇത് ഒരു സമാؓര ചْകം ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട വّװമായി കാണാൻ കഴിയും, 
അതിനാൽ ഈ വശം െവക്ئർ ബി അبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ നമു്ׯ ഉت ഡയഗണലും ഇവിെട 
ലഭി׺ത് എؗിവ ْകമ؋ിൽ െവ׺ാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മൂؗാം വശമبാെത മെئാؗുമب , a, b 
അതിനാൽ സമാؓരചലന നിയമം ഒؗുമെുؗبം സ׸ലന؋ിന്െറ ْതിേകാണ നിയമ؋ിന്െറ അേത 
ഫലം നൽകുെമؗും ചിലേؚാൾ നأൾ പറ؁തുേപാെലയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് ബി 
േനാׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ എയും ഇത് െവക്ئർ ബിയുമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ബി 
കെ؇؋ണം, ബിയിൽ നി്ؗ ഈ വശ്؋ നി്ؗ ഞാൻ ഒരു െവക്ئർ വര׺ാൽ ഇതിന് എതിർവശتു؋ 
ൈമനസ് ബി ആണ്, ഞാൻ ഈ ْതിേകാണം പൂർ؋ിയാുׯം അതിനാൽ ഈ െവക്ئർ െവക്ئർ എ 
ൈമനസ് െവക്ئർ ബി്ׯ തുലّമായിരിുׯം , ഇത് എയും ബിയും ആയിരുؗു, 
അ׹െനയാണ് നമു്ׯ കുറയ്ׯൽ ശരിയാׯാൻ കഴിയുക, ഇേؚാൾ ഇവിെട നി׹ൾ മനشിലാؗുׯത് 
ൈമനസ് ബി ആെണ്ؗ എനി്ׯ ഉെ؇׸ിൽ ബി ൈമനസ് എയ്്ׯ തുലّമാകിب ബി ൈമനസ് എ െചإാൻ,
ഇത് എതിർ ദിശയിേലتുׯ ദٔി നീׯമാണ്, ഇവിെട എനി്ׯ ഇത് ലഭിുׯം ൈമനസ് ഐ ഇവ ര؇ും 
േചർുׯക, അതിനർ،ം ഞാൻ ഈ ْതിേകാണം പൂർ؋ിയാുؗുׯ എؗാണ്, അതിനാൽ വാُവٝ؋ിൽ 
ഇത് അേത വരിയിൽ വീഴും ഈ െവക്ئർ ബി ൈമനസ് എയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, വാُവٝ؋ിൽ ഇത് ബി
ൈമനസ് എ ൈമനസ് ബിയുെട ൈമനസ് ആയിരിുׯം അതിനാൽ അവ വിപരീത ദിശകളിേല്ׯ വീഴും, 
നമു്ׯ ഒരു സ്െകയിലർ ലാംഡ ഉെ؇׸ിൽ, ഇത് ഒരു ؛സ് ബിയുെട ആെകു؋ക െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 
ഇത് ലാംഡ തവണ എ ؛സ് ലാംഡ തവണ ന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് അടു؋തായി b 
പരിേശാധിു׺റؚിׯാം, ഞ׹ൾ െറസലൂഷൻ എ്ؗ വിളിؗുׯത് േനാׯാം. െവക് ടറുകൾ നമു്ׯ ര؇് 
െവക് ടറുകൾ ഉ؇്, അവ ഒരു വിമാന؋ിൽ വّതُّ ٝദിശകളിലുت പൂജّം അبാ؋ െവക് ئറുകളാണ് , 
ഒേര തല؋ിൽ ഒരു മൂؗാമെ؋ െവക് ئർ ഉ؇്, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ സംസാരിؗുׯത് എبാ a 
െവക് ئറുകളും ഒേര തല؋ിൽ കിടؗുׯതിെനുׯറി׺ാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ എؓാണ് 
സംസാരിؗുׯത് ഇത് െവക്ئർ ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ െവക്ئർ ഉ؇് aa b 
ഇവ വّതُّ ٝദിശകളിലാണ്, അവ പരُ١രം ലംബമായിരിേׯ؇തിب, അവ ര؇് വّതُّ ٝദിശകളാണ്, 
ഞ׹ൾ്ׯ മൂؗാമെ؋ െവക്ئർ ഉ؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ മൂ്ؗ കാരّ׹ളു؇് ഇേؚാൾ നأൾ a ab, 
എؓാണ് െവക്ئർ എؗത് ര؇ിന്െറ ആെകു؋കയായി ْപകടിؚിׯാം എ്ؗ പറയാം െവക് ടറുകൾ a 
ഇേؚാൾ ഈ ര؇് െവക് ടറുകളുെടയും ْപേതّകത എؓാണ് ഇതിൽ ആദّേ؋ത് ഒരു റിയൽ സംഖّ 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇത് ലാംഡ ആെണؗും ര؇ാമെ؋ സംഖّ െവക് ئർ എؗത് ഒരു യഥാർ، b 
സംഖّ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ വّതّസ് തമാെണؗും െപാതുെവ പറയുക mu 
അ׹െന നأൾ എؓാണ് നമു്ׯ ലാംഡ ْപാവശّം െചറിയ ؛സ് തവണ െചറിയ ആയി a mu b 
ْപകടിؚിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െചإാൻ കഴിയും, ഇത് മനസിലാׯാനുت വഴി െവക്ئർ ന് ab op 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് െവക്ئർ ആണ്, അത് നأൾ ഉപേയാഗി്׺ സൂചിؚിുؗുׯ. നأൾ a op o a 
യ്്ׯ സമാؓരമായി ഒരു േരഖ വരയ്ുؗുׯ , അതിനാൽ യഥാർ، െവക്ئർ a 
ഇതുേപാെലയായിരുെؗ׸ിൽ വഴി യ്്ׯ സമാؓരമായ ഒരു േരഖയും യഥാർ، െവക്ئർ o a b 
ഇതുേപാെലയാെണ׸ിൽ വഴിയും ന് സമാؓരമായി ഒരു േരഖ വരയ്ുؗുׯ. ഈ p b b 
ദിശയിലായിരുؗതിനാൽ ഞ׹ൾ ന് സമാؓരമായി ഒരു േരഖ വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് b 
ലാംഡ തവണ ആയിരിുׯം, ഇത് ര؇ാമെ؋ െവക്ئർ ആയിരിുׯം ഇത് തവണ ആയിരിുׯം, mu b 
കാരണം ഇത് ന് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഘടക؋ിൽ വരുؗ നീളം എْതയാെണ׸ിലും b mu 
നീളം മാ׵ിഫിേׯഷൻ ഘടകം ലാംഡ ഫാക് ടറിൽ വരും അതിനാൽ ലാംഡ കൂടാെത എؗത് a mu b 
െവക്ئർ എ്ؗ എഴുതാം, ഞ׹ൾ പറയുؗത് ഇതാണ് , a 
അ׹െന ഒരിׯൽ ഞ׹ൾ െവക്ئർ പരിഹരിു׺െവ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , ര؇് ഘടക׹േളാെടാؚം a 
ലാംഡ എؗീ ര؇് ഘടക െവക്ئറുകൾ എؗിവയ്െׯാؚം ഇേؚാൾ എؗിവയ്്ׯ a, mu b a, b a, b 
െപാതുവായി എؗിവ ഉ؇ായിരിׯാം. ഏെത׸ിലും ഓറിയന്േറഷനുകൾ പേײ അവയ്്ׯ a, b 
സമാؓരമായിരിׯാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഇതിെന െവക്ئറുകളുെട െറസലൂഷൻ എ്ؗ ഞ׹ൾ 
വിളിുؗുׯ, െവക്ئറിന്െറ െറസലّൂഷൻ എؗിവ പരُ١രം ലംബമാെണ׸ിൽ െവക്ئറിന്െറ a, b 
െറസലൂഷൻ കൂടുതൽ സാധാരണമാകും ലംബമായ ദിശയിൽ നأൾ ആദّം സംസാരിؗുׯത് യൂണി്ئ 
െവക്ئർ ഒരു യൂണി്ئ െവക്ئർ മാ׵ിറ്റّൂഡ് 1 ന്െറ ഒരു െവക്ئർ ആണ്, അതിന് ഒരു ദിശാസൂചനയു؇്, 
പേײ അതിന്െറ കാؓിമാനം എبായ്േؚാഴും ഏകതٔമാണ്, അതിനാൽ നأൾ െപാതുെവ ഒരു യൂണി്ئ 
െവക്ئറിെന സൂചിؚിുؗുׯ, ഇതിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാെഴبാം ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯം ചിص 
െതാؚിയും നأൾ എേؚാൾ െതാؚിയും ഉപേയാഗിുׯേآാൾ അതിനർ،ം നأൾ സംസാരിؗുׯത് ഒരു
െവക്ئറിെന കുറി׺ാണ്, അതിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡ് ഒؗായിരിുׯകയും അതിെന യൂണി്ئ െവക്ئർ എ്ؗ 
വിളിുׯകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ കാർ؂ീഷّൻ സിزം നുأെട കാർ؂ീഷّൻ സിزം 
േനാׯാം, ഇവിെട ഇത് ْതിമാന׹ളിേല്ׯ വّാപിؚിുׯം . നأൾ െവക് ടറിെന അതിന്െറ t 
ْതിമാന׹ളിൽ സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉദാഹരണമായി അײം അײവും x y z 
അײവും ഒരു െപാതു േപായിന്റ ് ഉ؇്, അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആണ് , ഞ׹ൾ p xyz 
െവക് ടറിെന മുതൽ വെര എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് െവക് ടറായി പറയാം. െ؛യിനിൽ ൽ o p xz p-
നി്ؗ ഒരു ലംബമായി േْഡാ്ؚ െചᅃٝാൽ , ഇേؚാൾ ൈْപമിൽ േചരുകയാെണ׸ിൽ, ൈْപമിൽ ഇത് op p 
കൃതّമായ െ؛യിനിൽ അടിׯെ؂, അത് വളെര വّװമാണ്, ൈْപമിൽ ൈْപം എؗത് ഇേؚാൾ op p p 

ന് തുലّമാണ് എ׸ിൽ നأൾ േപായിന്റ് ൈْപമിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ േനാുׯേآാൾ അവ op- p x 0 
ന് തുലّമായിരിുׯം , ഇത് െ؛യിനിെല ഒരു ബിؕുവാണ്, അതിനാൽ േപായിന്റ ് ൈْപമിന്െറ z z p y 

േകാർഡിേന0 ്ئ അതിന്െറ ആയിരിുׯം , നأൾ െചؗുإത് േപായിന്റിൽ നിؗാെണ׸ിൽ x 0 z p 
ൈْപം വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ അ؋ײിന് ലംബമായും ൈْപമിൽ നി്ؗ അ؋ײിേലتുׯ x p z 
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ലംബമായും എടുുׯക, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ദൂരം ഇവിെട ആയിരിുׯം , ഇവിെട ഈ ദൂരം z x 
ആയിരിുׯം, ഈ ആണ് ആകുെമ്ؗ നأൾ പറയുؗത്. െവക്ئർ ന്െറ ഘടകം െവക്ئർ x x opz x op 
ന്െറ ഘടകമായിരിുׯം, അതുേപാെല ൈْപം ഇത് ന് തുലّമായ കാؓിമാന؋ിലാണ്, z p p y 
അതിനാൽ ഇത് ആയിരിുׯം െവക്ئർ ഒപിയുെട ഘടകവും നأൾ കാണുؗത് ഈ െവക്ئർ y op x 
അײം െകാ؇് ഒരു ആംഗിൾ ആൽഫ ഉ؇ാുׯകയാെണ׸ിൽ െവക്ئർ ആംഗിൾ ആൽഫ op 
ഉ؇ാുؗുׯെവ׸ിൽ െവക്ئർ അു׺ത؇ിൽ ആംഗിൾ ആൽഫ ഉ؇ാുؗുׯ, ഞാൻ അത് ഇവിെട op x 
ചിْത؋ിൽ കാണിുׯം, അതിനാൽ ഒരു ആംഗിൾ ആൽഫ ഉ؇ാുؗുׯ അײം അത് op x y 
അ؋ײിൽ ഒരു ആംഗിൾ ബീئ ഉ؇ാുؗുׯ , അത് ഒരു ആംഗിൾ ഉ؇ാുؗുׯ, ഞാൻ ഒരു മൂؗാം 
നിറമുت േപന ഉപേയാഗിുׯം, അത് അײം ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ആംഗിൾ ഗാമ ഉ؇ാുؗുׯ, അേؚാൾ z 
നമു്ׯ ഉتത് ഘടകമാണ് , ഇത് േകാൈസൻ ആൽഫയുെട അളവിന് തുലّമായിരിുׯം ഘടകം x op y 

ബീئയുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് ആയിരിുׯം, ഘടകം േകാൈസൻ ഗാമയുെട മാ׵ിറ്റّൂഡിന് op cosine z op 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇവെയ നأൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് െവക്ئർ ന്െറ xy op x 
ഘടകമാണ്, ഇത് ന്െറ ഘടകമാണ്, ഇതാണ് ന്െറ ഘടകം ഇേؚാൾ നأൾ െചؗുإത് op- y op z xy, z 
അ؋ײിൽ യൂണി്ئ െവക്ئറുകൾ എഴുതുക എؗതാണ്, ഇേؚാൾ ഈ കൾ്ׯ ഒരു നിحിത ദിശയു؇്,x-
അതിനാൽ അു׺ത؇ിലുت ഒരു യൂണി്ئ െവക്ئറിന് നأൾ ചിصം ഉപേയാഗിുׯം ഇത് x i y 
അ؋ײിൽ ഉت യൂണി്ئ െവക്ئറിന് വളെര സാധാരണമാണ്. അ؋ײിൽ യൂണി്ئ െവക് ടറിന് z j 
എؗ ചിصം ഉപേയാഗിുׯക, ഞ׹ൾ എؗ ചിصം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതായത് എؗാണ് ഇവ ഉംk i xy 

ഉം ആെണ׸ിൽ അ؋ײിൽ നീളമുت ഒരു െവക്ئർ ആണ് , അ؋ײിൽ എവിെടയും നീളം 1z x x j 
ന്െറ െവക്ئർ ആണ്, ഇത് ആയിരിുׯം, അ؋ײിൽ നീളം 1 ഉت െവക്ئർ ആയിരിുׯം , j z k 
എനി്ׯ കെ؇؋ണെമ׸ിൽ യുെട കാؓിമാനവും യുെട വّാلിٝയും അതിെനുׯറി്׺ j i k 
ചിؓിുؗുׯ, അവെയبാം ഒؗായിരിׯണം, ഉപ െപാതു ദിശയിൽ എനി്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ, a a
യ് െׯാؚമുت യൂണി്ئ െവക് ئർ ഞാൻ ഉപേയാഗിേׯ؇ മാ׵ിറ്റّൂഡിന്െറ ഒരു െവക് ئർ ആയിരിുׯം . 

യുെട ദിശയിൽ കാؓിമാനം 1 എ്ؗ പറേയ؇ പദ؋ിന്െറ ൈദർഘّം ഇതിെനയാണ് നأൾ യുെട a a 
യൂണി്ئ െവക്ئർ എ്ؗ വിളിؗുׯത് ഒؗുകിൽ നأൾ ഇതിന് എؗ ചിصം ഉപേയാഗിുؗുׯ n 
അെ׸بിൽ ചിലേؚാൾ െതാؚി ഉപേയാഗി്׺ ഉപേയാഗിുؗുׯ ഒരു യൂണി്ئ െവക്ئറിെന e sub a e 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ െനാേ؂ഷനുകളും എؗത് എؗ അർ،ം നൽകുകയും െതാؚി ഉപേയാഗി്׺ a a 
അത് ഒരു യൂണി്ئ െവക്ئർ ആെണ്ؗ നേأാട് പറയുؗു, അതിനാൽ ഏത് െപാതു ദിശയിലും യൂണി്ئ 
െവക്ئറും ഇതുേപാെല എഴുതാം, 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ മനشിലാؗുׯത് െവക്ئർ ആെണ׸ിൽ ഇതിെനാؚം യൂണി്ئ െവക്ئർ a 

ആെണ׸ിൽ െവക്ئർ എؗത് ഒരു തവണ അെ׸بിൽ യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് ആയി എഴുതാം. n a n a t 
ഇ׹െനയാണ് നമു്ׯ യൂണി്ئ െവക്ئർ ഉ؇ാവുക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ െവക്ئർ ന്െറ െറസലൂഷൻimes n a 

എടുׯാം അു׺ത؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ؛ാനർ േകസ് േനാׯാം . അ؋ײിനും x , y x ab 
തീئയ്ുׯം ഇടയിലുت ആംഗിൾ, ഇേؚാൾ ഇതാണ് ആെണ׸ിൽ , ഇത് െവക്ئർ അبാെത p a 
മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇവിെട നി്ؗ ഒരു ലംബമായി വീഴുകയാെണ׸ിൽ, ഈ േപായിന്റ്

ആകെ؂ അ؋ײിൽ ഒരു ലംബമായി ഇടുക, ഇത് േപായിന്റ ് ആകെ؂ അേؚാൾ വളെര pxi y py 
വّװമാണ് , ഇത് െവക് ടറിന് തുലّമായത് ഓ ൈടംസ് ؛സ് ؛സ് അبാെത op px o oopx opy 
മെئാؗുമײ ,بമിׯണം ഇത് ആരംഭിׯാൻ കഴിയിب െവക് ടർ ആയിരിുׯം എؗത് a will op 
തുലّമാണ് ؛സ് ആണ് ഇവിെട ഉം ഉം േപായിന്റുകൾ അײം, എؗിവയിൽ opx opy px py x, y opx 
ഒരാൾ്ׯ അതിെന ഉപ മട്׹ ആയി എഴുതാം, അതായത് ന്െറ മാ׵ിئിയൂഡ് ആണ്, ഇത് x i opx x 
ദിശയിൽ ഒؗുകിൽ ൈടംസ് യൂണി്ئ െവക്ئറിന്െറ ഘടകമാണ്. സമയം അേؚാൾ ഇവിെട x j 
നമുتുׯത് െവക് ടറിെന ؛സ് എؗും എؗിവെയ ന്െറ ഘടക׹ൾ axi ayj a x, ay a so ax- x, y 
എؗും എഴുതാം കൂടാെത െവക് ടറിന്െറ ഘടക׹ളാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ay x , y a 
കെ؇؋ണെമ׸ിൽ െവക്ئർ ഉتതിനാൽ നമു്ׯ അത് ഉം യും േകാടാലിയും ഉം ആയി a x y ay 
പരിഹരിׯാൻ കഴിയും, 
അ׹െന എഴുതാൻ ര؇് വഴികളുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഒരു വിമാന؋ിൽ ഒരു െവക്ئർ യുെട a 
ആദّ മാർഗം നأൾ യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് ഉപേയാഗിുؗുׯ, കൂടാെത അײം ഉപേയാഗി്׺ a x a 
ഉ؇ാؗുׯ ആംഗിൾ തീئ വّװമാുؗുׯ, ഈ ര؇് കാരّ׹ളും ഞ׹ൾ വّװമാുؗുׯ, അത് നമു്ׯ 
െവക്ئർ നൽകുؗു, ര؇ാമെ؋ വഴിയാണ് കണׯാؗുׯത്. കൂടാെത ഘടക׹ൾ േകാടാലി, a x y ay 
, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ െവക്ئർ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമായി എഴുതുؗു, ഇത് െവക്ئർ a axi ayj a 
ആെണ׸ിൽ ഇത് വളെര വّװമാؗുׯ ചിْത؋ിൽ നി്ؗ ഇത് അײം ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ആംഗിൾ x 
തീئ ഉ؇ാുؗുׯ, ഇത് േകാടാലി ഇതാണ് തുടർ്ؗ നുأെട പׯലുتത് േകാടാലി ചതുരവും എയ് ay 
സ്കٔയറുമാണ്, വാُവٝ؋ിൽ േകാടാലി ഒരു േകാസ് തീئയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ േകാടാലി 
ചതുരവും എയ് ചതുരവും ഒരു ചതുരം േകാസ് സ്കٔയർ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത ഒരു സ്കٔയർ 
സിൻ സ്കٔയർ തീئയും ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട കാؓിമാനം a 
േകാടാലിയുെടയും യുെടയും അടിرാന؋ിൽ േകാടാലി ചതുരവും സ്കٔയർ, ടാൻ എؗി׹െന ay ay 
എഴുതാം. ഈ കണ്ׯ േനാׯിയാൽ തീئ േകാടാലി്ׯ േമെലയാണ്, ഈ ഉയരം അയ്, ഇത് േകാടാലി ആണ്, 
അതിനാൽ ടാൻ തീئ എയ് അൺ ഡിഎക് സിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ ഇവെയبാം േകാടാലിയും ആയും 
േപാസിئീേവാ െനഗئീേവാ ആകാെമ്ؗ നി׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ ْപവർ؋ിؗുׯത് ഈ കാരّം ഇേؚാൾ അടുױ ؋ാസിൽ ഞ׹ൾ െവക്ئറിെന 
കുറി്׺ കുറു׺കൂടി തുടരും , യൂണി്ئ െവക്ئറിന്െറ അടിرാന؋ിൽ െവക്ئർ കൂ؂ിേ׺ർׯലിന്െറ 
വിശകലന രീതി ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ 
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