
ల߯ ࠪ చరऐ ߤషࡔद࡛ ఆపڒࢗ फࣃڵࣃనڜ ࡹޒగత తరగ ࠭࠲ ߘ కࢗ ,࠭ द࡛ ࡎڒ ߖ޳   दࣄయڴ࠙ ߤలܿߦ ޜ ఎ࡮ 
పࡍషए కࢗ ݋ߖ࠿ ంటࢗ  అࣾం ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ޾ంޔݡంచబࡍ द࡛ ఉనऒ ڴ  కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛  లڕ x j 
ۨహऒ ంڴ మߖߨ݇ ࠾ࡍ ఉపڵࡆంۧ࠭.  అࣾం ࢗంట ఉనऒ  ij k y k z  ޴ߝఅ ࠾ࡍद࡛ మڒࢗ ݋ߖ࠿ 
అࣾం ࢗంట ఉనऒ కࢗ ݋ߖ࠿  द࡛  మߧ۫ ࠭࠲ ࠾ࡍంۨన޴ ఏࠫటం݄, ࢗక द࡛ झړ࠻ ߖ   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  a ayj  azk 
అߖ ఎ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ  అ޴ߝ అڼ࡮ మనࡓ ڕండవ ࢗక द࡛  ఉం݄ ࢗక द࡛ షएࡍప ݞږ   ఈ b b  ޴ంޔݡంచబࡍ
 ࡱڴ࠙
కࢗ బܽदڒ द࡛ ప  ߖ  ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡎڒ ,   दࣄయߤ అࣾం ޴శల ࢗంట ڒࢗद࡛ లߘ b bxi byj bzk 
పࡍషए కࢗ జనం ఏࠫటం݄, మనంࡆऴప ڼ࡯ంచడం వలऱ కࡍ द࡛ షएࡍంట పࢗ శల޴ ఈ  ߘ  छࡌంۨన తࡍ త ࢗక द࡛  ల 
యవ۪ऐۯ ڴలభంࣆ ࡮ۧ ߩంݟܔ .  మ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉంܼ࠼ మޑ࠴ ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍफ ऒߖ  a b 
కڝߘए ࢐లڕߘంܿߕऒ ࠭, 
పऱ࣒ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ޳ ޙڵ࡯ఉండగ ڴలభంࣆ ం݄  , అ࢑ڕߘలߕھߘక ߖ  పऱ࣒ ڴࡏߝ  ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒  b bx i ay 
 ప ऱ࣒ छ޳  ऱ  పࡏࣃ  ࡌ ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కࢗ ఈ ࠭࠲  द࡛  లݞږ ߘ  ࣋ए  j az bz tim ޳ࡶ फ࣋ށڷ ޜ ࡛࡮
࣋ए ంచవ۪ऐࡍసߘఅ ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ ࠭࠲  फ࣋࢘ࣄޓ ޜ ࡛࡮ , ఉ޳హరణࡏࣃ   ڕऱ ࠳న࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ 2 b 
అޙ࠼ ఈ ޑ࠴फ ऒߖ  కڝߘए  ࡯࢐
ࡓ ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴బܽद ఇڒ ऱܿ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡓ ݡ࠮ న࣒࠳  ऱܿ  ప ऱ࣒  ax  i ayj azk bxi byj 
 ప ऱ࣒  bzk 
ࡓ న࣒ 3࠳ ࡯డनھ ݡంࡓ  ޴బܽद ఇڒ ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ ࠑ న࣒ 3࠳ 2  ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ 2  ऱܿ bx i ay j az bz k
 
 బܽद ఆࣣڒ
ࡎڒ బܽद ఆࣣڒ दࣄయߤ అࣾం ࢗంబڒ  ݟం߱ߜం݋ ల ࢗంట ڒࢗद࡛ ߖ పࡍషए ऒߖڜ  ంచడం వలనࡍ  ఆపࡔషߤ లߘ 
సࣔయపడవ۪ऐ ڕࠪ ࡹయడంۯ లభతరంࣆ కࢗ ࠭࠲  द࡛  ల ఉతओ फࣃ࡯ࢣࡍప  ݞږ ߘफలޔ కࢗ   ࠭ द࡛  ల 
కࢗ  ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߘߩంݟܔ द࡛  ల వङ వకలߖߕऒ ए࣋ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫  ओߩంۨనށڷ ࡛࡮  ݞږ ߖఆࣣ   అ ݡ
కࢗ ఒక  .࠭ࢡ۫ द࡛ వङ ࡮మనం ఎ ޜ  వహࣃࡍफ ࠭  తࡌछ త ఇߩओ द࡛ ల ఉతओڒࢗ ݡ ࠪ ంۨࡍڷ फలޔ ऱܼ  ం޳ంڕݡ
ఇకए డ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ ࡓంࢗ ݡక द࡛  ల ࠴తफం  ࢗక द࡛  అ࠭࠲ ߗڒ  ߖ ఉతओ ऒߖ࠻࢑ష ښఒ  ړफޒ  
పओۮ बࣃ ఈ ࡏࠬ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࠭ࡶ फࣃ۫ ࡹ࠼ కࢗ  ࠭࠲ .ࡏ द࡛ झ కएࡅ   ఉతओ రछߖ ߖफޒ ۨంచࡓ ړߖݞంݡ
ठࡌࠪ ऒߕఉ  ࡱ యۮ ߖపओ వ۪ऐ , అం݄ ࠭࠲ ఇߩओ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ݡ  రڒల ఉతओ రछߖ ߘफలޔ ۨంۧ࠭ 
కࢗ ࠭࠲ బܽदڒ द࡛ झ కएࡅ   నऒࠚ࢑ ݡంࡓ   రڒల  ఉతओ రछߖ ߘफలޔ ۨంۧ࠭  మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం 
۫డ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄, ఈ ࡓంݡ ఉతओ కएࡅ రంڒణڷ ࡱफޔ  పంߖ ނߧయࠪߖऒ  సంతృߧफపࣃࡏफ a  ޴అ   .࠼
 మ࠾ࡍ   ప ऱ࣒ కएࡅ   ఉతओ  फ, b cޒ
ప  ࠭࠲ బܽदڒ ऱ࣒ కएࡅ ࠾ࡍమ ޴ంܼ࠭, ఇڕࣆޓ फ࣋ށڷ ޜ    మ࠾ࡍ  పऱ࣒   ఉతओ b c ړफޒ a c  a b 
సࠪనం అޔ࢓ం޴  మ࠴ ࠾ࡍదܽ రకం ఉతओ కࢗ దܽ  రకం࠴ ߖफޒ द࡛  ఉతओ రछߖ ߖफޒ भ޳ۨ ం. ࡓంڒࢗ ݡद࡛ ల 
ఉతओ మనం  ࣋ए ߖफޒ ఉతओ ࡛࡮ फࣃࡱߧ ߖफ అޒ హऒۨ ࠭࠲ సంڝ ߖ޵ ޳ࡶ ࠭ ం  ߖ ݋ݞ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
ఉతओ ݋ݞ   ߖߖ޵ బܽदڒ फࣃࡱߧ ݞږ ߖफ అޒ ओߩఇ  ,ࡏ ऒߖ޵ ݡ  ఎߖ ࡮రछ ۨంۧ࡯ 
కࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  మࢗ ࠾ࡍక द࡛  అࡓ ߝంࢗ ݡక द࡛  a b  ޜకలޜ ߘद࡛ లڒࢗ ݡంࡓ మనం ࠾ࡍమ  ࠼ఉంܼ ࡱ 
కߧ࡯ ఉంۨనߩओ మధङ ࢐ܽ  ݡ నऒۨ ࡹలހڝ ݡంࡓ ణంڝ ఈ ࠾ࡍమ ܼޓ ణంڝ  a b ࠾ࡍకం݄  మ޶ఎం ޴
మధङ మధङ ߕࡕణం ఎవڝ   ఏరओ झڡऱ߾ࡍ నݟ ऒߖހڝ  డవ۪ऐ۫ ݞږ  .  మڝ ࠭࠲ ߗڒ ࠾ࡍణంࡹ na b  
ۨనऒ फࣃ۫ ڴ޴ ࠭ 
ల మధङڶऴݟ 180 ࠾ࡍమ 0  ܼޓ ణంڝ బܽद ఈڒ  ఉంܿం޴ 
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ޵ ݡ  పࣃ࡯ࢣࡍफ కࢗ ࠾ࡍद࡛ మڒࢗ  ࠭ द࡛ కएࡅ   ࣋ए ఉతओ ࡛࡮ छ޳ ߖ޵ फޒ  a b ࡌ
రछߖ ۨంచబޔݡంݡ࠮ ޴ పހࠪࡍలށڷ ߘంచడం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం࠴ ޴దܽڒࢗ ޴द࡛ పࠪࡍణం a  
మధङ ࠾ࡍమ  ޴డవ࠮ ࠾ࡍణం మࠪࡍद࡛ పڒࢗ ޴ండవࡓ కएࡅ ణంڝ  కएࡅ ܼޓ ޴అ   ߤ࣌ڜ   b  a b 
 ߤ࣌ڜ
కࢗ  ޴బܽद మనం ऴ࢐࣋ڒ द࡛  అࣃۨࣇ ߖफ ࠭ మޜࠉ ࠭࠲  ࠾ࡍ ۪కए ఉనऒ ࡱ  ۪కए फࣃڵࡆఉప ߘ ࠭, ఇ޴ a 
కएࡅ   ܼޓ ࡓ  ऱܿ ࡏࣃऱ ߤ࣌ڜ పࠪࡍణంޜ సࠪనం, ఇకए డ ࢑ ߘߝవࡍంۨన ऱܼܿޓ ڴ ఉంܿం޴  b a 
మ࠾ࡍ మధङ ऒߖހڝ   ఈ ఉతओ ऒߗకం݄ ఇవ޶फ ఎంޒ  ࣋ए ఈ ఉతओ ࡛࡮ फ ࣋एޒ   b a  ࡛࡮
ఉతओ ݋ݞ బܽदڒ ओߩफ ఎలऱޒ ए࣋ ݢ  ޴ఉంܿం ڴ ࡛࡮
ओߩబܽद ఇڒ ఉతओ ݋ݞ మనం ݡ కएࡅ फޒ ऒߖڜ   లࣾހలߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭  
దܽ లࣾణం ࣋ए࠴ ࣋۫ బܽद మనంڒ ఉతओ ࡛࡮ క ޴ߝफ అޒ ङ࠭ ݄ܽ࢟ అߖ޵ ߖ అర बం  ޜ ۪కए b ࡱ
࢘యబݟనޜ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఇ޴ సओ షदంڴ ఉంܿం޴  ఖۨऐ తంߘ ڴంࡅ ߖ޵ ݟకए  ఉతओ फbޒ
కएࡅ  అߤ࠻, ఎం޶కం݄ ޜࠉ ఉనऒ  ۪కए ల   పࠪࡍణం ࡏࣃऱ ࡅ  ܼޓ ߤ࣌ڜకए  పࠪࡍణంޜ సࠪనంڴ b 
 ఉంܿం݋ݞ .޴ ࣋ए ओߩన࠼అ ࡛࡮ ఉతओ ݋ݞ  ݡ ओߩफ ఇޒ ठڴࡍస ݡ  కࣆߧߖफం޴  b   
ए࣋ ݋ݞ ండవ లࣾణంࡓ ۯంߧߖక ڕబܽद  మనڒ తघߕధ ޴అ ޙ࠼అ ࡛࡮ కం  ޳ࡶ ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ  b 
ఒక సంకలओ  ޴ఉంܿం ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴తం ఉంܿంښసం ړߖ޳ బܽदڒ ం ࡅకए   ݟరప߄ణం߯ ఆࠪࡍణ పڝ 
ఉంܿం޴   ఎలऱߩओ కएࡅ ݢ  ధߕతघ క పࠪࡍణం ఎలऱߩओ  b ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ

Pru
tor
@
IIT
K



ऒߕࣆ ܼޓ ణంڝ బܽदڒ  మ࠾ࡍ మధङ ओߩఅ ,޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ܼ߯ޓ ణంڝ फࡏڷ ఉం݄, ఆ ڴݡంࡓ   piݡ
ఒక ۪కए మధङ  ܼޓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ   ఉం݄ 2 మ޳ ࠾ࡍछ కए۪ ࡌ  b  pi pi b  
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴ 
ओߩబܽद ఇڒ కࢗ  మనం ݡ द࡛ కएࡅ   ۪కए  ఉతओ ऒߖڜ ࣋۫ ంۨ మనంࡍڷ ߖ޳ फ۪࣋ ߖफޒ  ఇతర ࢑షࡱ࠻, 
కए۪ ܿߦ ޜߖ޳ ऒߕఉ ࡱ  ࠼
ࡓ ఒక ޴బܽद  ఇڒ ऱܿ పࠪࡍణం ࡅకए  పࠪࡍణం తపओ  మࡖకܽ ࡏࣃ  .޶ڒऱ ߕࣆ  ߤ࣌ڜऒ  లڶऴݟ 
కएࡅ రऴసంޔఒక చ ޴ߝబܽद అڒ  పࠪࡍణం ࢗ ޳ࡶక द࡛ కएࡅ   పࠪࡍణం ࡅకए  ࣋ए छ ࡛  అ޴ߝ thi  s  
కࢗ द࡛ కएࡅ  ڡऴ߱డ ݋ݞ  द ڴ ఉంܿం޳ࡶ  ޴  పࠪࡍణం  అߖܽ࢒ ޙ࠼ మనం ऴܽࣃࡱߧ ڴࡱ ࣒ښ ࡽ࢑फ ࠭ b 0 0
కएࡅ ܼޓ  ,ޙక߱ڒ ࡮అ ߗڒ కएࡅ ܼޓ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ߤ࣌ڜ  కࢗ ޴ఇ ޙ࠼అ 0 ߤ࣌ڜ  द࡛  a 
ఉం࡯ݞ అߖ ఇࣆफంࢗ  ޴క द࡛  ޴ఉంܿం ڴలంబం ړࠉ 
బܽद  ۪కएڒ ల ఉతओ కࢗ ݡంࡓ ,ޙ࠼फ  అޒ द࡛ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴలంబం ޙక߱ڒ   ఒకܽ ࡹ࢐ܽ  ࡱ  ऱ 0ࡏࣃ 0

కࢗ  द࡛ పరసओ ࡱ  రం లంబంڴ ఉߕऒ యߧࡐߖ ߖంచړߖݞ    ఉపڵࡆంచబޔݡం݋ݞ  ޴  ఉతओ 2 ࠾ࡍफ మޒ
కए۪ ࡏࠬ  ఉతओ ఉనऒ ڴలంబం ړ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱ޴ం߰ ڴ0 ߖफޒ ऱܿ ۫పవ۪ऐ   మ࠭࠲ ࠾ࡍ a   b
ऒߖڜ ङޙऱ ऴపࡏࣃ క పߖ޳ऒ फࣃڵࡆఉప ݞږ  కࢗ ࠭࠲ ࠭ द࡛  లంబంۮ ڴపओ a bߖఅ  ࡽనڿफࡗఆ ړ ڴࡱ޶బ ړߖݞ
 ࠭ޑࠋۮ
ओߩఇ  ޴ంޔݡంచబڵࡆష.  ఉప࠙ࡍప ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ  ݋ߖ࠿ ݡంࡓ ࠭࠲  ޙ࠼࢑షయం అ డవ࠮ ݡ
కࢗ द࡛ झ కएࡅ   ࣋ए ఉతओ ࡛࡮ फࣃ࡯ࢣࡍప ߖफޒ ࠭, ࢐ܽ మధङ కएࡅ ణంڝ   ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ߤ࣌ڜ 
ఉతओ ݋ݞ బܽद ఆڒ క ࡱफޔ ङ࠭ ݄ܽ࢟ అ࠭࠲ ߖ ఇపओ క ښܽ ङ࠭ ݄ܽ࢟ ऴߦపࡎ द࠭ࢡ۫ ߖ, ఆ߯  మనڕ మࡖక 
ఆࣄफ ఉం޴, అ޴ పం࣋ۯ ނߧ లࣾణం ࡍڷంۨ ߦۮ ࠭࠲ओ ప  ࠉ   ࠭࠲  .࠭ ऱ࣒ కए۪ ޜࣄ  ఉనऒ ࡱ  ۪కए  ߘ
۫࣋फ  ఇڒࢗ ޴द࡛ ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴  ప ऱ࣒ కࢗ  द࡛ కए۪ ޜ  ओߩఇ ޴ఉంܿం ݟయబ࢘ ࡱ b   c ݋ݞ ఈ ݡ
ఉతओ కࢗ ݋ߖ࠿ फޒ द࡛  ల పరంڴ ఎ࡮ కࣆߧߖफం޳۫  ޾भ ం 
भ޳۫ బܽद మనంڒ ం  ݋ߖ࠿ వదभ ࢗక द࡛ झ ࡎڒ  दࣄయߤ అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴  ijk 
ओߩనࣄ۫ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ సओ ݡ షदంߘߝ ڴ ۪కए కए۪ ޜ ڴ࢑ధం ޻అ  1 ޴फ ఇ࣋۫ ࣄ࢘ ࡱ  i j 1 ࡱ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ۪కए ओߩనݟయబۯ ݋ݞ ޜ  फ࣋۫ ߘߝ ߗڒ ޴ంޔ࢓అ 1 ݞږ ࡱ  k k j i i ޴ఇ ݡ
మ࠾ࡍ మధङ కएࡅ ణంڝ   j ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ߤ࣌ڜ 
కए۪ ޜ ߘߝ  0 ޴బܽद ఇڒ కए۪ ޜ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 0 ݟయబ࢘ ࡱ సࠪనం. k ړ0  j 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖ޵ ݡ   ࢑సफࡍంచړߖݞ మ࠾ࡍ ऴ࢐యړߖݞ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఉతओ ݋ݞ    ࡹޒరణ పదम߄ࣃ फޒ
ఈకछ ܘद࡛ ఈڒࢗ द࡛ అం݄  మన వదभڒࢗ  ޙ࠼మనం అ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ప  ܿ ࡽ ऱ࣒  h ave a a a axi ayj
 ప ऱ࣒  మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ అ޴ߝ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖ޵ ޙ࠼సࠪనం అ ړ    ऴ޳࢐भ ం. ߖ޵ऒ  ऴࣃ࢐फ ࠭ azk b bxi  byj bzk
మ࢑ ߖܽ࢒  ࠾ࡍసफࡍంచ࠭࠲ ړߖݞ   పంނߧ చ दܼ ऒߖ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ۪కए లޜ   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ axi plus ayj azk bxi byj bzk ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ 
ఇߩओ ऒߖ޳ޒऴప ࡹబంధనలߖ ఈ ࠭࠲ ݡ  మࢁऱ ࢑సफࣃࡍफ  bx i dot  ޴फంࣆऱ ఇࡏࣃ  ڕదܽ పదం మన࠴  ࠭

ऒߖ޵ ఆ߯ మనం ,ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡏࠬ  ࢑సफࡍంచవ۪ऐ  ఈ 9   i plus axbyi dot j  axbzi dot k
ओߩఇ ࡹబంధనలߖ i dot j i ڴ࢑ధం ޻అ 0 ޴ఇ ޴ࡃࠓమనం ۫డ  ,࠼ఉంܼ ࡱ޳తफం 9 ప࠴ ڕమన ݡ

అޔ࢓ం޴  ఈ ࡓండవ పదం 0 అ࠼  ఉండవ۪ऐ ऒߖ޵    ࡍߪ  फ࢑ ڴసफࡍంచړߖݞ నߘऒ  dot k 
అߘమޒంచవ۪ऐ , ఇࡓ ڕߕ ޴ ऱܿ ݋ݞ  ప ऱ࣒ ప  ݋ݞ   ऱ࣒ ऱ ۪కएࡏࣃ  ల మ࠾ࡍ bx j i aybyj j aybz j k 
ఆ߯ పऱ࣒  ۪కए ప  ࡱ ऱ࣒ ప  ޜ   ऱ࣒  ۪కए ऒߕఉ ࡱ  azbxk i azbyk j azbzk k ߘల࠻࢑ష ఈ ࠪ ࠾ࡍమ  ࠼
ంచడం ۪కएڵࣃనڜ  j i  k dot i will 0 k dot j j dot k ࠾ࡍమ  0 ޴ంޔ࢓అ 0 ޴ంޔ࢓అ  ࡱ
ఒకए ޒऴప ࡹܽ࢒ ܽ మ࠾ࡍ అޔ࢓ం޴ i dot ij dot j k dot k 1 
ప  ࡱڴ࠙  సࠪనం ڴపరం ݋ݞ ޴ۯంࠚల ڕమన ڕబܽद ۨవరڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒  b  axbx ayby azbz   
ओߩబܽद   మనం ఇڒ ऒߖయࠪߖ  జࠜޒల ऴ ߤ࣌ڜ ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ ఈ ࢑ధంڴ పۯ ߖయవ۪ऐ ,  
కࢗ ڕబܽद మనڒ द࡛  ఇకए డ  ࢗక द࡛  ఉం݄ ࢐ܽ మధङ ఉతओ ݋ݞ ޙ࠼అ ܼޓ ణంڝ  ऒߖ޵ ంۨڵࡆఉప ߖफޒ  a b 
పవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ ओߩఇ ߘߝ   ऒߖ޵ ݡ ऱߦ  ऒߕफࣆۯ ݋ కࢗ  ఈ ,ߘ द࡛  ఏ ࠳న࣒ ࢗ   ޶ڒ ࠉక द࡛  a ࠉ న࣒࠳ 
మࣄ ߖߖ޵ ࠾ࡍ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ఎం޶కం݄ ߘߝ ఈ ࢗక द࡛ ओߩంۨనݟܔ ߖ ړ  కएࡅ జంࠜޒऴ  ڕߕ   ݡ డవ b࠮ 
ࠜజం వࣆफం޴ ఇڕߕ ޴ ఇࣆफం޴ a 
కࢗ బܽद ఈڒ द࡛ फࣃࡱߧ ߖఅ ߘߝ  ߖ   c ࠉ న࣒࠳ द࡛ڒࢗ డవ࠮  .ߘ
బܽद సओڒ షदంڴ మనం ࢗక द࡛  ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈڒࢗ  ܿ ܘद࡛ ఎ ࠳న࣒ ࠉ అߖ మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ c 
ऒڵࠪ ङ݀ ऒڵࠪ  ࣄ ऴ࢐࣋फ ڴపరం ݭ ङ݀ ऒڵࠪ ࠉ న࣒࠳ ݭ ङ݀  సࠪనం ړ  ݭ
ओߩబܽद ఇڒ भ޳۫ ߖߖప ࣋ۯ మనం ݡ ం  ఈ ࠴దܽ వङ ڔ फకరణڝࣆޓ ߘంࡓ ,  ݟం࡮ߩ࢙ ݡ ఉనऒ కएࡅ   c 
۪కए    ఉతओ కएࡅ ࠭࠲ ޳ࡶ ం޳ంڕࣆޓ ߖफޒ  ۪కए  ఉతओ फࣃऴ࢐ ޜ ߖफޒ ࠭ ఒక ࠳న࣒ మࢁऱ c c e  b 
۪కए  సࠪనం ړࠉ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟయబ࢘ ࡱ
फࣃऴ࢐ ࡹ ࠹ఈ ߷ర ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ మ࠾ࡍ  ఇకए డ మన దగ ठర ఉనऒ  ޴
కए۪ ޜ ,ంపܑ࣋फࡍ࢑సफ బܽद మనంڒ కए۪ ޜ ޴ఇ ,࠼ޑయబడ࢘ ࡱ ల ప ऱ࣒ c c  b ݡంࡓ న࣒࠳  సࠪనం ޜ  b 
ࡓ ऱܿ ڒࢗद࡛ ޜ ޜ ۪కए ऒߕఉ ࡱ ఇకए ,࠼ డ  ࠭࠲ క ङ࠭ ݄ܽ࢟ మݟ ࠾ࡍवࣄदࠌङ ܽ࢟ లࣾހలߘ b
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ఉపڵࡆంۧ࠭ 
ओߩబܽद ఇڒ మనం ఈ ۪కए ݡ ऴ࢐࣋फ  , ࣋ए ޜ ޜ छ కएࡅ ࡛  పࠪࡍణం ࣋ए छ ࡛ పࠪࡍణంܿߦ ޜ c c c 
పࠪࡍణం  ޜ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   చޔరऴసం ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࠪڵऒ ङ݀ ࡓ ݭ ऱܿ ࠪڵऒ ङ݀ b b a  ݭ
మ࠾ࡍ మధङ కएࡅ ణంڝ  ऒڵࠪ ࠾ࡍమ ܼޓ   ߤ࣌ڜ  ङ݀ తపओ ࡱ࢓ల ߰డ܉ࠜ ఈ ࡱ ݭ  మ޶ڒ ࠬࡔ b 
  c b ab޴ߝఅ ܼޓ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ న࣒࠳ ߩచదర ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࣃరऴޔరऴసం ఒక చޔచ  ڕబܽद మనڒ
ऴ܉ࠜޒల ߤ࣌ڜ చటदం  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࡓంࢗ ݡక द࡛ ఉనऒ ࡱ  టऱޙ࠼                              
కࢗ          ࠾ࡍణం  మڝ द࡛ కࢗ             द࡛ ऒߖ޵   फ࣋ۯ  ߘ ߤ࣌ڝ  ణڝ              ఇݞږ ࡮  ऴ࢐యవ۪ऐ  a ޜ࢑ݟ ࠉ  
۪కए ऒߕఉ ࡱ కएࡅ  ࠼ ࡓ  ऱܿ ࠪڵऒ ङ݀ छ޳ ݭ  b   ޴ంݟయబۯ ݭݥ ࡌ
కࢗ ݡంࡓ బܽद మనంڒ द࡛ झ  మధङ ऒߖހڝ   కھߘనవలࣄ వ࣋फ, ࡓ ࠭࠲ంࢗ ݡక द࡛ झ కएࡅ  ఉతओ ݋ݞ   ߖफޒ
వ۪ऐڝࣆޓ  మܽ࢒  ࠾ࡍ పࠪࡍణం࣋ڵ࠙ ޜफ మధङ కएࡅ ణంڝ  కࢗ  ޴फంࣆఇ ߖ ߤ࣌ڜ  द࡛ झ  కߝఅ ࠭࠲  
పࣄࡍबޔల݋ݞ ࡹ ఉతओ फࣃڵࡆఉప ߖफޒ ࠭ మڡߖڒ࠱  ࠾ࡍझ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩటݦ  ۯంߧߖక ڕࠬ ݡ
పހࠪࡍలࡹ ఒకܽ  ݋ݞ ఉతओ ړశ ࣋ۯߖప ߯࢓޶ంࠉ ఒక ࠭࠲ ࠾ࡍफ మޒ फ ޳ࡶ శړ फ వలऱ ࣋ۯ పࡍڷ ߖంۨ 
ࠪ ऱܼ ړశ ࠭࠲  .࠭ޑݡ फࣄۯ ࡹన ఈ పހࠪࡍల పࡍڷ ߖంۨ ࠪ ऱܼ కࢗ ݡంࡓ  ࡱހࠪࡍఈ ప  ࠭ޑݡ द࡛  ల 
కएࡅ ఉతओ ݋ݞ  फ తపओޒ  మڒ ࠬࡔదࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭,  ఉ޳హరణࣄۯ ڕన పߖߖ శړ फߖ ڴరछ ۨంచబޔݡం޴ 
మ࠾ࡍ బߖ࡮ऒ  వࡍ फంపܑ࣋ ࠉంࡅ ࢓޶కए बࣃ  నऴభంశంޜ  శړ फ ࡅకए  ۪కए  ఉతओ రछߖ ڴफޒ ۨంచబޔݡం޴.   
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ శړ फ అ޴ߝ శړ फ ࡅకए ఉతओ ݋ݞ  రछߖ ڴफޒ ۨంచబޔݡం޴  మ࠾ࡍ బలం వࡍ फంచబݦ 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ࢘గం 
ఉతओ ݋ݞ ࠭࠲  బܽदڒ ఉతओ ݋ݞ  ࠾ࡍమ ߘफలޔ  ڴ࢑ధం ఈ ߘలހࠪࡍన ఇతర పݟږ ޜफలޔ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭.   ఇߩओ झࡏڝ ݡ फࣃࢢऴప࢘ ࡹ ࠭, అ޴  ప ऱ࣒ छ޳   axi ayj   azk ڵ࡯క ߖ द࡛ڒࢗ నݟంచబ޴అం ࡌ
ఉందߖ  అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇߩओ a ߖ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ ۯంۨࣇ ڴ ఇ సࠗ ޜߨ݇ ߖ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿  ࠭࠲ ݡ
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭,  ఇߩओ కࢗ ݋ߖ࠿ ݡ द࡛  ఇవछ బޔݡంڒࢗ  ޴द࡛ ڵࠪ  ڴܿߦ ޜऒ ङ݀ ఉనऒ ݭ  1
छ޳ द࡛ڒࢗ కࢗ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ द࡛ڒࢗ  द࡛ ఇ సࠗڒࢗ ݋ߖ࠿ ఈ ,ࡌ द࡛ కएࡅ   పࠪࡍణంޜ a   a 
కࢗ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ द࡛ కएࡅ   పߖހࠪࡍऒ  కھߘనడం ڝసం  మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అ޴ߝ మనం a 
నࣄ۫ ऱܿࡅ .ڴకए  ۪కए  ఉతओ छ޳త ,ݟంڝࣆޓ ܿߦ ޜߖ޳ ߖफޒ ए࣋ ڕమన  ࡌ छ కएࡅ ࡛  పߖހࠪࡍऒ  a 
ఇࣆफం޴ మޜߖ޳ ࠾ࡍ ఉనऒ  ۪కए  ఉతओ ए࣋ ࡯డनھ ڕफ మనޒ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  ay  az ޴फంࣆఇ ߖ ࡛
కएࡅ ڴలభంࣆ ࠭࠲ బܽदڒ  పࠪࡍణం వర ठ࠮లం  అۮ ߖపओ వ۪ऐ   చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  a x ay az
࣋ए छ ࡛ 
द࡛  పڒࢗ ݋ߖ࠿ ంటࢗ ߖ޵ బܽदڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒ axi  ayj azk ޜణంࠪࡍప ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  a 
 ޴ంޔݡంచబڵ࠙
ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ పऱ࣒ ߩచదర ࡯డनھ    ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంࣃڵ࠙ ޜफ ࠭. ఏࢗ ߕ޼క द࡛  ay az 
ఇవछ వ۪ऐ కएࡅ द࡛ڒࢗ   పߖހࠪࡍऒ  కھߘనవ۪ऐ    మనࢗ ڕక द࡛  ఇవछ బݟం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఒక ޴శࡹ a  a 

కएࡅ ऒߖڴ࠙   క࡯ߕھߘ అం݄ అ޴ߝ ఆ ޴శࢗ ݋ߖ࠿ ࡹక द࡛  అ࠼న ۲ట ڜంత ޴శ ఇవछ బޔݡం޴ eb eb 
ऒߕంܿڕߘలߕھߘమనం క ޳ࡶ కएࡅ ంటࢗ ࠭  ࠙గం  a b 
छ޳ द࡛ڒࢗ  ݋ంߜం߱ڒ బܽद ఈڒ కए۪ ޜ ࡌ కएࡅ ంటࢗ ڕࠪ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబ޴అం ݟయబ࢘ ࡱ  eb a b 
క సమసङߝఅ ڼ࡮అ , ޴फంࣆఇ ߘ ݋ంߜం߱ڒ లړ ࡏࠬ ࡹ లంబంڴ ఉంࡅ  ݦకए ऒߖڴ࠙   కھߘనవలࣄeb  a 
ఉంܿం޴  
झ࡯࠻ۯ ߖܽ࢒ ݞږ ࠭࠲ బܽदڒ  ఉంܿంړ  ޴ లంబంڴ ఉంߖڴ࠙ ݦऒ  కڝߘए ంݟ, అ࡮ంటߩओ మనం eb ݡ
फࣃۯ దట  ఏࠫ࠴ ం   ڒࢗ ࠭࠲द࡛ ߖ ۪కए లڕࣆޓ ޜంܼ࠭, ఇࢗ  ޴ంట ఉనऒ కएࡅ  ऒߖڴ࠙   e b eb eb 
ఇࣆफం޴, ఇߩओ ए࣋ ޴ఇ ݡ  ࡛࡮
కए۪ ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ లޜ ఉంܿంڒࢗ  ޴द࡛ ߖ޵ ܿߦ ޜऒ  మనం ࢗంట ఉనऒ द࡛ eb  ebڒࢗ  eb 
ంచవ۪ऐۨࣇ ڴ ݋ంߜం߱ڒ   మ࠾ࡍ ఇߩओ ం݄, ebڕߘలߕھߘక ߖ ݋ంߜం߱ڒ ݦఉం ڴలంబం ړ మనం ݡ
కࢗ द࡛ న࣒ ۪కए࠳  లࡓ ޜ ऱܿ ࢗక द࡛  ఇ޴ మనڕ ఇࣆफం޴  ఒక ࠙గం  ࡅకए  ࠙గం  ړ ߭ంڕݟङ ల࡛ a  eb eb eb
ऒߖڜ ޴బܽद ఇڒ  సమసङ లࡹ అవసరం ڒవ۪ऐ ࡍߖ మనం ఒక ,࡯࢑షయం ऴగࣕంۧ  మనం ఒక ߗڒ , भషद ޴శࢗ ࡹక द࡛
కएࡅ ࠪ ంۨࡍڷ ݋ంߜం߱ڒ  ऱܼ కࢗ ޜ द࡛ڒࢗ   ݋ߖ࠿ ,ޙ࠼నటऱݟ द࡛ కएࡅ  ఉతओ ݋ݞ  छ޳ వడంڝࣆޓ ߖफޒ  ࡌ
మనం ߖߖ޵ ߰ందడం ޳छ ందవ۪ऐ߰ ࡌ . ఆ ޴శࡹ  ఇߩओ కࢗ ޻అ ߘߝ ݡ द࡛ కएࡅ   ండవࡓ ߘ ݋ంߜం߱ڒ 
కࢗ ఈ  ߘߝ ,ం݄ڕࣆޓ ࡹశ޴ द࡛ కएࡅ  ఉతओ ݋ݞ  కࢗ ݋ߖ࠿ ࡹశ޴ ండవࡓ ߖफޒ द࡛  ޜశ޴ ండవࡓ ܿߦ ޜ 
ओߩఇ  ߖڜࣆޓ ڴܿߦ కࢗ ࡱఅస  .޴ఉంܿం ڴతफం సࠪనం࠴ లڴ࠙ ݡంࡓ ఈ ݡ द࡛  ࠪऴతڒ ࠲ం߱ߜం݋  
 ړ द࡛ڒࢗ  ࡱఅస ޴అ ړߖ܉ߖ ,࠭ࡶऱ ߰ందࢁమనం మ ߖ द࡛ڒࢗ   ࡱఉం݄, అస ڴం݄ లంబంڕࡶ ڴలంబం ࡱశ޴
0 మࡓ 2 ࠾ࡍ ऱܿ మధङ  ఎకए   ޴ఉంܿం ݩ
పరసओ  ࡱڴ࠙ ڕ द࡛ڒࢗ  నࡷఅస  .࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱڴ࠙ ݡంࡓ బܽद ఈڒ రం లంబంڴ ఉనऒ టऱޙ࠼ 
ࠪऴత࠲ జޔڷࡏం޴   ఇߩओ దܽ రకం  ఉతओ࠴ ݡ छࡌన తࣄ۫ ߖफޒ త ࡓండవ ఉతओ भ޳۫ ߖफޒ ం  ࡓ ޳ࡶంݡ 
కࢗ द࡛ झ కएࡅ  కࢗ  द࡛  ఉతओ ండవ రకం  ఉతओࡓ ݦవబࡱߧ ߖफ అޒ ओߩफ ఇޒ మనం ࣋ए ݡ ఉతओ ࡛࡮ నࣄ۫ ࡹफޒ ऱܿڴ 
ఈ ఉతओ ڡऴ߱డ ࣒ڒऴ ߖफޒ द అݞږ ߖ అంܼࡏ.   పࠪࡍణం ఇ޴ ࣋ए झࡏڝ फࣆంద࠭ ࠾ࡍమ ޶ڒ ࡛࡮ లࡏࠬ ࡹ 
ఇ޴   పࠫࡍతం ۯయబݟన అర बంࢗ ࡹక द࡛  అࣃ۫ ݞږ ߖफ  ݡంࡓ  వలంښ ࠭࠲ సంڝ లߕజࡆऴప ࠪ ߗڒ  ,ࡏ
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కࢗ द࡛  ల ࡅకए కࢗ    द࡛  ఉతओ కࢗ ߖफޒ द࡛  అߖ ఇڕࣆޓ ࡮ంܼ࠭  మనం ఎ࡮ ऴࣃ࢐फ ࠭  మనం ࠭ం޶ అࢗ  ޻క द࡛ झ  
మࢗ ࠾ࡍక द࡛  కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿࡓ ڕߕ ڴంࢗ ݡక द࡛ झ    మ࠾ࡍ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం,   a b a b 

ओߩబܽद  మనం ఇڒ ఉతओ ۯంڵࡆఉప ߘफࡏڷ ݡ రछߖ ߖफޒ ۨంۧ࠭ ޳ࡶ ऴ࣒ڒ అࣃࡱߧ ߖफ  x b  ߖߖ޳ ,࠭
కࢗ द࡛ రछߖ ڴ  ۨంۧ࠭  ࢗక द࡛  మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ కڵ࡯ ఉనऒ  సమతړߖ࡮ ఈ ڒࢗद࡛ ࡅకए  a b ߖరణం అ߄ࣃ శ޴ 
फࣃఇ ߘశ޴ ߖ޳ దట࠴ ࠭࠲ ࠭   అం݄ ړ߯ ߖ޳ మࡓ ࠾ࡍంࢗ ݡక द࡛ ओߩఎలऱ ࡱ  ऒߖߕ࢑ࠪ ݢ  a b 
తࣃۯ ࡏ࠻फ ओߩఇ ޴ߝఅ  ࠼ ఉనऒ ڴలంబం ړߖߕ࢑ࠪ ఈ ݡ కࢗ  द࡛ . ࠭ంڴ޶ a cross b m  e   
పࠪࡍణం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డంݟ  ఎం޶కం݄ ఈ ߄ࣃరణం ߖ޳కࡓ ޻ం޴  ݡశలߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ 
 ޴ంޔݡంచబࡍ࢑వ ࡹశ ࣾణం޴ ߖ޳
కएࡅ ࣒ڒఒక ऴ  ޴బܽद ఇڒ  పࠪࡍణం  ఒక ࡓ ऱܿ పࠪࡍణం ࡅకए  పࠪࡍణం ࡏࣃऱ ࣌ߤ మధङ   ణం b bڝ 
కएࡅ  పࠪࡍణంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.  మ࠾ࡍ b 
మధङ ࠾ࡍబܽद మڒ ऒߖހڝ  కएࡅ ࣒ڒफ,  ऴ࣋࡯ߧ ߖఅ ܼޓ   పࠪࡍణం  ࡏࣃऱ   ࣌ࡅ ܼޓ ߤకए  a b   b b 
పࠪࡍణంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍऒ కࢗ  द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ  c ߘ
ओߩబܽद  ఇڒ కࢗ  ޴ంڵ࡯యగۯ మనం ݡ द࡛ ࡓ  ߖ  ऱܿ పࠪࡍణంڒࢗ ݋ߖ࠿ ܿߦ ޜद࡛ ڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  .c c 
छߜన క࠳बరࣄ ޴ఇ ࠾ࡍయమం మߖ ݭऴީ  ޒۯ ݟڕ  నलߤ 
फࣃۯ బܽद మనంڒ ం అం݄  మనڒࢗ ڕद࡛ ఉం޴ మన వదभ ࢗక द࡛  ఉం޴ a b 
మధङ ࢐ܽ బܽदڒ  అޒ ۨనऒ छ޳ ణంڝ  ओ߮ޒ ڕߩ࢙ ߖ द࡛ڒࢗ ࡌ ऒߖ޳   మ޳۫ ࡍࣃࡗभ ం  మ࠾ࡍ మధङ  b a 
నऒۨ ࡹణంڝ ओߩణం ఎలऱڝ ఇతర  ޴ झڡऱ߾ࡍ ݢ   b ޴ఉంܿం ڴణంڝ 
మధङ ࠾ࡍమ ࠭࠲ బܽदڒ  ఉనऒ  అޒ ۨనऒ ऒߖހڝ  फࣃ۫ ڕߩ࢙   एࣇऴ ࠭࠲ , ࠭ ओߧޒ ߘ నߩओ  a   b b ݡ
ऴࣇए లࣄ۫ ߘన ࠬࡹ  ऴࣇए  అࣾ ޴శࡹ కޔࡱ޶ం޴ 
एࣇऴ ࠾ࡍమ ݟకదలం ڕߩ࢙  ߘߝ బܽदڒ छࡌఆ  త   ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ݭऴީ ޒۯ ݟڕ  త ऴࣇए  a b 
కޔࡱ޶నऒ   b  ޴फంࣆఇ ߘశ޴ ࣒ڒऴ ڕమన ޴అ  ࡹశ޴ 
నऒޔࡱ޶బܽद మనం కڒ ओߩ పओޒ ߩ࢙ ݡ ంݟ మޒۯ ݟڕ  ࠾ࡍ ऴࣇए   ఏ ޴శࡹ కޔࡱ޶ం޾  అ޴  a  b 
ऴ޴   ࣄ ޳ࡶ ࠉ ࣒ڒశߘ ఇࣆफం޴,  ఇߩओ  ݟڕ మనం ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ޴రठం ఉంࠪ ࡗమ ڼ࡯డగ۫ ߖߖ޵ మనం ݡ
फࣃࡱߧ ߖయమం అߖ ࡱటన࢘ࠒ  ޒۯ ࠭ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  అందࣆ ڔࡍలభంڴ ۫డవ۪ऐ  
కࢗ ݡంࡓ  మనం ఉంచడం ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ द࡛ కࢗ ޴ఇ  ࡱ  द࡛  మ࠾ࡍ ఇࢗ ޴క द࡛  ߧ࡯క ߘद࡛ లڒࢗ ݡంࡓ ࠭࠲ 
ࡎభ ޜకలޜ फ ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ फనऒࣆۯ  ओߩ  ఈ ࠭࠲ ޜޒۯ ݟڕ     ݟంచంߖగమ ݡ
࢐ङ ऒߖࠪ࠻   ࡯࠻ۯ 
ऒߖ޵ బܽदڒ फనऒࣆۯ  फనऒࣆۯ ߖప ࡏࠬ  ޙࡕ࢐ నࡕస ࡏࠬ ޴మం ࡮ۧ ࡹࠬ  ओߩ ऒߘ߭ ࠬ ݡ  ݟవదలం ޜޒۯ  

ఈ ࢐ङ ऒߘ߭  ࠬ ࡏࠬ మం࠻  ప दܿߖڕ ఉనऒ టऱߖ޵ ࡏࠬ ,ޙ࠼ऒ  ࠬ ఎడమ  ࣆۯ ޜޒۯफߕऒ  g ڕࠬ ޴ఇ ,ࡏ
తߩओ ऒߖޑ࡯ఫ ݡ  ఇࣆफం޴ 
࢐ङ బܽद ఈڒ  a   ࡏࠬ  ޴࣋ۯ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ ߖޒۯ ݟڕ  ࡏࠬ   ࡯࠻ۯ ޜޒۯ ݟڕ ࠬ మం࠻
ۨనऒ छ޳ ణంڝ  ओߩనڵࡍޒ ߩ࢙ ࡌ  b  ࠼ంܼڕ۪ݡ࠭ ࡹశ޴   ऱࢂ࢘ ޒۯ ݟڕ ࠬ ݡ
బܽद   ఈ సందరगڒ ంࡹ మ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉంܼߘ  ߖޒۯ ݟڕ ࠭࠲ ,࠼ంݟ వర޴   ڕశߩޒ ࡹओ  a b a b ࠭ޑ
మࠒ ࠾ࡍటన࢘޴ ࡱశ ڕߕ ఇࣆफం޴  ఒక ऴࡅ ࠉ ࣒ڒకए  శ޴ 
బܽद ఇకएڒ డ  ఆࣣ 
కࢗ ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ द࡛  లޜ ߘకలޜ కߧ࡯ ఉం۪࠭ޑ మޒۯ ݟڕ ࠾ࡍ ࢘ళ ऱߘ ߘంݟ వరڕ వంకరڴ a b 
ఉం۪࠭ޑ మ࠾ࡍ అࣄۯ ࡮నߩओ కएࡅ ࡱటన࢘ࠒ ݡ  ޴फంࣆߧ۫ ߩ࢙ ࠉ  ࣒ڒశ ऴ޴ 
ओߩబܽद ఇڒ ంచవ۪ऐߖగమ ࡏࠬ ݡ ऒߕफࣆۯ ࠉ ࣒ڒऴ ߘߝ   ऒߕޔࡏࠪ ړࠉ ݟంߘ ߘߝ అం݄ ߘ  a ߕ  ߘ
నऒޔߩ۫ ړ޴ంړऴ ޳ࡶ ړ࡯పࡹ ࡱటన࢘ࠒ ऱܿ ࠬࣃ۫  ࡏफ ళ࢘ ߕ  ߘߝ फ అం݄࣋ۯ ࣒ڒऴ ߘߝ .ࡏ ऱߘ వదभ b b 
ఉం۪ߘޑ అߖ అర बం. ࠒటన࢘ࣆߧ۫ ړ߯ ࡱफం޴ 
వङ అ࢑ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ࣒ڒబܽद  ऴڒ ऱࡹశ޴ కࡔޒ వङ ړ ࣒ڒऴ ,࠼ߦ۫  ం࠼ߦ ࣒ڒऴ ࡹశ޴ కࡔޒ ऱܿ b a b b a b 
అం݄ , ऴ࣒ڒ ऴࡅ ࣒ڒకए సओ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳  షदంۮ ڴపओ గలం  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ఉతओ  b b a ݞږ ߖफޒ
ఉతओ ݋ݞ ޴फంࣆయܑ࡯ޘ फ కޒ ङ࠭ ఈ ఉతओ  ߗڒ ޶ڒ  ݄࢟ܽ  ޴࢑షయం ఇ ండవࡓ ۯంߖంۨ మనం గమࡍڷ फޒ
ప ࠉ  ࣒ڒమనం ऴ ,޶ڒ ऱ࣒ ङࠌदࣄवݟ फ࣋۫ ߖࣄ  ङࠌदࣄवݟ  ܽ࢟ ऴߦపࡎ द ఇపओ ప ࠉ  ࣒ڒऴ ޴ఇ ,޴फంࣆۯ ߖప ڔܽ ऱ࣒    ऴ࣒ڒ 
ओߩసࠪనం  అ ړࣄ ओߩఇ ࠾ࡍమ   ޴फ, ఇ࣋۫ ߖ ࣒ڒమనం  ऴ ݡ మధङ ࠾ࡍమ ݡ  ఉనऒ  కएa a a aࡅ ణంڝ 

छ޳ ऒߕࣆ   ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜణంࠪࡍన పݟంచబށڷ ޜణంࠪࡍన పݟంచబށڷ ࡌ  ఉంܿం޴ sine 
ओߩఎలऱ ࣒ڒబܽद ऴڒ ऒߕࣆ ݢ  సࠪంతర a a b ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ  ڕమన ޶ڒ ޙఅం  ޴ఉంܿం ߝڴ
కࢗ ఒకܽ ޴ఇ ݞږ ఉం݄ ࡱ द࡛ڒࢗ द࡛  అޙ࠼ మࡖక ࢗక द࡛   ఉం݄, అړ ޴ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴. ఈ a b a 
సందరग ంࡹ ऴړ ࣒ڒ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ఎం޶కం݄  ఈ ࡓంڒࢗ ݡद࡛ ల మధङ ओߩణం ఇڝ  ऒߕࣆ ݡ  b z ero 
फనऒࣆڶ ࠭࠲ ࡎڒ  दࣄయߤ అࣾం  ߧ۫ ڕࠬ ߘߝన  ࠭࠲ గత  ఉపߕङ సంࡹ ఉపڵࡆంۨన  ߖߖ޵ ࠭࠲ ݞږ

అࣾం అߖ ࠪ ऱܼ ओߩఅࣾం అ  ޻అࣾం ఇ ޴ఇ ޙ࠼నటऱݟ फࣃऴగࣕ ࡏࠬ ݡ ओߩఎలऱ ࡏ࢐  ࡏ  x y z ޒۯݟڕ ݢ
࢐టంޜ ఉߕऒ రߖ  మనం ߘంߕޔڷࡏޒ ړ ݟऒ x y ࡹశ޴ ࡱటన࢘ࠒ డవ అࣾం అࣾం࠮  फ࣋۫ ޾ࡶ ࠵ z 
 ޴ంޔߩ۫
ओߩట࣋ڶ బܽद మనంڒ ࡎڒ ݡ दࣄయߤ అࣾం  ࣄڶ ߖܽ࢒నߩओ ओߩఎలऱ ࠭࠲ ࡹ ߖ࢐ܽ  ݡ 3d ߖఅ ݞऴ ߖ࢐ܽ ݢ
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फࣃࡱߧ ࠭ మߖ޵  ࠾ࡍ పరङ వࣃనంڴ మనం ఇߩओ కࢗ ݋ߖ࠿ ݡ द࡛ झ  అߖ ऴ࢐࣋फ సओ షदంڴ  ऴ࣒ڒ ijk ij j 
మ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ అ࣋ڶ ߖफ ࠬࣃ۫ ࡏफ మధङ ߤࣾࡓݧ ࣒ڒऴ  .ࡏ  ఉనऒ  ఉతओ  అం݄ మనం k k i  ,ݟడం۫ ߘफలޔ
ऴࣃ۫ ߩ࢙ ࣒ڒफ ࠭ అం݄ ఇړ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మߘߝ ࠾ࡍ ऴߖ ࣒ڒ ۫࣋फ ఇړ ޴ j k j   k k 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మڝ ߖ޵ ࠾ࡍసం ߘ ߘߝంࢗ ړ ݟళ ऱడం ۫࣋फ  ߖ޵ ߘߝऒ శx yi޴ ߘߝ  ࡯ంۧߧ۫  y 
z  dir ړ߯ ߘߝ ,ం݄ڕ۪ݡ࠭ ߘళऱ࢘ ߕ ߘߝ ݟంచంۨࣇ ࡹశ޴ ڴ࢑ధం ޻అ ޙࢀࢗ ړ ݟంߘ z ection 
ऒߕޔߩ۫ పऱ࣒ ޙࢀࢗ ړ ݟంߘ ߘߝ ࠾ࡍశ మ޴ అం݄  ߘ x z xi  ޴ంޔߩ۫ ࡹశ޴  y   
  फ  , మనం j k i k i j࣋ߖగమ ߖܽ࢒ ࡏࠬ ࠾ࡍసࠪనం మ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࣒ڒऴ ڕబܽद మనڒ

ఈకछ ࣒ڒऴ ,ޙఉంۨ ࡹఒక ऴకమం ߖ ఈకछ ړ ࡽ ఈకछ ࣒ڒऴ ࠾ࡍమ ܿ  ࡽ  ijk i j k  j cross k i k iܿ  ࡽ
అం݄ మనం ߷ࡹ అޙ࠼ ఈ ߖ అߘసࡍంచంݟ  చऴڔయ ऴకమంࡹ మన࠮ ڕడవ అంశం ږߘࣃలంڴj ij k 

ఉంܿం޴, అޙ࠼  మనం చऴڔయంࢀࢗ ڴऱనటऱ޴   ࠭࠲ ,ޙ࠼శలࡹ࢑ ߘమం ࣆۯफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ i 
ऴࡅ ࣒ڒకए సࠪనం  j k ړ ݞږ  ࣒ڒన࣒ ऴ࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ న࣒࠳  i j j cross i
సࠪనం j i k k j i ړ న࣒࠳ ࣒ڒऴ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ న࣒࠳ ࣒ڒऴ ړ న࣒࠳ ޴ఉం ࣒ڒऴ ڕబܽद మనڒ
ओߩనࣄۯ ࡮బܽद మనం ఇڒ ړంܽ࣌࠻ అం݄ మనం  ݡ ऱࣆۯ ڡफߕऒ మߖ అర बం 
ఒక ࠪర ޴ఇ ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ  బܽदڒ ठం.  ఇ࡮  బయటڕ 
ړంܽ࣌࠻ ࠾ࡍమ ڴలంږߘࣃ య  ऴకమంڔబܽद ఈ చऴڒ ऱڴ ڡ ఉందߖ మనం ۫޳भ ం అం݄ మనం ఎڴࡏ޶ 
फࡿࢗ ړంܽ࣌࠻  ࠭ ऱڡ ऴకమం ऴపږޒలంڴ ఉం޴ nse 
ओߩబܽद ఇڒ ࡎڒ   ݡ दࣄయڝ ߤఆࡍ न݋ߝ ల పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబݟన  ࡓంࢗ ݡక द࡛ ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࡱ   a b ޾ࡶ ࡆ
भ޳۫ ం,   ఆ߯ ࡍߪ ࠭࠲फ ࢑సफరణߘ మ࠾ࡍ  ఈ ࢗక द࡛  ల ऴ࣒ڒ ऴ߱డڡ द ߘ కھߘనړߖݞ అࠚవృ޴म ࣄۯన 
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘయࠪలߖ ,  ఆ߯ మనం ऴ࢐యవ۪ऐ .  ఒక ऴ࣒ڒ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప   ߖ  ऱ࣒  b ax i ayj azk bxi 

 ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ  ޴ఇ ,ࣄۯ ࣒ڒऴ ޜ   byj bzk
న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ న࣒࠳   ऱ࣒ aybz azbyi azbx axbz j axby aybx k ړ ऱࡏࣃ న࣒࠳ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߖ ࢑యࠪలߘ అߘసࣃࡍफ  i i is 0 i cross j is k ࣒ڒऴ  ࠼
ओߩమనం ఇ న࢑ڷదల࠴ घࡍటݟ  రठంࠪ ࡗన మࣄ۫ ݡ झߜڒ ߝఅ ݋ంߜ छ޳ दߵ झࡏڝ తށగ ࠬ ࡏࠬ ޴ఇ ࡌ లࡹ
రߖ ࠭࠲ ޙ࠼మనం అ   ޙ࠼నటऱࣄ۫  प࠻తघ కంڴ ऴ࣒ڒ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ    ऴ࣒ڒ x b ijkaxayaz 
ऴ߱డڡ द ࡹ ఇ࠴ ޴దܽࡓ ޴ండవ࠮ ࠭࠲ ޴డవ అݡन వࡏస  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ bxbybz 
రߖ पࡌڒ߅࠻లߘ ఎ࢑ ࡮సफࡍంۧ࣋࡯ޘ ڕࠬ ࡹफ ࠴దܽ పదం ڕߕ  ۫పߖవछ ంݟ   అࡏࣃ ޴ऱ i aybz 
అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ ల ࠴  ڴࡎ࢐దࡷన࢑ az 
ओߩబܽद ఇڒ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ߖߖ޵ ݡ    ऴ࣒ڒ ऴ߱డڡ द ߖڜ ߖࡹऒ  అߧऱښషߤ ల޳۫  ߘभ ం  ऴࡅ ࣒ڒకए  పߖހࠪࡍऒb 
ప࣋࡯ࢣࡍफ ࠴దܽ޴ మనࡓ ڕంࢗ ݡక द࡛ झ  మ࠾ࡍ ఉంܼ࠼  మ࠾ࡍ మనం  సࠪంతర చࡏޔग ऒߖ܉  a b 
۫࣋फ  ఇ޴ ऴ޳ ࣒ڒछ ఏరओ ࡌ కएࡅ ࣒ڒఆ߯ ऴ ,޴ంޔݡ  పࠪࡍణం ఇ޴   మ࠾ࡍ మధङ  ణం a  b b  a bڝ 
కएࡅ ࡓ   ऱܿ ࣌ߤ ల పࠪࡍణంޜ ఇవछ బޔݡం޴, ఇߩओ गࡏޔఈ సࠪంతర చ ࡏࠬ  ݡ ऒߖ܉  ۫࣋फ ఇ޴  b 
సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ ఈ సࠪంతర చࡏޔग జం  ࡅకए లङࢡ࢙  ం   ఒక ऴࡅ ࣒ڒకए  పࠪࡍణం, మ࠾ࡍ b a b 
కࢗ   లߩ࢙ द࡛ झ छ޳  ఏరओ ࡌ गࡏޔన సࠪంతర చݟ జం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ   ޴फంࣆఇ ڕࠪ 
ఉనऒ ޜల܉ࠜ ࠾ࡍణం  మࠪࡍప ޴బܽद ఇڒ  సࠪంతర చࡏޔग జ ࢙࡮ࢡङ  a b ڕమన  ڼ࡮సࠪనం  అ ړߖ
సࠪంతర చࡏޔग జం ఉంܿం޴  మ࡮ߩ࢙ ࠾ࡍ ఉం݋߭߯ ݦ అం݄ మనం ఇ޴ అޙ࠼ ఇ޴ ఇ޴ ab c a b 
c  
गࡏޔఈ సࠪంతర చ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ܉ ࡍߪ  फ ࣃۯफ ࠭ మࡍߪ ޜ ࠾ࡍफ ࣃۯफ ࠭ మ࠭࠲ ޜ ࠾ࡍ ఈ   c c 
߸గ࡛ ࣃ۫ ߖफ ࠭, ఇ޴   మ࡮ߩ࢙ ࠾ࡍ ఉంݦ ఆࣣ సࠪంతర ߯߭݋  సࠪంతర పࠪࡍణం  ߯߭݋  ab c 
फనऒࣆࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ ࠭࠲ ऱܿڴ ఇవछ బޔݡం޴, ఆ߯ అޜ ޴ߝ ۪కए ల ࠉంݟږ ޜ࢓޶న ऴړ ࣒ڒ v v c
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ࢑ సࠪంతర ߯࡮ߩ࢙ ݡ࠮ ڕߩ ఉంܼ࠼  
 ޴फంࣆవ ޻అ ڕమన   ޙࡱ޶క ࡹయ ऴకమంڔబܽद మనం చऴڒ
 సࠪనం ړࣄ ݋ݞ ࠉ ࣒ڒऴ ݞږ ޴బܽद ఇڒ
a ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ޜࠉ ړ ࣒ڒऴ ࣄ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړࣄ ࣒ڒऴ ࠉ ޜ  ޴బܽद ఇڒ
ङࡲ࢐ బܽद మనం సࠪంతరڒ ڡऴ߱డ ݋ݞ  ړߖݞనھߘక ߘ ࠹ द మ࣒ڒ ࠾ࡍ ऴ߱డڡ द ऴ࣒ڒ ऴ߱డڡ द ߖ 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ छࡌత  ݋߭߯   త   ڡߖڒ࠱झ ంۨ ܼ࡛एࡍڷ ࢓޶ంࠉ ఒక ࡹ  ړశ ޳ࡶ  फ ࡅకए  కద࡯క అߝ 
࠙వనߘ మనం ۫ࣃफ ࠭, 
झ࡛ࠂ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݋ం࠼ߦ ఒక ڕబܽद మనڒ  పࣆۯߖफందڝߘంݟ  f 
బܽद అకएڒ డ మనం ޴࣋ۯ ఓ ࢗక द࡛ కࢗ फ࣋ڶ ߘ  द࡛ फࣃڶ ߘ  ړశ ݟంߘ  .࠭ फ ࡅకए  చరङ  ఈ o  f ࠾ࡍమ ڕఖ వరࡔ 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖ द࡛ڒࢗ ం, ఆ߯  ࡍڷంۨన శړ फ ࡅకए ऒߖހࣾ    మࡅ ࠾ࡍకए  ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द ڴ r o f r f 
రछߖ ۨంۧ࠭ ߖڜऒ ए࡛ܼ ߖߖ޳ ࠭࠲ ऱࡏࣃ  అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ࠭ 
ړబܽद  శڒ फ ࡅకए  ࣾణం  మనڕ ܼ࡛ए  మ࠾ࡍ ऴ࣒ڒ ऴ߱డڡ द ߖ ఇࣆफం޴, ఆ߯ మనం ఉపڵࡆంచబޔݡం޴  
అయࣃए ంత इऴతంࡹ ࢘గంޜ కޔࡱ޶నऒ ࡛ۧ ݋ం࠼ߦ  द  ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ओߩటݦ ࡛ۧ ݋ం࠼ߦ ݡ द ࡍڷంۨbv 
ࠪ ऱܼ ओߩటݦ ڡऴ߱డ ࣒ڒऴ ݡ द ߖڴࡆߖ࢑ऒ ం݄, ఈ ۸࡛ھߘక ݞږ  ण  ࠬద శړ फ   ऴ޴ ࠉ ࣒ڒశࡹ ఉంܿం޴ v 
ఉతओ  ࣒ڒऴ ړߖݞऱ ۫పࢁమ ޴బܽद  ఇڒ फࣃڵࡆఉప ߖफޒ ࠭, అࡓ  ڼ࡮ంࢗ  ݡక द࡛  ڴకܽ సࠪంతరంڜߖ޳ఒక ࡱ 
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ఉߕऒ యߖ ۫పవలࣄ వ࣋फ,   అߩओ ఉతओ ࣒ڒऴ ݡ ऒߕࣆ  फޒ కࢗ ݡంࡓ ఆ߯ ,ޙߧ۫ ߖసࠪనం అ ړ द࡛  లߘ మనం 
వ۪ऐڝࣆޓ . ఇߩओ ऒߖڜ  ࡹల ߤషࡔद࡛ ఆపڒࢗ ఈ   ޴ఉంܿం ڴకܽ సࠪంతరంڜߖ޳ఒక ݡ ంܽړ సంబం߅ంۨన 
ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘం޳ం, 
द࡛ ఇۨऐڒࢗ  ڕబܽद మనڒ నߩओ ప  ݡ ऱ࣒  ऴړ ޓ సࠪనం మࢗ ࠾ࡍక द࡛ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ సࠪనం b xi j  c   i yj ړ 
అߖ ఇߩओ కࢗ ࠾ࡍఅం݄  మ ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘమనం క ݡ द࡛  x y  b c  d ڴలంబం ړ 
ఉంܼ࠼, ఇ޴  ప ऱ࣒  ఆړ ࡏ సࠪనం  మࡓ ࠾ࡍండవ ࠙గం మࢗ ࠾ࡍక द࡛ కएࡅ   ఈ  phi phi j  x y b 
  c  ޴फంࣆߧ۫ ߖఉంܿంద ڴసࠪంతరం ړ द࡛ڒࢗ ڕవలࡱ࢑
झ࡯࠻ۯ దܽ ࠙గం ఏࠫܽ  మనం࠴ బܽदڒ ంద࡮ऱ  మనࢗ ڕక द࡛  ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ మనڝࢗ ڕद d 
ఇవछ బޔݡం࡯ޘ  ޴య۲ ߖట మనం మ࠾ࡍ లߘ కڝߘए r  b x y b d  ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ అం݄ ࡯࢐
కࢗ ړߖڴ࠙   బܽदڒ द࡛ ओߩఇ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంబం ړ  ం݄ 5  b dڕࣆۯफࡏڷ ࡏࠬ ߖఅ ݡ d phi   6 j 
మࢗ ࠾ࡍక द࡛  అߖ అర बం  అదనంݡ࠮ ڴ b xi j 
ఉనऒ ڴలంబం ړ ޴ߝబܽद  అڒ ం޶న ఇߕࣆ ݋ݞ  ޴ऒ సࠪనం b d ړ b d 
ప  ޶ఐ  ڕమన ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ప޺भߕࣆ  ޴ࠫߖऒ  x ޴फంࣆసࠪనం   ఇ ړ
కए۪  ڕమన ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ޶ఐ ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳ బܽदڒ  x c d  ࠼ఉంܼ ࡱ
తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ అړ ޴ߝ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ2 ޴ߝ  ప ऱ࣒    c d c i 

ఇవछ ڴ బݟం޴  yj
ओߩనࣄۯ  ݋ݞ బܽद మనంڒ  c d c d ޴फంࣆఇ ݋ݞ ݡ
ప  2 ڕߕ ޴బܽद అڒ ऱ࣒   i phi ޴फంࣆఇ ߖ 5 
ओߩఎ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఇ 10 ڕబܽद   మనڒ ప  ࠭࠲  ݡ ऱ࣒  ంܼ࠭ yڕࣆޓ ߖ6 
బܽद 10 పڒ ऱ࣒  సࠪనం y ړ0 6 
 సࠪనం y ړޓऴ ࠑ న࣒ 5࠳ ޴ఇ ޳ࡶ సࠪనం ړ6 ࠑ న࣒ 10࠳  ޴ߝబܽद అڒ
ओߩబܽद ఇڒ మన వదभ ఉనऒ ݡ కࢗ  ڕవలࡱ࢑ ఈ ޴ द࡛ ప  ޶సࠪనం  ఐ ړ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳  ऱ࣒  ऴޓ b phi j 
మڒࢗ ࠾ࡍद࡛ ࡓం࠳  ݡన࣒ ఐߘ ޶ంړ ݡ࠮ ݟ సࠪనం, మ࠾ࡍ సࠪంతరంڴ ఉߕऒ యߖ c i j b c 
۫పړߖݞ, ۫ప࡛ߦ ړߖݞ द ڝసం  ऴ࣒ڒ ऴ߰డڡ द ڝࣆޓ ߖవడం అ޴ߝ మనం ړ ߝڕࣆޓ సࠪంతరంڴ b b c
ఉంܿంߖ޵  ,޴ऒ ठࡌࠪ కߝఅ ړߖݞయۯ  ऒߕఉ ࡱ ڡऴ߱డ ࣒ڒऴ  ࠼ द ڝࣆޓ ߘవడం 
ऒߖ޳ దట࠴ బܽद మనంڒ भ޳۫   ం   
घࡍటݟ ఈ ޴ంܼ࠭, అڕࣆޓ ࣄ ࣒ڒబܽद మనం ऴڒ  b ijk޶ఐ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳ ݋ంߜ
ऒߕࣆ ݡ࠮  ऒߕࣆ ݡ࠮ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡంࡓ   మ࠾ࡍ ఇ޴ మనࡓ ڕ ऱܿ ࠳న࣒ ప޺भߘ ޴ࠫߖంݟ ఐ޶  k 
 ޴फంࣆంۨ ఇށڷ ݡంࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ ޶న࣒ ఐ࠳ ంۨށڷ
ऒߕࣆ ޴ఇ  ޴फంࣆఇ ڴథࠫకంߦऴ ڕమన ޴బܽद ఇڒ  ࣄ ࠾ࡍమ ࠉ 
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ऒߖ޵ సࠪనం ړ  ఉనऒ ڴసࠪంతరం ړߖݞయۯ   మࡖక ࠪరठం ఏࠫటం݄,  మనం ݋ߖ࠿ k
కࢗ द࡛ ऴ࢐యవ۪ऐ ܿߦ ޜ ߖ  కࢗ ݋ߖ࠿ ,  द࡛ ऴ࢐యవ۪ऐ ܿߦ ޜ ߖ   మ࠾ࡍ అ࢑  సࠪంతరం޳ࡶ ڴ b c
వङ ऒߖ࠻࢑ష ޻ఉం݄ మనం అ ڴక సࠪంతరంࡔޒ  ߰ం࠭ޑ޶ 
ంచవ۪ऐڵ࠙  ޜణంࠪࡍబܽद మనం పڒ .  మ࠾ࡍ పࠪࡍణంޜ మ࠾ࡍ మనڕ ఒࢗ ݋ߖ࠿ ښక द࡛  b c ࡱ 
వۨऐ ڴలంږޒకܽ ऴపڜߖ޳ఒక ޳ࡶ నటऱޙ࠼, అߩओ పవ۪ऐ۫ ߖఅ ڴసࠪంతరం ړ ݞږ  ݡ , కߘక ఇ޴c b 
మࡖక ࠪరठం ఇߩओ ఇవछ ڕమన ݡ బݟం޴  అڕߘం޳ం   మࢁऱ ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం. మనڕ av 
ఇۧऐ రߖ అڕߘం޳ం  ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒ కएࡅ द࡛ڒࢗ న࠳సࠪన  ړ  ector a  phi phi 10 jߘ ݋ంߜం߱ڒ  b 
కھߘనంݟ,  ఇకए డ ݡ࠮  పऱ࣒ ओ߮ۮ ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ڷࡱߕ  కࢗ ండవ ࠙గంࡓ  द࡛ b i j ړ  b  
లంబంڴ ఉంߖڴ࠙ ݦऒ  కڝߘए ం࠭࠲  .ݟ కࡅ ࣄ࡯కए  b ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘ ݋ంߜం߱ڒ 
फࣃࡍఉదహ ߖ ݭంࠀ దܽ࠴ ఈ ߘߝ  ړߖڴ࠙ దܽ࠴ బܽदڒ కए۪ ޜ  ߖ द࡛ڒࢗ ࠭࠲ ఆ߯ ,ߘ ల ޜ eb eb
ంۨనࡍ࢑వ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ऱܿڴ, ఆࣣ  ఇ޴ ఒక ࢗంట ࡅకए    ࠙గం b 
అޔ࢓ంࡓ  .޴ండవ ࠙ߖڴऒ  కڝߘए ంࢗ ࠭࠲ ,ݟక द࡛ కए۪ ޜ ޜ న࣒࠳   లڕࣆޓ ߖంܼ࠭ మ࠾ࡍ a   eb
b  ,޴ఉంܿం ڴలంబం ړ   ޴ఇ ܿߦ ޜ द࡛ڒࢗ ݋ߖ࠿ b 
ऒߖ޵ ࡏబܽद ఒకڒ  ఈ ࢑ధంڴ పۯ ߖయవ۪ऐ రణ సంఖङ߄ࣃ   ߘలߕ߄ఈ సࠪ  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡱ
కࢗ ఆ   ࡏࠬ ࢑షయం కࡖమ ࠾ࡍంచగల࠭  ఆࣣ మ޴ం߰ࡐ द࡛  ల ࡅకए  ۪కए ల ఉతओ  ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ ߖफޒ
߰ంࡓ ޻ంࢗ ݡక द࡛  ల సࠪߕ߄లߘ త࡯࠻ۯ ڥߖझ  వ࣋फ ࠬڴ ߖ࢐ܽ ࡏ ߰ం࡯޳ ఎం޶కం݄ అ࢑ పరసओ రం 0
లంబంڴ ఉంܼ࠼  
ऒߕڕࣆޓ ంత సమయంڜ ࠭࠲ బܽदڒ झڡనࠪܽڛ  ࠭ పకए ݟంߘ    s ޒ࢐ࡏత ࠭࠲ కం݄޶ఎం ࡍ޳
తరగࢗ ࡹޒక द࡛ झ ऱߦ ࠭࠲  ,ంۧ࠭ࠚరంߦడటం ऴ۫ ߖ  న࡛ ࠵షࣃ۫ ߘ ߤफ ऒߖߕచల ࡹ࢑ࠪనం ࠭࠲ ,࠭  
పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ  ࢘గం మ࠾ࡍ తछ రణం ڝసం ࠭࠲   వङ ڔ फకరణలߘ ߰ం࠭ޑ޶, ఆ߯  ࣄबర࠳న తछ రణం 
फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ࣒ښ సంڝ ࠭  మ࠾ࡍ మనం ऴ߰ڙܐ ౖ द࠵ ࡽషߤ అࣃࡱߧ ߖफ छޑࡏڷ ࡏࠬ  ࠭ కర लణ చరङ  ڕࠪ ࡹ
శࡎరం ఉం޴ 
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