
आ̱ ही शेवट̓ या वगाŊत सिदश ऑपरेशɌवर आमची चचाŊ चालू ठेवू   अƗाǉा बाजूने एकक सिदश होता आिण हा अƗाǉा y k  z 
बाजूने एकक सिदश आहे आिण आʉी जे दाखवले होते ते ʉणजे सिदश ला अिधक असे कसे  िलिहता a axi ayj plus azk 
येते ȑाचŮमाणे जर आपʞाकडे दुसरा सिदश असेल तर सिदश देखील सोबत सोडवला जाऊ शकतो.  या घटकांना b b bxi plus

असे िलिहता येते  , काटőिशयन अƗ िदशांसह ʬेƃर सोडवǻाचा एक फायदा हा आहे की एकदा आपण  या byj plus bzk 
िदशािनदőशांसह सिदश सोडवʞास ʬेƃर जोडणे अगदी सहज करता येते, जर आपण  वेƃर ʩƅ केले असतील तर  आिण a b 
याŮमाणे आिण आʉाला ȑांची बेरीज शोधायची आहे ʉणून जर आʉाला अिधक शोधायचे  असेल तर ते सहज शƐ असʞास ते थेटb 
अिधक वेळा अिधक अिधक गुिणले अिधक अिधक असे िलिहता येईल  आिण सोपे आहे bx i ay by  j az bz tim es k 
जर आपʞाला ˋेलरने गुणाकार केलेʞा या सिदशांची बेरीज  करायची असेल िकंवा ˋेलरने काहीतरी वजा केले असेल तर आपण 
असेच अनुसरण कŝ शकतो, उदाहरणाथŊ  2 वेळा वजा तीन वेळा जर आपʞाला ही बेरीज शोधायची असेल तर ही समान असेल  ते b 
दोन वेळा अिधक अिधक वजा तीन वेळा अिधक अिधक ʉणून हे समान असेल  दोन अƗ ax  i ayj azk bxi byj bzk 
वजा 3 गुणा अिधक 2 वजा 3 गुणा अिधक 2 वजा तीन गुणा bx i ay j az bz k   
ȑामुळे ʉणून काटőिशयन अƗाǉा बाजूने घटकांसह सिदश िनराकरण केʞाने   आʉाला पुढील काही ऑपरेशɌ सुलभ ah ah  
करǻात मदत होऊ शकते आʉी सिदशांची उȋादने देखील पाš  आʉी सिदशांची बेरीज पािहली आʉी सिदशांची वजाबाकी पािहली 
आहे आिण  जेʬा ˋेलरचा गुणाकार केला जातो तेʬा आʉी देखील पािहले आहे सिदशाशी आपण ते कसे हाताळू या  पुढे आपण ah 
आता सिदशांǉा उȋादनांबȞल बोलूया येथे आपण जे पाहतो ते ʉणजे दोन सिदशांची बेरीज  एक सिदश आहे  परंतु आपण एका 
उȋादनासाठी  समान गोʼ ʉणू शकत नाही आिण ŮȑƗात आपʞाला ते या ˑरावर िदसेल आʉी  असे ʉणू शकतो की ʬेƃरचे 
गुणाकार पįरभािषत करǻाचे दोन मागŊ आहेत  याचा अथŊ आʉी आता दोन िभɄ Ůकारची उȋादने पįरभािषत करतो ʉणून आʉी  दोन 
िभɄ  Ůकारचे सिदश उȋादने पįरभािषत करतो  आिण येथे आपण पाहणार आहोत की ही दोɎी उȋादने गुणाकाराǉा िवतरणाȏक 
िनयमाचे पालन करतात.  ते  आिण  अिधक चे गुणाकार आहे ʉणून आपण अिधक ने गुणाकार कŝ हे आिण a  b c b c a c 
ǉा आिण अिधक गुणाकाराǉा गुणाकाराǉा समान असेल  आिण ʉणून Ůथम उȋादनाचा Ůथम  Ůकार सिदश उȋादनाचा Ůथमa b 
Ůकार पįरभािषत कŝया  Ǜाला आपण पįरभािषत करतो की दोन सिदशांचे गुण Ǜाला आपण  ˋेलर उȋादन ʉणतो िकंवा आपण 
यासाठी िचɎ डॉट वापरतो ʉणून ȑाला  डॉट उȋादन देखील ʉणतात आता आपण हे कसे पįरभािषत कŝ  
ȑामुळे आपʞाकडे दोन सिदश आिण आहेत.  आिण जेʬा आपण दोन वेƃर शेपटीसंोबत एकũ ठेवतो  तेʬा a  vector b 
ȑांǉामधील कोन थीटा असतो आिण हा कोन दोन कोनांपेƗा लहान असतो कारण  आिण मधला कोन कोणीतरी ȑाǉा दरʄान a b 
तयार होणारा įरɢेƛ कोन देखील पाš शकतो  आिण परंतु आपण कोनातील लहान पाहतो  na b  
ȑामुळे हा कोन थीटा  ० आिण १८० अंशांǉा दरʄान असेल ʉणून आपण आता हे पाहतो  ʬेƃर आिण ʬेƃर चे ˋेलर a b 
गुणाकार हे याȪारे पįरभािषत केले आहे हे तीन Ůमाणांचा गुणाकार कŝन िदले जाते पिहला ʬेƃर ची पįरमाण आहे दुसरा ʬेƃर a  

चे पįरमाण आहे आिण ितसरा हा  आिण मधील कोनाचा कोसाइन आहे जो चा कोसाइन आहे आिण ʉणून आपण जे b a b theta 
िलिहतो ते आपण हे  सिदश ʉणून दशŊवतो आिण  आʉी िचɎ डॉट डॉट वापरतो सह िबंदू हे  थीटाǉा गुिणले कोसाइनǉा a a b b 
पįरमाणाǉा बरोबरीचे आहे जेथे थीटा आहे जसे मी  आिण मधला कोन ˙ʼ केला आहे ʉणून हे उȋादन आहे कारण हे सवŊ a b 
ˋेलर आहेत हे उȋादन आहे  ˋेलर  ʉणून डॉट उȋादन हे नेहमीच ˋेलर असते ʉणून आता आपण डॉट उȋादनाǉा काही a 
गुणधमाōकडे पाहतो.  ʉणून आपण पाहतो तो ˋेलर उȋादन हा पिहला गुणधमŊ  कʄुटेिटʬ  आहे याचा अथŊ सह िठपके असलेला b 
आहे आिण सह डॉटेड आहे  आिण हे ˙ʼ आहे  िनिʮत पासून याǉा गुणाकाराचा आयन कारण  सह डॉटेड हे गुिणले a b b b 
कोसाइन थीटाǉा गुिणले  मॅिưǨूडǉा बरोबरीचे असेल आिण हे गुिणले कोसाइन थीटाǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचे  b 
असेल, ʉणून हे असतील  हे असे आहे की डॉट ब ˋेलर असताना िबंदूचे उȋादन आता ठीक िदसेल   ah 
ȑामुळे आपण पाहतो तो दुसरा गुणधमŊ आहे जेʬा िबंदू ˋेलर असतो तो एकतर सकाराȏक  िकंवा नकाराȏक असू शकतो  b 
ȑामुळे ȑात िचɎ असू शकते आिण हे असेल  ǉा कोनाǉा िवशालतेवर अवलंबून असेल.  नेहमी चे मोठेपणा सकाराȏक असेल a b 
तर िचɎ कोन थीटावर अवलंबून  असेल जर कोन थीटा शूɊ आिण बाय दोन दरʄान असेल  तर एक िबंदू सकाराȏक असेल pi b  
आिण जर थीटा मȯे असेल तर  2 आिण पाई ने मग एक िबंदू ऋण असेल ʉणून आता काही इतर गोʼी Ǜा आपण यािवषयी pi b  
पाहतो जर आपण  वेƃरचे डॉट उȋादन पाहतो तर ˢतः  सह डॉट केलेले असते, तर हे ǉा गुणाकाराǉा पįरमाणािशवाय दुसरे a a 
काहीही नसेल   शूɊ अंशांचा गुणाकार कोसाइन  
ȑामुळे हे ˍेअरǉा मॅिưǉुडिशवाय दुसरे काहीही नसेल  िकंवा ʬेƃरǉा मॅिưǨूडचा ˍेअर हे  ʬेƃरचे िबंदू गुणाकार thi  s 
आहे  दुसरी गोʼ पाš या  की िबंदू ǉा बरोबरीचा आहे तर आपण जे पाहतो ते एकतर आवʴक आहे  0 असेल िकंवा  चे b 0 b 
पįरमाण 0 असेल परंतु जर याला आपण Ɨुʟक Ůकरणे ʉणू शकतो परंतु जर तसे नसेल तर थीटाचा कोसाइन  0 ǉा बरोबरीचा असावा 
आिण थीटाचा कोसाइन 0 असेल तर हे आपʞाला वेƃर असणे आवʴक आहे.  ʬेƃर ला लंब आहे ʉणून जर िबंदू गुणाकार ० a b 
असेल तर दोन ʬेƃर  लंब असले पािहजेत जर ȑांपैकी एक 0 नसेल आिण काहीवेळा  हे 2 ʬेƃर पर˙र लंब आहेत हे िसȠ 
करǻासाठी देखील वापरले जाते जर तुʉाला हे िसȠ करायचे असेल तर तुʉी ƽा  िबंदू  उȋादन आिण जर तुʉाला डॉट उȋादन ० 
असे िमळाले तर तुʉी दाखवू शकता की लंब आहे  आिण आʉी कधीकधी एक िवशेष संǒा देखील वापरतो आʉी ʉणतो की a b 
वेƃर लंब ʉणǻाऐवजी ला ऑथŖगोनल आहे  ʉणून ही एक संǒा आहे जी आʉी  वापरलेले  आता ितसरी गोʼ जर  आपण दोन a b 
युिनट ʬेƃसŊचे ˋेलर गुणाकार पाहतो ȑांǉामधील कोनाचा कोसाइन असेल  तर  मग आपण आधीपासून कʄुटेिटʬ ŮॉपटŎ पािहली 
आहे की डॉट उȋादने कʄुटेिटʬ आहेत मग  आपʞाकडे आणखी एक गुणधमŊ आहे जी िवतरणाȏक गुणधमŊ आहे ǛाबȞल ah 
आʉी सांिगतले  जर आपण अिधक सह िठपके पािहले तर हे सह सह ʬेƃर सारखे b c b plus vector a doted c 
असेल  आता हे डॉट उȋादन  युिनट वेƃरǉा ̊ʼीने कसे िदसते ते पाšया  एकक येथे काटőिशयन अƗाǉा बाजूने ʬेƃर ʉणूनijk  
जेʬा आपण हे पाहतो तेʬा ˙ʼपणे मी पािहले तर बरोबर डॉट केलेले हे 1 असेल  ȑाचŮमाणे सह डॉट केलेले 1 असेल i i j j 
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आिण सह डॉट केलेले देखील 1 असेल पण मी पािहले तर  सह डॉट केलेले हे आिण मधील कोनाǉा कोसाइन सारखेk k j i i j 
असेल  
ȑामुळे हे 0 असेल  सह िठपके 0 असेल आिण सह िठपके सह 0 असेल.  i k j k 
ȑामुळे आता हे  िवˑृत करǻासाठी आिण िलिहǻासाठी वापरले जाऊ शकते  डॉट उȋादन सामाɊ पȠतीने ʉणून उदाहरणाथŊ जर 
आपण एच  हे िलšया जर आपʞाकडे ʬेƃर ave a vector a is equal to  a is equal to axi plus 

आिण असेल तर जर आपʞाला  डॉट ayj  plus azk vector b is equal to bxi plus byj plus bzk 
उȋादन िलहायचे असेल तर सह डॉट केलेले ते िलš आिण ʉणून आʉी  िवतरण कायदा वापŝन ȑांचा िवˑार कŝ  b 
ȑामुळे हे बरोबर  डॉट केलेले असेल आिण ʉणून आता axi plus ayj plus azk bxi plus byj plus bzk 
आʉी या Ůȑेक संǒा पुɎा िवˑृत कŝ  तुʉाला िमळेल आिणi dot i plus axbyi dot j  plus axbzi dot k 
मग आपण हे वाढवू शकतो आता या 9 संǒांमȯे एकूण 9  संǒा असतील जे आपण पाहणार आहोत हे 0 असेल ȑाचŮमाणे i dot j 

होईल  ही दुसरी टमŊ 0  असेल कदािचत मला हे पूणŊपणे िवˑृत कŝ Ȩा हे मला वेळा डॉट अिधक  i dot k bx j i aybyj 
डॉट अिधक वेळा सह सह डॉटेड आिण नंतर अिधक डॉटेड अिधक  सह अिधक j aybz j k azbxk i azbyk j azbzk 
डॉटेड देईल  आिण आमǉा या गोʼी पुढे चालू ठेवून डॉट केलेले आहेत  डॉट असेल 0 डॉट असेल 0 डॉट k j i  k i k j j k
असेल 0  आिण यापैकी Ůȑेक डॉट डॉट आिण डॉट असेल  i ij j k k 1 
ȑामुळे शेवटी आपʞाला िबंदू  बरोबर िमळतो.  घटक b axbx plus ayby plus azbz  
ȑामुळे आता  आपण कोसाइनचा िũकोण िनयम पािहʞास आपण हे कसे कायŊ  कŝ शकतो  
ȑामुळे आपण हे डॉट उȋादन वापŝन सहज दाखवू शकतो जर आपʞाकडे वेƃर असेल तर येथे  ʬेƃर असेल तर ȑांǉामधील b 
कोन थीटा असेल तर  मी आता याला ɘॉट करतो हा सिदश दुसरे काही नाही  सिदश उणे आिण आपण ȑाला ʉणू या कारण a b c 
जेʬा मी या सिदशात जोडतो तेʬा मला  िũकोणाची ितसरी बाजू िमळते जी मला एक देते  b 
ȑामुळे हा सिदश  मी ʉणून संबोधले आहे.  ितसरा वेƃर हा उणे आहे ʉणून ˙ʼपणे आपण वेƃर हे  सिदश उणे ǉाc b c a b 
बरोबरीने िलš शकतो आिण जर मी ते पįरमाणात िलिहले तर चे  पįरमाण हे उणे ǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचे असेल तर आता c b 
आपण काय कŝया. ही पिहली अिभʩƅी घेऊ या  दोɎी बाजंूनी चा िबंदू गुणाकार घेऊ िकंवा ʉणून चा डॉट गुणांक c c c is e 
सह िलš.  वजा बरोबर पुɎा सह िबंदू जो उणे ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपण ते या फॉमŊमȯे िलš आिण  qual  a b c a b 
आपʞाकडे जे आहे ते आहे ʉणून जर आपण हे िवˑृत केले तर आपʞाला सह िठपके असलेले बरोबर एक अिधक सह c c  b 
िठपके आहेत  सह िठपके असलेले उणे दोन वेळा ʬेƃर डॉट केलेले सह डॉट केलेले जेथे आपण  कʄुटेिटʬ आिण b b a b 
िडİ Ōː ɯुिटʬ गुणधमŊ वापरले आहेत ʉणून आता आपण सह िबंदूने  िलिहʞास हे ˍेअरचे पįरमाण हे चौरस अिधक पįरमाण c c 
बरोबर आहे असे िलिहले जाऊ शकते   चौरस वजा दोन पट पįरमाण आिण मधील कोसाईन ǉा गुिणले कोसाइन  जे थीटाb a  b b 
आहे आिण पįरमाण ही बाजूǉा या लांबीिंशवाय दुसरे काहीही नसतात ʉणून आपʞाला  वगŊ एक चौरस अिधक वगŊ वजा दोन c b ab
ǉा बरोबरीचा िमळतो  कोसाइन थीटा जो िũकोणासाठी कोसाइन िनयम आहे  आिण आपʞाला हे देखील समजले आहे की मधला ah 
कोनाचा कोसाइन दोन सिदश  असʞास आिण जर ȑांनी एक कोन थीटा बनवला तर आिण या ʬेƃरमधील कोनाचा कोसाइन a b 
असे देखील िलिहता येईल.  सह िठपके असलेला  ǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाने ठरवले जाते, ʉणून जर आपʞाला  दोन b divi b 
सिदशांमधील कोन शोधायचा असेल तर आपण दोन सिदशांचे िबंदू गुण घेऊ शकतो आिण  यांǉा पįरमाणाने भागले की आपʞाला 
मधील कोनाचा कोसाइन िमळेल  ʬेƃर  आʉी डॉट उȋादनाचा वापर अनेक पįरİ̾थतीमंȯे करतो आिण   जेʬा आपण यांिũकीबȞल 
बोलतो तेʬा डॉट उȋादनापैकी एक पįरमाण असेल जेʬा आपण एखाȨा िबंदूवर कायŊ करत असलेʞा शƅीमुळे िकंवा शƅीने केलेʞा
कायाŊबȞल बोलतो.  आपण या पįरमाणांबȞल बोलतो जे पॉवरमȯे कायŊ करतात हे आपण पाहणार आहोत  की हे Ůमाण   दोन वेƃरचे 
डॉट गुणािशवाय आहेत उदाहरणाथŊ केलेले कायŊ बल ʉणून पįरभािषत केले जाईल  आिण बल लागू केले जात असलेʞा िबंदूǉा 
िव̾थापनासह बलाचे िबंदू गुणाकार.   आिण ȑाचŮमाणे शƅीची ʩाƥा बलाचे िबंदू गुणाकार ʉणून केली जाईल  आिण Ǜा िबंदूवर बल
लागू केला जात आहे ȑा िबंदूचा वेग  अशा Ůकारे आपण डॉट उȋादने आिण डॉट उȋादनांचा समावेश असलेʞा इतर  Ůमाणांचा वापर 
कŝ.  आता कोसŊमȯे येईल समजा आपʞाकडे एक वेƃर आहे जो अिधक ने िदलेला आहे आिण a axi ayj  plus azk 
आपʞाला  एकक ʬेƃर शोधायचा आहे जो आपण ʉणून दशŊवतो आिण  आता आपʞाला मािहत असलेला एकक वेƃरe sub a 
िदला जाईल.  एक वेƃर Ȫारे जो िदशा सोबत 1 पįरमाण आहे ʉणून हे एकक सिदश वेƃर ǉा पįरमाणाने a e sub a  a 
भािगले वेƃर ǉा बरोबरीचे असेल आिण ʬेƃर चे पįरमाण शोधǻासाठी  आपण काय करणार आहोत ते आपण पािहले आहे. a a a
चा डॉट गुणाकार ˢतः  सोबत ƽा ʉणजे  आपʞाला एका चौरसाचे पįरमाण िमळेल आिण बरोबरच िबंदूचे गुणाकार आपʞाला ax 
चौरस अिधक ˍेअर अिधक ˍेअर देईल ʉणून आपण सहज ʉणू शकतो की चे पįरमाण  चे वगŊमूळ असेल  ˍेअरay  az a x 
अिधक ˍेअर अिधक ˍेअर ʉणून बाजूने एकक ʬेƃर हे अिधक अिधक ǉा बरोबरीचे असेल ay az a axi  ayj azk 
आिण हे ǉा पįरमाणाने भागले जाईल ʉणून आपण याला  ˍेअर अिधक ˍेअर अिधक ˍेअरǉा वगŊमूळाने a ax ay az 
भागतो ʉणून अशा Ůकारे  कोणीही वेƃर देऊ शकतो  समजा आपʞाला एक सिदश िदलेला आहे आिण आपʞाला ǉा िदशेनेa eb 
एक घटक शोधायचा आहे ʉणजे काही िदशा िदली आहे जेथे हा ȑा िदशेने एकक वेƃर आहे  िकंवा आपण असे ʉणू शकतो की eb 
आपʞाला ʬेƃर शोधायचा आहे. ǉा बाजूने चा घटक ʉणून मग हा घटक सिदश Ȫारे िदलेला आहे  सह डॉट केलेले हे a b a eb 
आʉाला सोबत चे घटक देखील देते अनेक सम˟ांमȯे तुʉाला चा लंब असलेला घटक शोधǻाची  आवʴकता असू शकते a b eb 
ʉणून आʉाला देखील आवʴक असू शकते  ला लंबाचा घटक शोधा ʉणून ȑा बाबतीत आपण काय कŝ Ůथम  आपण eb e b 
सह ʬेƃर एक िठपका घेणार आहोत हे आपʞाला  चे घटक देईल आता हा एक ˋेलर आहे ʉणून आपण काय करतो आपण eb 
बरोबर िठपके असलेला ʬेƃर घेऊ.  ʬेƃर सोबत याला आपण चे सिदश घटक ʉणून संबोधू शकतो  आिण आता जरeb  eb eb 
आपʞाला ला लंब असलेला घटक शोधायचा असेल तर ʬेƃर वजा िठपके असलेला गुणाकार सिदश हे eb a  a eb eb 
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आपʞाला देईल  चा घटक  जो Ůित आहे  ला लंबक आहे  a eb 
ȑामुळे काही सम˟ांमȯे हे आवʴक असू शकते परंतु एक गोʼ आपʞाला  लƗात घेणे आवʴक आहे की जर आपण एखाȨा िविशʼ 
िदशेने वेƃरǉा घटकांबȞल बोललो तर  हे आपण िमळवू शकतो हे घेऊन आपण ʬेƃरचे िबंदू गुणफल  युिनट ʬेƃरसह िमळवू 
शकतो.  ȑा िदशेने  आता जर मी ȑाच ʬेƃरचा घटक दुस̴या िदशेने नेला तर मी  या ʬेƃरचे डॉट गुण घेऊन दुस̴या िदशेसह युिनट 
ʬेƃरसह  हे कŝ शकतो. आता या दोन घटकांची बेरीज समान होईल  मूळ सिदश फƅ जर घटक  िदशा लंब असतील तर ते लंब 
नसतील तर आपʞाला मूळ  सिदश पुɎा िमळणार नाही जे ŮȑƗात मूळ सिदशाǉा 0 आिण 2 पट दरʄान असेल   
ȑामुळे दोन घटकांची बेरीज समान असेल  मूळ  वेƃरमȯे फƅ तेʬाच घडेल जेʬा घटक एकमेकांना पर˙र लंब असतात  आता 
पिहʞा Ůकारचे उȋादन पािहʞानंतर आपण दुसरे उȋादन पाš  या  दुस-या Ůकारचे उȋादन Ǜाला दोन सिदशांचे सिदश उȋादन 
ʉटले जाते  आता या उȋादनास Ţॉस उȋादन देखील ʉटले जाते  कारण आपण ˋेलर उȋादनामȯे पािहले आहे की दोन सिदशांचे 
उȋादन हे ˋेलर होते. या Ůकरणात दोन  सिदशांचे सिदश गुणाकार एक सिदश आहे.  Ůमाण हे ˋेलर नाही आिण आगाऊ 
अɷासŢमांमȯे तुʉाला हे देखील िदसेल की हा  एक ऐवजी मयाŊिदत अथाŊने एक सिदश आहे परंतु आमǉा उȞेशांसाठी आʉी ते असे 
घेऊ की  दोन सिदशांचे सिदश गुणाकार एक सिदश आहे आता आʉी कसे िलš  हे समजा माǟाकडे दोन ʬेƃर  आिण आहेत a b 
जसे आपʞाकडे समान सिदश आिण ʬेƃर होते ʉणून आपण  एक उȋादन पįरभािषत करतो जे आपण आता िचɎ वापरतोa b x 
िकंवा Ţॉस Ţॉस करतो Ǜाला आपण वेƃर ʉणून पįरभािषत करतो.  Ǜाला आपण Ůथम ȑाची िदशा देतो या सिदशाची िदशा b 
सामाɊ असते Ǜात  सिदश आिण सिदश असते याचा अथŊ ȑाचा वरचा आिण दोन ʬेƃर नेहमी िवमान बनवतात  एक a b a b 
Ţॉस हा सिदश आहे जो आता या िवमानाला लंब आहे  Ůथम Ȩा मी  पįरमाण बȞल बोला  कारण या सामाɊला ˢतः च दोन b e  
िदशा असू शकतात  आिण ȑा िदशा एका Ɨणात ˙ʼ केʞा जातील ʉणून  Ţॉस चे पįरमाण हे  मधील कोनाǉा गुणा b a b  

ǉा टाइम मॅिưǨुडǉा बरोबरीचे असेल  आिण ʉणून जर आपण आिण मधला कोन  थीटा ʉणून संबोधले तर Ţॉस sine b a b  
चे पįरमाण वेळा  साइन थीटाǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचे असेल आिण मी याला ʬेƃर ʉणून संबोधतो  b b c 

ȑामुळे आता आपण काय कŝ शकतो  ʉणे की ʬेƃर हे  एकक वेƃर ʉणून िलिहले जाऊ शकते वेळा पįरमाण गुिणले c c b 
ǉा गुणाकाराǉा पįरमाणात ची िदशा कोणती आहे हे आपʞाला अȨाप ˙ʼ करायचे आहे जे आपʞाला sin theta c  ec 

देईल  
ȑामुळे ची िदशा  Ȫारे िनधाŊįरत  केली जाईल  उजʩा हाताचा  Ūेड िनयम आिण हा एक िनिʮत िनयम आहे जो आपण वापरतो ʉणून c 
आपण काय करतो  आपʞाकडे वेƃर आहे आपʞाकडे सिदश आहे तर आपण  ʬेƃर ला कडे ȑांǉामधील सवाŊत a b a  b 
लहान कोनातून काय िफरवतो ते आपण पुɎा एकदा पाš  आिण मधील कोनापेƗा लहान  इतर कोन हा नेहमीच ŮितिƗɑ कोन a b  
असतो ʉणून आपण आिण मधील सवाŊत लहान लहान कोनातून पाहतो  आपण आता कडे िफरवतो Ǜांनी ˌू पािहला a   b b a 
असेल जेʬा आपण  ˌू िफरवतो तेʬा ˌू अƗीय िदशेने िफरतो ʉणून जर मी कडे हलवा आिण ˌूला उजʩा हाताचा धागा a  b 
आहे  मग ˌू Ǜा िदशेला जाईल ती िदशा आपʞाला Ţॉस ची िदशा देईल  ʉणून आपण कडे िफरवतो आिण  उजʩा b a  b 
हाताचा ˌू Ǜा  िदशेने िफरतो  जे  Ţॉस िकंवा ची िदशा देते  आता आणखी एक मागŊ आहे ǛाȪारे आपण याकडे पाš शकतो b c 
आिण तो ʉणजे Ǜाला आपण उजʩा हाताǉा  अंगǬाचा िनयम ʉणतो आिण जो Ůȑेकासाठी पाहणे सोपे आहे  
ȑामुळे आपण काय करतो  दोन  वेƃर हे वेƃर आहे आिण हे वेƃर आहे आʉी दोन वेƃर शेपटीने बदलतो आिण आता लƗात येते 
की जेʬा आपण हे करत असतो तेʬा आपʞाला हा ʩायाम  उजʩा हाताने पार पाडावा लागतो ʉणून जर तुमǉापैकी बŠतेक लोक हे 
करत असतील तर तुʉी योƶ असाल तर  -जेʬा तुʉी करत असाल तेʬा हाताने पेन टाका  हा ʩायाम तुʉी तुमचे पेन धरत असाल g 
तर बŠधा तुʉी तुमǉा डाʩा हाताने करत असाल  Ǜामुळे तुʉाला चुकीचे पįरणाम िमळतील ʉणून हा ʩायाम तुमǉा उजʩा हाताने 
करावा लागेल तुʉी उजवा हात ƽा आिण तुʉी जे कराल ते तुʉी करा.  तुम̓ या उज̺ या हाताची बोटे  जेʬा लहान कोनातून कडे a b 
िफरतील तेʬा िदशेला वळतात,   
ȑामुळे या Ůकरणात आिण अशा Ůकारे आपण उजवा हात  वŝन कडे िफरवतो आिण अंगǬाची िदशा मला देते.  Ţॉस a b a b b
ची िदशा येथे आहे  ʉणून आʉी दोन वेƃर शेपǨांसह एकũ ठेवतो आिण उजʩा हाताची बोटे ते कडे वळवतो आिण जेʬा ah a b 
आपण असे करतो की अंगǬाची िदशा Ţॉस कडे िनदő िशत करते   तेʬा आता तुमǉा लƗात येईल  जर मी Ţॉस करत आहे याचाb b 
अथŊ मी वŝन कडे वळत आहे याचा अथŊ  माझा अंगठा आतील बाजूस िकंवा खालǉा िदशेला आहे जसे तुʉी आता पहाल की मी a b 

Ţॉस केले तर मी  माझी बोटे कडे ठेवली तर ती आता तुमǉा लƗात येईल  अंगठा वर िदशेला आहे  b a b 
ȑामुळे  आिण Ţॉस ते िवŜȠ िदशेकडे िनदőश करतात Ţॉस िवŜȠ िदशेने Ţॉस करǻासाठी िबंदू करतात b a a b a b b a 
याचा अथŊ आʉी ˙ʼपणे ʉणू शकतो की Ţॉस हे Ţॉस ǉा वजाएवढे आहे  आिण हे आʉाला हे देखील सांगते की हे उȋादन b b a 
िबंदू उ̝ पादन कʄुटेिटʬ नाही पण  ही दुसरी गोʼ नाही जी आपण या उ̝ पादनाबȞल पाहतो ती अशी आहे की जर आपण Ţॉस  b 
अिधक कडे पािहले तर िवतरण िवतरण गुणधमŊ अजूनही कायŊ करतो हे Ţॉस अिधक Ţॉस सारखे आहे  मग जर  आपण c b a c 
Ţॉस पािहला तर हे   आिण मधील कोनाǉा ǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाǉा बरोबरीचे a a a sine 
असेल कारण आिण या कोनाचे समान वेƃर साइन आहेत  आिण मधील कोन  शूɊ असेल ʉणून एक Ţॉस नेहमी शूɊa a a a a 
 असेल फƅ इतकेच नाही की जर आपʞाकडे दोन समांतर सिदश  आिण असतील तर सुȠा जर हा एक सिदश असेल आिण a b a 
दुसरा सिदश  असेल जो ला समांतर असेल तर देखील तुʉाला िदसेल. या Ůकरणात एक Ţॉस ǉा समान असेल  इरो कारणb a b z 
 या दोन सिदशांमधील कोन आता शूɊ आहे काटőिशयन अƗ जो आपण काढत आहोत  जे मी तुʉाला दाखवले आहे जे आʉी मागील  
ʩाƥानात वापरले होते जर आपण यािवषयी अƗ ʉणून बोललो तर हा अƗ आहे  अƗ नंतर तुमǉा लƗात येईल की  ते नेहमीx y z 
उजʩा हाताने असतात या ˢŝपात जर आपण पाहतो की आपण वŝन कडे िफरतो तर  ितसरा अƗ अƗ अंगǬाǉा िदशेने x y z 
िनदő िशत करेल ʉणून आपण काढतो तेʬा काटőिशयन अƗ  हे आपण काढतो  ȑांना मȯे आʉी नेहमी ȑांना उजʩा हाताने 3d 
काढतो असे ʉणतो आिण  ȑाचा पįरणाम ʉणून तुʉाला िदसेल की आता जर आपण युिनट ʬेƃर िलिहतो तर ˙ʼपणे  Ţॉसijk i 
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Ţॉस आिण Ţॉस हे सवŊ शूɊ होतील परंतु जर आपण  Ţॉस िदशेǉा दरʄानची उȋादने पहा ʉणजे आपण Ţॉस j j k k i j 
कडे पाहतो तर हे ǉा बरोबरीचे होईल आिण नंतर मी Ţॉस कडे पािहले आिण ȑासाठी पाहǻासाठी मी वŝन k j  k i x yi 
कडे पािहले तर हे दाखवǻासाठी  जर मी िदशेपासून िदरकडे गेलो तर ǉा िदशेकडे िनदőश करा जर मी माझी बोटे कलŊ केली y z z 
तर मी वर िदशेला दाखवत  आहे जी ची िदशा आहे आिण जर मी वŝन कडे गेलो तर मी अिधक ǉा िदशेने िनदő िशत x z xi y 
करतो  ʉणून आपʞाकडे Ţॉस आहे बरोबर आिण Ţॉस बरोबर आहे  आिण जर तुʉी या गोʼीचें िनरीƗण केले तर j k i k i j 
ही गोʼ चŢीय बनते की जर आपण एका Ţमाने लावला तर बरोबर Ţॉस बरोबर आिण Ţॉस ijk i cross j k  j k i k i
बरोबर ʉणजे आपण फॉलो केʞास या चे अनुसरण कŝ.  चŢीय Ţमाने आपʞाला ितसरी गोʼ िमळेल  ही सकाराȏक j ij k 
असेल पण जर आपण चŢीय न गेलो तर आपण  िदशा उलटी करत आहोत आिण ˙ʼपणे Ţॉस चे वजा वजा आिण वजा i j k i 
Ţॉस  देखील Ţॉस ǉा बरोबरीचे आहे.  ʉणून आमǉाकडे Ţॉस समान आहे वजा Ţॉस समान आहे वजा j j i j i  ki k j
बरोबर  आिण Ţॉस समान आहे वजा ʉणून जेʬा आपण हे करतो याचा अथŊ असा होतो की आपण अँटीसायİƑक करत k j i 
आहोत ʉणून  हे ȑांना लƗात ठेवǻाचा एक मागŊ आहे आपण ते कŝ शकता याŮमाणे बाहेर ʉणजे आपण पाš या की हा चŢीय  Ţम 
सकाराȏक आिण ŮितचŢीय आहे ʉणजे आपण िवŜȠ िदशेने जातो  एनएसई अँटीसायİƑक ऑडŊर ऋणाȏक आहे ʉणून आता  
आपण पाš या की आपʞाकडे दोन ʬेƃर आिण आहेत जे काटőिशयन िनदőशांकांǉा संदभाŊत ʩƅ केले जातात  तर आपण पूणŊ a b 
िवˑार आिण या सिदशांचे Ţॉस उȋादन शोधǻासाठी िवकिसत केलेले िनयम वापŝ शकतो जेणेकŝन आपण िलš शकतो.  Ţॉस a 

ʉणून हे  ने Ţॉस केले आिण हे नंतर िवˑृत होऊ शकतेb ax i plus ayj plus azk bxi plus byj plus bzk 
ʉणून हे वजा अिधक  वजा गुणा अिधक वजा गुणा आिण हे िनयमांचे पालन aybz azbyi azbx axbz j axby aybx k 
करतात  Ţॉस आहे 0 Ţॉस आहे इȑािद जे आʉी आता पािहले आहे हे पाहǻाचा दुसरा मागŊ  ʉणजे िनधाŊरकाǉा i i i j k 
संकʙनेȪारे जी जर तुʉी तुमǉा गिणताǉा अɷासŢमात पािहली  असेल तर जर आʉी तर िनधाŊरक ʉणून Ţॉस िलš शकतो   x b 

चे हे Ţॉस उȋादनापैकी पिहले आहे दुसरा जो आʉी ितसरी पंƅी ʉणून िलिहतो  आिण जर तुʉाला ijkaxayaz bxbybz 
पिहʞा पदाचा िनधाŊरक कसा िवˑाįरत करायचा हे मािहत असेल तर मला दाखवू  Ȩा ते असेल  वजा वेळाने  i times aybz az 
इ. मग आता हे ˙ʼ केले जाऊ शकते  आपण Ţॉस उȋादनाचे काही ऍİɘकेशɌ  पाš या जर आपण  Ţॉस चे पįरमाण बिघतले तर b 
आपʞाकडे दोन ʬेƃर आिण आहेत  आिण आपण  समांतरभुज चौकोन पािहʞास  जे Ţॉस ने बनते मग Ţॉस चे पįरमाणa b b b 
हे   आिण मधील कोनाǉा गुिणले साइनǉा गुणाकाराǉा पįरमाणाने िदले जाते आता  हे ˙ʼपणे िदसेल जर तुʉी या a b b 
समांतरभुज चौकोनाकडे पािहले तर हे देखील समान आहे  या समांतरभुज  चौकोनाचे Ɨेũफळ एक Ţॉस चे पįरमाण आपʞाला b 

देते समांतरभुज चौकोनाचे Ɨेũफळ  आिण ǉा सिदशांनी बनवले आहे ʉणून हे पįरमाण आहे  आिण बाजंूǉा mag  a b a b 
समांतरभुज चौकोनाǉा Ɨेũफळाइतकेच आहे  ȑाचŮमाणे  आपʞाकडे समांतर आहे  पाईपेट Ǜाǉा बाजू  आिण आहेत याचा ab c 
अथŊ जर आपण हे हे आहे हे आहे ʉणजे आपण हा समांतरभुज चौकोन पूणŊ करतो आिण ने हे पूणŊ करतो आपण ही  a b c  c 
आकृती पाहतो जी बाजू आिण सह समांतर िवंदुक आहे तर मग  समांतरची माũा  िपपेट  हे असे िदले जाते जसे आपण याला ab c ah 

ʉणतो तर हे सह िठपके असलेʞा Ţॉस ǉा बरोबरीचे असते आिण या समांतर पाइपेटǉा तीन बाजू असʞामुळे जर v v c b 
आपण चŢीय Ţमाने िफरलो तर  आपʞाला समान गोʼ िमळेल ʉणून हे देखील आहे Ţॉस डॉट ǉा बरोबरी ʉणजे हे  सह b c a b
Ţॉस डॉट केलेले असेल आिण हे सह Ţॉस डॉटेड ǉा बरोबरीचे असेल ʉणून आʉी समांतरचे ʬॉʞूम शोधǻासाठी  डॉटc b c a 
उȋादन आिण उȋादन Ţॉस उȋादन वापŝ शकतो िपपेट  मग यांिũकीमȯे आपʞाला टॉकŊ  िकंवा िबंदूबȞल बलाची हालचाल cos 
ही संकʙना आढळून येईल, ʉणून समजा आपʞाकडे िबंदू आहे आिण बल िŢया करत आहे,  ʉणून आपण वŝन वेƃर o f o 
काढʞास आपण काय कŝ  ते बल ǉा िŢयेǉा रेषेपयōत आिण मी या वेƃरला ʉणून संबोधू या नंतर आपण  बलाचा o  f r f 
Ɨण बȞल पįरभािषत करतो  हे आिण चे Ţॉस गुणाकार ʉणून पįरभािषत केले जाते कधीकधी आपण ȑाला टॉकŊ  देखील o r f 
ʉणतो ʉणून  शƅीचा Ɨण आपʞाला टॉकŊ  देईल आिण Ţॉस उȋादन ितथे वापरले जाईल मग आपण  जर आपण पॉइंट चाटŊबȞल  
बोलतो तेʬा Ţॉस उȋादनाचा वापर देखील आढळतो जेʬा आपण चंुबकीय Ɨेũ मȯे  वेग सह िफरत असलेʞा पॉइंट b bv 
चाजŊबȞल बोलतो तेʬा या चाजŊवरील बल   Ţॉस ǉा िदशेने असतो ʉणून  हे पुɎा दाखवǻासाठी आपण Ţॉस Ůॉडƃ वापरतो v b 
आिण   जर आपʞाला दाखवायचे असेल तर दोन सिदश एकमेकांना समांतर आहेत हे  दाखवायचे असेल तर Ţॉस  Ůॉडƃ शूɊाǉा 
बरोबरीने दाखवले तर दोन ʬेƃर घेऊ. आता एकमेकाला समांतर  असेल यापैकी काही वेƃर ऑपरेशɌचा समावेश असलेले एक 
छोटेसे उदाहरण घेऊ, तर समजा आपʞाला  एक वेƃर अिधक तीन ǉा बरोबरीचा आहे आिण एक वेƃर दोन b xi j c  i 
अिधक ǉा बरोबरीचा आहे आता आपʞाला शोधायचे आहे.  आिण जसे की  आिण सिदश ला लंब आहेत जे yj x y  b c  d  

अिधक सहा ǉा बरोबरीचे आहेत  आिण दुसरा भाग दाखवतो की आिण ʬेƃर ची ही मूʞे ǉा समांतर phi phi j x y b c 
आहेत  ʉणून पिहʞा भागासाठी काय  आʉाला हे करायचे आहे की आʉाला ʬेƃर िदलेला आहे आिण आʉाला ʬेƃो िदला आहेd 

िजथे एक अǒात आहे तेथे आपʞाला आिण शोधायचे आहे की हा ला लंब आहे  ʉणून भाग एक सिदश हा  r  b x y b d b d
ला लंब आहे याचा अथŊ आता आहे जर तुʉाला आठवत असेल तर 5 आिण ʬेƃर आहे  अिधक तीन d phi  plus 6 j b xi 

ʉणून  हा ला लंब असʞामुळे  िबंदू हे शूɊ आहे ʉणून हे आपʞाला देईल पाच अिधक अठरा बरोबर शूɊ आहे  j b d b d x 
ʉणून समान असेल वजा अठरा भािगले पाच आिण ȑाचŮमाणे आपʞाकडे  सह िबंदू आहे  शूɊ असणे आवʴक आहे x c d 
कारण हा ला लंब आहे आिण हा 2 अिधक  ʉणून िदला होता  c d c i yj 
ȑामुळे डॉट आपʞाला डॉट देईल तेʬा ते मला 2 अिधक 5 देईल जेणेकŝन  आपʞाला 10 देईल आिण केʬा c d c d i phi 
आपण अिधक 6 घेतो  y 
ȑामुळे 10 अिधक 6 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे समान आहे   उणे 10 बाय 6 िकंवा हे उणे 5 बाय तीन इतके आहे  तर आता y 0 y  
आपʞाकडे काय आहे जर आपण या मूʞांसाठी  सिदश समान असेल तर उणे अठरा  बाय पाच अिधक तीन आिण सिदश b phi j 

समान आहे दोन  उणे पाच बाय तीन आता हे दाखवǻासाठी आिण समांतर आहेत ʉणून भाग साठी c i j b c b b 
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दाखवǻासाठी  ǉा समांतर आहे आपण ते Ţॉस Ůोडƃ नीट घेतो  ते करǻाचे अनेक मागŊ आहेत एक मागŊ ʉणजे Ţॉस Ůोडƃ c 
घेणे तर आपण  Ůथम ते पाšया ʉणजे आपण Ţॉस घेऊ ʉणजे ते या िनधाŊरक वजा अठरासारखे असेल  पाच ने  तीन शूɊ b c ijk 
दोन वजा पाच गुिणले तीन शूɊ आिण हे आपʞाला गुिणले उणे अठरा ने पाच  गुिणले वजा पाच ने तीन वजा तीन दोन ने गुणले तर हे k 
आपʞाला  मुळात शूɊ ǉा बरोबरी देईल  k 
ȑामुळे हे शूɊ आिण आहे समांतर आहेत हे करǻाचा आणखी एक मागŊ ʉणजे आपण  ǉा बाजूने एकक वेƃर िलš शकतो b c b 
आपण ǉा बाजूने एकक वेƃर िलš शकतो आिण जर ते  समांतर िकंवा समांतर असतील तर आपʞाला समान गोʼ िमळेल c 
जेणेकŝन आपण ला फƅ ǉा पįरमाणाने भागू शकतो.  आिण ǉा पįरमाणाने आिण जर आपʞाला समान एकक सिदश b b c c 
िकंवा एकमेकांचे ऋण िमळाले तर  आपण हे ला समांतर आहे हे देखील दाखवू शकतो  b c 
ȑामुळे आता दुसरा मागŊ आहे ʉणून समजा आपण िदलेले आहे  पुɎा एक लहान उदाहरण घेऊ. समजा आʉाला िदले आहे  av 

जो अिधक 10 ǉा बरोबरीचा आहे तो आता सह ʬेƃरचा घटक शोधा जेथे हे तीन अिधक चारector a  phi phi j b b i 
ǉा बरोबरीचे आहे आिण दुसरा भाग जो आपण ʉणतो तो सिदशाǉा  लंबाचा घटक शोधा.  आपʞाला ǉा बाजूने चा j b   a b 

घटक शोधावा लागेल ʉणून भाग Ůथम शोधǻासाठी  मी फƅ हे ˙ʼ करेन  Ůथम शोधा आिण नंतर आपण  सह िठपके a eb eb 
असलेला ʬेƃर घेऊ आिण जसे आपण आधी ˙ʼ केले आहे तेʬा हा  सोबत आिण चा घटक असेल  दुसरा भाग शोधा ah a b to 
आपण काय कŝ ते ʉणजे आपण  सह एक वजा डॉटेड ʬेƃर घेऊ आिण एकक ʬेƃर सोबत हा ǉा लंबाचा घटक eb a b b 
असेल तर अशा Ůकारे कोणीही हे कसे ठरवू शकतो या सोɗा संƥा आहेत आिण आपण  ही उȅरे शोधून काढू शकता.  आह आिण 
आणखी एक गोʼ जर तुʉाला दोन ʬेƃसŊची उȅरे तपासायची असतील तर तुʉी  ȑा ʬेƃरचे डॉट उȋादन घेतʞास तुʉाला ते 0 
िमळायला हवे कारण ते पर˙र लंब आहेत.   
ȑामुळे आʉाला थोडासा ũास झाला आहे.  िकनेमॅिटƛ मधून वळणावळणाचे कारण आʉी एस  पुढील वगाŊत ʬेƃरकडे पाहत 
असताना आपण ɘॅनर मोशन पाš, आपण िवमानातील गती पाš आिण  वेग आिण Ůवेग यासाठी आपण अिभʩƅी िमळवू आिण मग 
आपण İ̾थर Ůवेग  आिण Ǜाला आपण ŮƗेपण गती ʉणतो ते पाš. तुमǉाकडे गुŜȕाकषŊणाǉा कृती अंतगŊत एक शरीर आहे 
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