
െവക്ئർ ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ഞ׹ളുെട ചർ׺കൾ അവസാന ױാസിൽ ഞ׹ൾ തുടരും, ഒരു 
െവക്ئർ അതിന്െറ കാർ؂ീഷّൻ ഘടക׹േളാെടാؚം എ׹െന പരിഹരിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു, 
കൂടാെത അײം യിൽ യൂണി്ئ െവക്ئറായിരുؗ യൂണി്ئ െവക്ئറുകളുെട ചി׹صളായി ഞ׹ൾ x j 

എؗിവ ഉപേയാഗിു׺. അു׺ത؇ിലുت യൂണി്ئ െവക് ടറും എؗത് അ؋ײിൽ ഉت ഒരു ij, k y k z 
യൂണി്ئ െവക് ടറും ആയിരുؗു, ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗത് ഒരു െവക് ئർ എ׹െന ആക് സി ؛സ് a ayj 
 ർ യും azk b bئ ിൽ െവക്׸؇െവക് ടർ ഉെ ؋ര؇ാമെ ׯസ് എ്ؗ എഴുതാം എؗാണ്, നമു്؛
പരിഹരിׯാം ഈ ഘടക׹െള െവക് ടർ എؗത് ؛സ് ؛സ് എ്ؗ എഴുതാം, കാർ؂ീഷّൻ b bxi byj bzk 
അു׺ത؇് ദിശകളിൽ െവക് ടറുകൾ പരിഹരിؗുׯതിന്െറ ഒരു ഗുണം, ഈ ദിശകളിൽ െവക് ടറിെന 
പരിഹരിു׺കഴി؁ാൽ െവക് ടറുകൾ േചർؗുׯത് വളെര എളുؚ؋ിൽ െചإാം. എؗിവ a, b 
ഇതുേപാെലയാണ്, നമു്ׯ അവയുെട ആെകു؋ക കെ؇؋ാൻ ആْഗഹമു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു 
 ٧്عസ് ബിഎ؛ ിൽ, അത് േനരി؂്׸ിൽ ആകാൻ കഴിയുെമ؋ിൽ, അവ എളുؚ׸ണെമ؋؇സ് ബി കെ؛
തവണ ഐ ؛സ് എയ് ؛സ് ൈബ ൈടംസ് െജ ؛സ് അസ് ؛സ് ബിസ് ൈടംസ് െക എؗി׹െന എഴുതാം. 
ഇവ േപാലും േചർׯണെമ׸ിൽ ലളിതമാണ് െവക്ئറുകൾ ഒരു സ്െകയിലർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ e 
അെ׸بിൽ ഒരു സ്െകയിലർ െകാ؇് കുറ׺ാൽ നമു്ׯ സമാനമായി പിؓുടരാം, ഉദാഹരണ؋ിന് 2 
തവണ ഒരു ൈമനസ് മൂ്ؗ തവണ നമു്ׯ ഈ തുക കെ؇؋ണെമ׸ിൽ, ഇത് ര؇് മട؛ ്׹സ് b ax i 

 ,സ് അതിനാൽ ഇത് ര؇് ayj azk bxi byj bzk؛ സ്؛ ം. തവണുׯസ് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമായിരി؛
േകാടാലി ൈമനസ് 3 ബിഎ٧്ع മട؛ ്׹സ് 2 ൈമനസ് 3 ഇര؂ി ؛സ് 2 ൈമനസ് മൂ്ؗ മട്׹ i ay j az bz k 
ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ആഹ് കാർ؂ീഷّൻ അ؋ײിൽ ഘടകഭാഗ׹ൾെׯാؚം ഒരു െവക്ئർ 
പരിഹരിؗുׯത് ഞ׹െള സഹായിേׯ׺ാം അടു؋തായി ചില ْപവർ؋ന׹ൾ ലളിതമാുׯേآാൾ, 
െവക്ئറുകളുെട ഉൽؚؗ׹ളും ഞ׹ൾ കാണും, െവക്ئറുകളുെട സ׸ലനം ഞ׹ൾ ക؇ു, 
െവക്ئറുകളുെട വّവകലനം ഞ׹ൾ ക؇ു, കൂടാെത ഒരു സ്െകയിലർ ഒരു െവക്ئറിേല്ׯ 
ഗുണിുׯേآാൾ അത് എ׹െന ൈകകാരّം െചإാം എ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു . െവക്ئറുകളുെട 
ഉൽപؗ׹െളുׯറി׺ാണ് നأൾ ഇേؚാൾ ഇവിെട കാണുؗത്, ര؇് െവക്ئറുകളുെട ആെകു؋ക ഒരു 
െവക്ئറാണ്, എؗാൽ ഒരു ഉൽؚؗ؋ിന് ഒേര കാരّം പറയാൻ കഴിയിب , യഥാർ،؋ിൽ ഈ 
തല؋ിൽ ഉൽؚؗം നിർവചിؗുׯതിന് ര؇് വഴികളുെ؇്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ 
കാണും. െവക്ئറുകളുെട അർ،ം നأൾ രെ؇؉ം നിർവചിുؗുׯ എؗാണ് വّതّസ് ത തര؋ിലുت 
ഉൽؚؗ׹ൾ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ര؇് വّതُّ ٝതരം െവക് ടറുകളുെട ഉൽؚؗ׹െള നിർവചിുؗുׯ , ഈ 
ര؇് ഉൽؚؗ׹ളും ؛സ് എؗിവയുെട ഗുണന؋ിന്െറ വിതരണ നിയമം പാലിുؗുׯ, a , b c 
അതിനാൽ നأൾ ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഗുണിുׯകയാണ്. ഇത് ؛സ് എؗിവയുെട b c a, b a, c 
ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ ര؇് െവക് ടറുകളുെട ഉൽؚؗെ؋ സ് െകലാർ ഉൽؚؗം 
എ്ؗ വിളിؗുׯ ര؇് െവക് ടറുകളുെട ഉൽؚؗം എ്ؗ നിർവചിؗുׯ ആദّ തരം ഉൽؚؗെ؋ ആദّം 
നിർവചിׯാം. ഇതിനായി നأൾ ഒരു സിംബൽ േഡാ؂് ഉപേയാഗിؗുׯതിനാൽ ഇതിെന ഇേؚാൾ േഡാ؂് 
േْപാഡക് ്ئ എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ െവക് ടർ എ , െവക് ئർ ബി എؗി׹െന ര؇് 
െവക് ടറുകൾ ഉ؇്, ര؇് െവക് ടറുകൾ വാലുകേളാെടാؚം െവക് ടറുകൾ തأിലുت േകാണിൽ 
വയ്ുׯേآാൾ നമു്ׯ പറയാം. അവ തീئയാണ്, ഈ ആംഗിൾ ര؇് േകാണുകളിൽ െചറുതാണ്, കാരണം a
യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت േകാണിൽ ഒരാൾ്ׯ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിൽ രൂപം െകാؗുت റിെ٧്ع؜ b a b 
േകാണിേലുׯം േനാׯാൻ കഴിയും, എؗാൽ നأൾ േകാണിന്െറ െചറുതാണ് അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ 
തീئ ആയിരിുׯം 0 നും 180 നും ഇടയിൽ ْഗീസ് അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ ഇത് േനാുؗുׯ െവക്ئർ a, 
െവക്ئർ എؗിവയുെട സ്െകലാർ ഉൽؚؗം ഇത് നിർവചിؗുׯത് മൂ്ؗ അളവുകൾ ഗുണി׺ാണ് b 
നൽകുؗത് ആദّേ؋ത് െവക്ئറിന്െറ കാؓിമാനമാണ് , ര؇ാമേ؋ത് െവക്ئർ യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ്, b 
മൂؗാമേ؋ത് യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت േകാണിന്െറ േകാൈസൻ തീئയുെട േകാൈസൻ ആണ്, a b 
അതിനാൽ നأൾ എഴുതുؗത് െവക്ئർ ആയി സൂചിؚിുؗുׯ , കൂടാെത െകാ؇് േഡാ؂് െചᅃٝ േഡാ؂്a b 
എؗ ചിصം ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇത് തവണ ന്െറ വّാلി്ٝׯ തുലّമാണ്. തീئയിെല b cosine 
തീئയിൽ എؗിവയ് ׯിടയിലുت ആംഗിൾ ഞാൻ വിശദീകരി׺ി؂ു؇് , അതിനാൽ ഈ ഉൽؚؗം a, b 
സ്െകയിലർ ആയതിനാൽ ഈ ഉൽؚؗം ഒരു സ്െകലാർ ആണ്, അതിനാൽ േഡാ؂് ഉൽؚؗം 
എبായ്േؚാഴും ഒരു സ്െകലാർ ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ േഡാ؂് ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ചില 
ഗുണവിേശഷതകൾ േനാുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّെ؋ േْപാؚർ؂ി ഒരു സ്െകയിലർ ഉൽؚؗം 
കൂّأേئ؂ീവ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, ഇത് അർ،മാؗുׯത് ബി െകാ؇് േഡാ؂് െചᅃٝിരിؗുׯത് b
ന് തുലّമാണ് , ഇത് ഇതിന്െറ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ വّװമാണ്, കാരണം ബി െകാ؇്
േഡാ؂് െചᅃٝാൽ ഇത് യുെട വّാلി്ٝׯ തുലّമായിരിുׯം. ന്െറ മട്׹ കാؓിമാനം േകാൈസൻ തീئ a b 

ഇത് വീ؇ും ഒരു ൈടംസ് േകാൈസൻ തീئയുെട മട്׹ മാ׵ിئിയൂഡ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ an d b 
ഇവയായിരിുׯം ആ േഡാ؂് േْപാഡക് ട ്ഇേؚാൾ ശരിയാകും, ഒരു േഡാ؂് ബി ഒരു സ് േകലാർ ആകുേآാൾ 
നأൾ കാണുؗ ര؇ാമെ؋ േْപാؚർ؂ി ഇ׹െനയാണ്. ഒരു േഡാ؂് ഒരു സ്െകയിലർ ആണ്, അത് b 
േപാസിئീവ് അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ആകാം, അതിനാൽ ഇതിന് ഒരു അടയാളം ഉ؇ായിരിׯാം, ഇത് a 
യുെട ആംഗിൾ മാ׵ിറ്റّൂഡിെന ആْശയി׺ിരിുׯം, ഇത് യുെട എبായ് േؚാഴും േപാസിئീവ് b 
മാ׵ിറ്റّൂഡ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ചിصം ആംഗിൾ തീئെയ ആْശയി׺ിരിുׯം . ആംഗിൾ തീئ 
പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഒരു േഡാ؂് േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം, തീئ നും b pi 2 pi 
നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഒരു േഡാ؂് െനഗئീവ് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഒരു േഡാ؂് ഉൽؚؗം b 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നأൾ ഇതിെന കുറി്׺ േനാؗുׯ മ്ئ ചില കാരّ׹ൾ ഒരു െവക് ടറിന്െറ ഒരു 
േഡാ؂് ഉتതിനാൽ ഇത് പൂജّം ഡിْഗി േകാൈസനിന്െറ തവണ കാؓിമാനമبാെത മെئാؗുമാകിب, 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡ് അെ׸بിൽ െവക് ടറിന്െറ കാؓിമാന؋ിന്െറ 
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ചതുരം മാْതമാണ് േഡാ؂് ഉൽؚؗം െവക് ടറിന്െറ കൂെട؋െؗ ര؇ാമെ؋ കാരّം ആേണാ എ്ؗ a d 
േനാׯാം എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് ഒؗുകിൽ യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് 0 ot b a 
ആയിരിׯണം അെ׸بിൽ യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് 0 ആണ്, എؗാൽ ഇവെയ നമു്ׯ നിشാര േകസുകൾ b 
എ്ؗ വിളിׯാം, എؗാൽ 
അ׹െനയെ׸بിൽ, തീئയുെട േകാൈസൻ 0 ന് തുലّമായിരിׯണം. തീئയുെട േകാൈസൻ 0 ആയാൽ 
െവക്ئർ െവക്ئർ ന് ലംബമായിരിׯണം, അതിനാൽ േഡാ؂് ഉൽؚؗം 0 ആെണ׸ിൽ, ര؇് a b 
െവക്ئറുകളും അവയിേലെത׸ിലും 0 അെ׸بിൽ ലംബമായിരിׯണം, ചിലേؚാൾ ഇതും 
ഉപേയാഗിുؗുׯ  െവക് ടറുകൾ പരُ١രം ലംബമാെണ്ؗ െതളിയിുׯക, നി׹ൾ ഇത് 2
െതളിയിׯണെമ׸ിൽ േഡാ؂് ഉൽؚؗം എടുുׯക, നി׹ൾ്ׯ േഡാ؂് ഉൽؚؗം 0 ആയി 
ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ, ന് ലംബമാെണ്ؗ കാണിׯാം , ഞ׹ൾ ചിലേؚാൾ െവക്ئർ എ്ؗ പറയുؗ a b 
ഒരു ْപേതّക പദവും ഉപേയാഗിുؗുׯ. ലംബമായി പറയുؗതിന് പകരം േല്ׯ ഓർേ؋ാഗണൽ a b 
ആണ് , അതിനാൽ ഇത് നأൾ ഇേؚാൾ ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു െടർമിേനാളജി ആണ്, അതിനാൽ ര؇് 
യൂണി്ئ െവക്ئറുകളുെട സ്െകലാർ ഉൽؚؗം േനാׯിയാൽ മൂؗാമേ؋ത് അവയ്ׯിടയിലുت 
േകാണിന്െറ േകാൈസൻ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം കമّൂേئ؂ീവ് ക؇ുകഴി؁ു. ആ 
േഡാ؂് ഉൽؚؗ׹ൾ കൂّأേئ؂ീവ് ആണ് നമു്ׯ മെئാരു േْപാؚർ؂ി ഉ؇്, അത് ഞ׹ൾ പറ؁ വിതരണ 
സ്ٔ؋ ആണ്, അത് നأൾ ബി ؛സ് സി ഉت ഒരു േഡാ؂് േനാׯിയാൽ ْശؑിׯെؚ؂ു, ഇത് െവക് ടറിന് 
തുലّമായിരിുׯം, ബി ؛സ് െവക് ടർ സി െകാ؇് േഡാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം 
യൂണി്ئ െവക്ئറുകളുെട അടിرാന؋ിൽ ഈ േഡാ؂് ഉൽؚؗം എ׹െന കാണെؚടുؗു, അതിനാൽ 
നമു്ׯ കാർ؂ീഷّൻ അു׺ത؇ിലുت യൂണി്ئ െവക്ئറുകൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് ijk 
േനാുׯേآാൾ വّװമായി ഞാൻ േഡാ؂് െചയ് തത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത്  സമാനമായി െകാ؇് 1 j 
േഡാ؂് െചᅃٝ  ആയിരിുׯം. -ഉം ഉം ൽ േഡാ؂് െചയ് തത്  ആയിരിുׯം, പേײ ഞാൻ ൽ േഡാ؂് 1 1 k- k- 1 j-
െചയ് തിരിؗുׯത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ുׯം നും ഇടയിലുت േകാണിന്െറ േകാൈസന് i- j-
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത്  ആയിരിുׯം, ൽ േഡാ؂് െചയ് തത് -ഉം യ് ്ׯ ഉം ആയിരിുׯം0 k- 0 j- k-
0 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് േഡാ؂് ഉൽؚؗെ؋ െപാതുവായ രീതിയിൽ വികസിؚിׯാനും 
എഴുതാനും ഉപേയാഗിׯാം, ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ a 
ഉെ؇׸ിൽ ഇത് എഴുതാം എؗത് ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമാണ് കൂടാെത െവക്ئർ എؗത് a axi ayj azk b 

 ിൽ െകാ؇് bxi byj bzk b׸ഉൽؚؗം എഴുതണെമ േഡാ؂് ׯസ് ന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്؛ സ്؛
ഒരു േഡാ؂് ഇ؂് നأൾ എഴുതും അതിനാൽ ഇവ വിപുലീകരിׯാൻ ഞ׹ൾ വിതരണ നിയമം i t, 
ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ axi ayj azk 
ഞ׹ൾ ഈ നിബؖനകൾ ഓേരാؗും വിപുലീകരിുؗുׯ, ആദّ പദം നമു്ׯ തവണ ഐ േഡാ؂് ax bx 
നൽകുؗു ؛സ് നി׹ൾ്؛ ׯസ് ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇത് i axbyi dot j axbzi dot k 
വിപുലീകരിׯാം, ഈ 9 നിബؖനകളിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ആെക 9 നിബؖനകൾ ഉ؇ാകും, അത് i dot

ഇത് 0 ആയിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ ആയിരിുׯം ഈ ര؇ാമെ؋ േടം ഇത് j i dot k 0 
പൂർ؉മായി വികസിؚിׯാൻ എെؗ അനുവദിേׯ׺ാം ഒؚം ഈ കാരّ׹ൾ തുടരുؗത് േഡാ؂് k i k 
െകാ؇് ഞാൻ 0 േഡാ؂് ആയിരിുׯം 0 ആയിരിുׯം 0 ആയിരിുׯം , ഇവയിൽ ഓേരാؗും k j j dot k i

എؗിവ  ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് dot ij dot j, k dot k 1 axbx, ayby   
 തുലّമാണ്, അതിനാൽ േകാൈസനുകളുെട azbz b ിൽ ഒരു േഡാ؂്؋ളുെട കാരّ׹സ് എؗീ ഘടക؛
ْതിേകാണ നിയമം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ 
എളുؚ؋ിൽ െചإാം നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ ഇവിെട െവക്ئർ ഉെ؇׸ിൽ അവയ്ׯിടയിലുت sh a b 
ആംഗിൾ തീئയാണ്, ഞാൻ ഇേؚാൾ ഇത് േ؛ാ؂് െചᅃٝാൽ ഈ െവക്ئർ െവക്ئർ ൈമനസ് ബി അبാെത a 
മെئാؗുമب, നമു്ׯ ഇതിെന എ്ؗ വിളിׯാം, കാരണം ഞാൻ ഇതിേല്ׯ േചർുׯേآാൾ െവക്ئർ c b 
എനി്ׯ തരുؗ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മൂؗാം വശം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ എ്ؗ വിളിؗുׯ a c 
ഈ െവക്ئർ ഒരു ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ െവക്ئർ എؗത് െവക്ئർ ൈമനസ് എ്ؗ b c a b 
എഴുതാം, ഞാൻ ഇത് പദ׹ളിൽ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ കാؓിമാനം അേؚാൾ യുെട കാؓിമാനം c 
ൈമനസ് യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ െചؗുإത് ഈ ആദّ b 
എ٧്ْعപഷൻ എടുׯാം, നമു്ׯ യുെട ഒരു േഡാ؂് േْപാഡക്്ئ എടുׯാം ഇരുവശു؋ം യുെട േഡാ؂് c c 
േْപാഡക്്ئ തുലّമാണ്. ഒരു ൈമനസ് ബി േഡാ؂് െചയ് ത ഒരു ൈമനസ് ബി േല്ׯ, അത് ൈമനസ് ബി്ׯ 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഈ േഫാമിൽ എഴുതുؗു, ഇവിെടയുتത് ഞ׹ൾ ഇത് 
വിപുലീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ സി ഉപേയാഗി്׺ സി േഡാ؂് ലഭിؗുׯത് ؛സ് ബി േഡാ؂് െചᅃٝതിന് 
തുലّമാണ് ബി ൈമനസ് ര؇് മട്׹ െവക് ടറിെനാؚം ബി േഡാ؂് െചയ് തിരിؗുׯിട്؋ ഞ׹ൾ 
കൂّأേئ؂ീവ്, ഡിസ്ْടിബّൂ؂ീവ് േْപാؚർ؂ികൾ ഉപേയാഗിു׺, അതിനാൽ ഇേؚാൾ എ്ؗ th 
എഴുതുകയാെണ׸ിൽ െകാ؇് േഡാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ, ഇത് ചതുര؋ിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡ് ഒരു c c c 
ചതുര؋ിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ചതുര؋ിന്െറ കാؓിമാനം ബി സ് കٔയർ b 
ൈമനസ് ര؇് മട്׹ മാ׵ിറ്റّൂഡ്, എؗിവയ് ׯിടയിലുت േകാണിന്െറ മട്׹ കാؓിമാനം a, b b 
തീئയും മാ׵ിറ്റّൂഡും ആണ് വശ؋ിന്െറ ഈ നീളമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർc 
ലഭിؗുׯത് ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും ൈമനസ് ര؇് തീئയും തുലّമാണ്, ഇത് ab cosine 
ْതിേകാണ׹ളുെട േകാൈസൻ നിയമമാണ്, കൂടാെത നأൾ മനشിലാؗുׯത് തأിലുت ah 
േകാണിന്െറ േകാൈസൻ ആണ്. െവക് ടറുകൾ , എؗീ െവക് ടറുകൾׯിടയിലുت േകാണിന്െറ a, b 
േകാൈസൻ ആംഗിൾ തീئ ആുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് യുെട കാؓിമാന؋ിന്െറ കാؓിമാനം െകാ؇് b 
ഹരി׺ ബി െകാ؇് േഡാ؂് െചയ് തതായി എഴുതാം, അതിനാൽ ര؇് െവക് ടറുകൾׯിടയിലുت േകാൺ 
കെ؇؋ണെമ׸ിൽ. പിؗീട് നമു്ׯ ര؇് െവക്ئറുകളുെടയും േഡാ؂് േْപാഡക്്ئ എടു്؋ ഇവയുെട 
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മാ׵ിറ്റّൂഡ് െകാ؇് ഹരിׯാം, അത് െവക് ടറുകൾׯിടയിലുت േകാണിന്െറ േകാൈസൻ നമു്ׯ തരും
, പല സാഹചരّ׹ളിലും േഡാ؂് ഉൽؚؗം നി׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ അളവുകളിൽ ഒ്ؗ െചുإം നأൾ 
െമׯാനി٧عിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ, ഒരു ശװി അെ׸بിൽ ഒരു ബിؕുവിൽ ْപവർ؋ിؗുׯ 
ഒരു ശװി മൂലമു؇ാകുؗ ശװിെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ, ഈ അളവുകൾ ശװിയിൽ െചؗുإ 
ْപവർ؋ന׹െളുׯറി്׺ പറയുേآാൾ, ഈ അളവുകൾ ര؇് െവക്ئറുകളുെട േഡാ؂് ഉൽؚؗമبാെത 
മെئാؗുമെ്ؗب നമു്ׯ കാണാം. ഉദാഹരണ؋ിന്, െചؗുإ േജാലിെയ ബലം , ബലം ْപേയാഗിؗുׯ ഒരു 
ബിؕുവിന്െറ رാനചലനം ഉت ബല؋ിന്െറ ഒരു േഡാ؂് ഉൽؚؗമായി നിർവചിുׯം, അതുേപാെല 
തെؗ ശװിെയ ബലം ْപേയാഗി׺ ബിؕുവിന്െറ ശװിയുെടയും േവഗതയുെടയും േഡാ؂് ഉൽؚؗമായി 
നിർവചിുׯം. 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ േഡാ؂് ഉൽؚؗ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯത്, കൂടാെത േഡാ؂് ഉൽؚؗ׹ൾ 
ഉൾെؚടുؗ മ്ئ അളവുകൾ േകാഴ് സിൽ വരും, ഇേؚാൾ നമു്؛ ׯസ് ؛സ് നൽകുؗ ഒരു axi ayj azk 
െവക്ئർ ഉെ؇്ؗ കരുതുക , ഞ׹ൾ ആയി ْപതിനിധീകരിؗുׯ യൂണി്ئ െവക്ئർ കെ؇؋ാൻ e 
ആْഗഹിുؗുׯ. ഇേؚാൾ ഒരു െതാؚി സഹിതം നമു്ׯ അറിയാവുؗ യൂണി്ئ െവക്ئർ ഒരു sub a 
െവക്ئർ നൽകും, അത് ദിശയിൽ കാؓിമാനം 1 ഉتതിനാൽ ഈ യൂണി്ئ െവക്ئർ െവക്ئർ a e sub a a
യുെട മാ׵ിറ്റّൂഡ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െവക്ئറിന് തുലّമായിരിുׯം. െവക്ئർ യുെട അളവ് a wha t 
നأൾ െചؗുإത് നأൾ ക؇ത് േപാെല തെؗ യുെട േഡാ؂് േْപാഡക്്ئ എടുുׯം, അതുവഴി നമു്ׯ a 
ഒരു ചതുര؋ിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡും യുെട േഡാ؂് ഉൽؚؗം നമു്ׯ േകാടാലി ചതുരവും സ്കٔയർ a ay 
 ിറ്റّൂഡ് സ്കٔയർ az a x׵ാം യുെട മാإിൽ െച؋എളുؚ ׯസ് ചതുരവും നൽകും, അതിനാൽ നമു്؛
 ം എ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ ay az aുׯമൂലമായിരി״സ് സ്കٔയർ എؗതിന്െറ വർ؛ സ് സ്കٔയർ؛
സഹിതമുت യൂണി്ئ െവക്ئർ, ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് യുെട വّാلിٝ axi ayj azk a 
െകാ؇് ഹരിׯെؚടും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന വർ״മൂല؋ാൽ ഹരിുؗുׯ. േകാടാലി സ്കٔയർ 
 സ് അസ് സ്കٔയർ؛ സ് എയ് സ്കٔയർ؛
അ׹െന ഒരാൾ്ׯ ഏത് െവക് ടറിനും നൽകാം , െവക് ടറിന്െറ കാؓിമാനം കെ؇؋ാൻ കഴിയും, 
നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, കൂടാെത ഒരു ദിശയിലുت യുെട ഘടകം a eb-
കെ؇؋ണം, അതായത് ചില ദിശ എവിെടയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എؗത് ആ ദിശയിലുت ഒരു eb 
യൂണി്ئ െവക് ടറാണ് അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ്ׯ യ് െׯാؚം യുെട ഘടകം കെ؇؋ണെമ്ؗ പറയാം, a b 
അതിനാൽ ഈ ഘടകം െവക് ടറാണ് നൽകുؗത്, എؗ േഡാ؂് ഉت െവക് ടറാണ് ഇത് നൽകുؗത്, ഇത് eb 
നി׹ൾ്ׯ ആവശّമായ പല ْപശ് ന׹ളിലും ഒؚം യുെട ഘടകം നൽകുؗു. ഒരു ലംബമായ എؗ b t 
ഘടകം കെ؇ؗു؋തിന് അതിനാൽ നമു്ׯ ന് ലംബമായി ഒരു ഘടകം കെ؇േ؋؇ി o eb , eb-
വേؗׯാം, 
അ׹െനെയ׸ിൽ നأൾ ആദّം െചേإ؇ത് െവക്ئർ െകാ؇് േഡാ؂് െചᅃٝ െവക്ئർ എടുുׯം, ഇത് e b 
ഒരു ന്െറ ഘടകെ؋ നമു്ׯ നൽകും, ഇേؚാൾ ഇത് ഒരു സ്െകയിലർ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ eb-
എؓാണ് െചؗുإത് െവക് ئർ ഇബിയ് െׯാؚം െനാؚം േഡാ؂് െചയ് ത ഒരു േഡാ؂് എടുുׯക, ഇതിെന eb-
ഒരു ന്െറ െവക് ئർ ഘടകം എ്ؗ വിളിׯാം , ഇേؚാൾ ന് ലംബമായ ഘടകം കെ؇؋ണെമ׸ിൽ, eb- eb-
െവക് ئർ ൈമനസ് എ-ഇബി ൈടമിൽ േഡാ؂് െചയ് തിരിുؗുׯ െവക്ئർ ഇത് നമു്ׯ ന് a eb eb-
ലംബമായ ഒരു ഘടകം നൽകും, അതിനാൽ ഇത് ചില ْപശ് ന׹ളിൽ ആവശّമായി വേؗׯാം, എؗാൽ 
ഒരു കാരّം നأൾ മനشിലാׯണം, ഒരു ْപേതّക ദിശയിൽ െവക് ടറിന്െറ ഘടകെുׯ؋റി്׺ 
സംസാരിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് എടുؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ ഇത് ലഭിുׯം. െവക് ടറിന്െറ േഡാ؂് 
േْപാഡക് ്ئ യൂണി്ئ െവക് ടറിെനാؚം ആ ദിശയിൽ എടുؗുׯതിലൂെട ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ അേത 
െവക് ടറിന്െറ ഘടകം ര؇ാം ദിശയിൽ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ െവക് ടറിന്െറ േഡാ؂് േْപാഡക് ട ്
ര؇ാമേ؋ത് യൂണി്ئ െവക് ടറിെനാؚം ര؇ാമേ؋ത് ഉപേയാഗി്׺ എനി്ׯ ഇത് െചإാൻ കഴിയും. ദിശ 
ഇേؚാൾ ഈ ര؇് സംയു׹װളുെട ആെകു؋ക ഘടക ദിശകൾ ലംബമെ׸بിൽ ലംബമാെണ׸ിൽ 
മാْതേമ യഥാർ، െവക് ടറിന് തുലّമാകൂ, യഥാർ، െവക് ടറിന്െറ  നും  നും ഇടയിൽ 0 2
എവിെടെയ׸ിലും ആയിരിുׯം യഥാർ، െവക് ئർ വീ؇ും ലഭിׯിب, അതിനാൽ ഇത് ആെക ര؇് a 
ഘടക׹ളും യഥാർ، െവക് ടറിന് തുലّമായിരിؗുׯത് ഘടക׹ൾ പരُ١രം ലംബമാെണ׸ിൽ 
മാْതേമ സംഭവിൂׯ, ഇേؚാൾ ആദّെ؋ തരം ഉൽؚؗം ക؇ േശഷം നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ ഉൽؚؗം 
േനാׯാം അെ׸بിൽ ര؇് െവക്ئറുകളുെട െവക്ئർ ഉൽؚؗം എ്ؗ വിളിؗുׯ ര؇ാമെ؋ ഉൽؚؗം 
േനാׯാം. ഇേؚാൾ ഈ ഉൽؚؗെ؋ േْകാസ് േْപാഡക്്ئ എؗും വിളിുؗുׯ, ഞ׹ൾ സ്െകയിലർ 
ഉൽؚؗ؋ിൽ ക؇ത് േപാെല ര؇് െവക്ئറുകളുെട ഉൽؚؗം ഒരു സ്െകയിലർ ആയിരുؗു, ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് െവക്ئറുകളുെട െവക്ئർ ഉൽؚؗം ഒരു െവക്ئർ അളവാണ്, ഇത് ഒരു 
സ്െകയിലർ അب, കൂടാെത മുൻകൂർ േകാഴ് സുകളിലും നി׹ൾ ഇത് െചുإം ഇത് തികു׺ം നിയْؓിത 
അർ،؋ിൽ ഒരു െവക്ئർ ആെണ്ؗ കാണുക, എؗാൽ ഞ׹ളുെട ആവശّ׹ൾׯായി ഞ׹ൾ ഇത് 
ഇതുേപാെല എടുുׯം , ര؇് െവക്ئറുകളുെട െവക്ئർ ഉൽؚؗം ഒരു െവക്ئർ ആണ്, ഇേؚാൾ ഇത് 
എ׹െന എഴുതാം എ്ؗ കരുതുക ഒേര െവക് ടറുകൾ െവക് ئർ എؗിവയ് ്ׯ മു്آ i h a, b 
ഉ؇ായിരുؗതുേപാെല ര؇് െവക് ടറുകൾ അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ എؗ ചിصം a, b, x 
ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു ഉൽؚؗെ؋ നിർവചിുؗുׯ അെ׸بിൽ ഒരു േْകാസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, b 
അതിെനയാണ് നأൾ ആദّം െവക് ടറായി നിർവചിؗുׯത്. െവക് ടർ എ, െവക് ئർ ബി എؗിവ 
അടؗു׹ െ؛യിന് ഈ െവക് ടറിന്െറ ദിശ സാധാരണമാണ് , അതായത് അതിന്െറ അ്ؚ എ, ബി ര؇് 
െവക് ടറുകൾ എبായ് േؚാഴും ഒരു െ؛യ് െന േْകാസ് ആുׯം എؗത് ഈ വിമാന؋ിന് ലംബമായ ഒരു b 
െവക് ടറാണ്, ഇേؚാൾ ആദّം ഞാൻ പറയെ؂. വّാلിٝെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯക, കാരണം ഈ േനാർമലിന്
തെؗ ര؇് ദിശകളു؇ാകാം , അതിന്െറ ദിശ ഒരു നിമിഷ؋ിനുتിൽ വിശദീകരിׯെؚടും, 

Pru
tor
@
IIT
K



അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് ന്െറ കാؓിമാനം നും ഇടയിലുت േകാണിന്െറ തവണ ൈസനിന്െറ ഒരു b a b 
തവണ കാؓിമാന؋ിനും തുലّമായിരിുׯം. അതിനാൽ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت േകാണിെന b a b 
നأൾ തീئ എ്ؗ വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒരു േْകാസിന്െറ കാؓിമാനം ൈടംസ് ൈസൻ തീئയുെട b 
ഒരു മട്׹ കാؓിമാന؋ിന് തുലّമായിരിുׯം , ഞാൻ ഇതിെന െവക്ئർ എ്ؗ വിളിׯെ؂, അതിനാൽ c 
നമു്ׯ എ്ؓ പറയാൻ കഴിയും െവക്ئർ എؗത് ൈടംസ് സഹിതം ഒരു യൂണി്ئ െവക്ئർ ആയി c c ma 
എഴുതാം ബി ൈടം സിൻ തീئയുെട ഒരു മട്׹ കാഠിനّം നമു്ׯ ഇസി തരുؗ സിയുെട ദിശ എؓാെണ്ؗ 
വിശദീകരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ സിയുെട ദിശ നിർ؉യിؗുׯത് വലത് ൈക െْതഡ് റൂൾ ആണ്, ഇത്
ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ ഒരു നിحിത കൺെവൻഷനാണ്. നമു്ׯ െവക്ئർ ഉ؇്, നമു്ׯ െവക്ئർ a b 
ഉ؇്, അതിനാൽ െവക്ئർ െയ േല്ׯ തിരിയുؗത് അവയ്ׯിടയിലുت ഏئവും െചറിയ േകാണിൽ a- b- 
ഒരിׯൽ കൂടി നأൾ േനാുׯം, യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت േകാണിന്െറ െചറുത് ഞ׹ൾ േനാുׯം, a b-
മ്ئ േകാണുകൾ എبായ്േؚാഴും ഒരു റിെ٧ع؜ായിരിുׯം ആംഗിൾ ഞ׹ൾ യ്ുׯം യ്ുׯം a b 
ഇടയിലുت ഏئവും െചറിയ േകാണിൽ േനാുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ േല്ׯ തിരിയുؗു. ഒരു വലത് b 
ൈക െْതഡ് പിؗീട് സ്ْകൂ നീؗു׹ ദിശ നമു്ׯ ഒരു േْകാസ് യുെട ദിശ നൽകും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ b 
ചലിؗുׯത് േല്ׯ തിരിുׯക, ഒരു വലത് ൈക സ്ْകൂ ഏത് ദിശയിേല്ׯ ചലിുׯം, അത് ഒരു േْകാസ് a 

യുെട ദിശ നൽകുؗു അെ׸بിൽ സി ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാൻ കഴിയുؗ ഒരു വഴി കൂടിയു؇് b 
ഇതിെനയാണ് ഞ׹ൾ വലതു ൈക തتവിരലിന്െറ നിയമം എ്ؗ വിളിؗുׯത്, എبാവർുׯം കാണാൻ
എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചؗുإത് ര؇് െവക് ടറുകൾ رാപിുׯക എؗതാണ് ഇത് െവക് ئർ, 
ഇത് െവക് ടറാണ് ഞ׹ൾ ര؇് െവക് ടറുകൾ മാئി വാലുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ ْശؑിുׯക ഞ׹ൾ 
ഇത് െചുإേآാൾ വലതു ൈകെകാ؇് ഈ വّായാമം െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ 
വലംൈകയാെണ׸ിൽ ഇത് െചؗുإ നി׹ളിൽ ഭൂരിഭാഗവും ഈ വّായാമം െചുإേآാൾ നി׹ളുെട 
േപന ഉേപײിുׯകയാെണ׸ിൽ, നി׹ളുെട േപന ഏئവും കൂടുതൽ പിടിുׯകയാെണ׸ിൽ 
നി׹ളായിരിുׯം നി׹ളുെട ഇടത് ൈകെകാ؇് ഇത് െചؗുإത് നി׹ൾ്ׯ െതئായ ഫലം നൽകും, 
അതിനാൽ ഈ വّായാമം നി׹ളുെട വലതു ൈകെകാ؇് െചإണം, നി׹ൾ വലതു ൈക എടുׯണം, 
നി׹ൾ െചؗുإത് നി׹ളുെട വലതു ൈകയുെട വിരലുകൾ ദിശയിേല്ׯ ചുരു؂ുക എؗതാണ്. െചറിയ 
േകാണിലൂെട േല്ׯ, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗിവ ഇതുേപാെലയാണ്, ഞ׹ൾ b a, b 
വലതു ൈക മുതൽ വെരയുت ദിശയിേല്ׯ തിരിുؗുׯ, തتവിരലിന്െറ ദിശ എനി്ׯ ഒരു a b 
േْകാസിന്െറ ദിശ നൽകുؗു അതിനാൽ ഇവിെട b ah 
അ׹െന ഞ׹ൾ ര؇ും رാപിുؗുׯ വാലുت െവക് ടറുകൾ ഒരുമി്׺ വലത് ഹാന്െറ വിരലുകൾ 
ചുരു؂ുക മുതൽ വെരയുت ദിശയിൽ ഞ׹ൾ a b d , 
അ׹െന െചുإേآാൾ തتവിരലിന്െറ ദിശ ഒരു േْകാസ് േല്ׯ ചൂ؇ുؗു , അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു b 
േْകാസ് െചുإകയാേണാ എ്ؗ നി׹ൾ ഇേؚാൾ ْശؑിുׯം, അതായത് ഞാൻ യിൽ നി്ؗ േല്ׯ b a b 
തിരിയുകയാെണ്ؗ അർ،മാؗുׯത് എന്െറ തتവിരൽ ഉتിേലേׯാ താേഴേׯാ 
ചൂ؇ിׯാണിുؗുׯ നി׹ൾ ഇേؚാൾ കാണുؗത് േപാെല, ഞാൻ േْകാസ് െചുإകയാെണ׸ിൽ b a 
അതിനർ،ം ഞാൻ എന്െറ വിരലുകൾ േല്ׯ വയ്ുؗുׯ, അവെയ എؗതിേല്ׯ തിരിുׯക, b a 
തتവിരൽ മുകളിേല്ׯ ചൂ؇ുؗത് നി׹ൾ ْശؑിുׯം, അതിനാൽ േْകാസ് ഒരു കുരിശ് b a, b 
എؗിവ വിപരീത ദിശകളിേല്ׯ ചൂ؇ുؗു ബി േْകാസ് യുെട വിപരീത ദിശയിലുت a cross b a 
േപായിന്റുകൾ അതായത് ഒരു േْകാസ് എؗത് േْകാസ് യുെട ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ b b a 
വّװമായി പറയാൻ കഴിയും , കൂടാെത ഈ ഉൽؚؗം കൂّأേئ؂ീവ് അെുؗبം ഇത് നേأാട് പറയുؗു 
േഡാ؂് ഉൽؚؗം കൂّأേئ؂ീവ് ആയിരുؗു, എؗാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋ കാരّമب ഈ ഉൽؚؗെുׯ؋റി്׺ 
നأൾ നിരീײിؗുׯത്, നأൾ ഒരു േْകാസ് ബി ؛സ് സി േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഡിസ്ْടിബّൂ 
ഡിസ്ْടിബّൂ؂ീവ് േْപാؚർ؂ി ഇേؚാഴും ْപവർ؋ിുؗുׯ, ഇത് ഒരു േْകാസ് ബി ؛സ് എ േْകാസ് സി്ׯ 
തുലّമാണ്, പിെؗ നأൾ ഒരു േْകാസിൽ േനാׯിയാൽ ഇത് യുെട വّാلി്ٝׯ തുലّമായിരിുׯം. a a 
ന്െറ കാؓിമാനം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ന്െറ ഇടയിലുت േകാണിന്െറ െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ a an sine d

ഇേؚാൾ ഈ േകാണിന്െറ ഒേര െവക്ئർ ൈസൻ ആയതിനാൽ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലുت േകാൺ a a a
പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഒരു േْകാസ് എേؚാഴും പൂജّമായിരിുׯം , മാْതമب നമു്ׯ ര؇് a 
സമാؓര െവക് ടറുകൾ എؗിവ ഉെ؇׸ിൽ ഇതും a, b 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ. ഒരു െവക്ئർ ഉം മെئാരു െവക്ئർ ഉം ഉ؇്, അത് ന് സമാؓരമാണ്, ഈ a b a 
സാഹചരّ؋ിൽ ഒരു േْകാസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണും, കാരണം ഈ ര؇് b 
െവക് ടറുകൾׯിടയിലുت േകാൺ പൂജّമാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ വരയ്ؗുׯ കാർ؂ീഷّൻ അײമാണ് i 
കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഉപേയാഗി׺ത് നി׹ൾുׯ കാണിു׺തؗു മുതൽ വെര x y 
മൂؗാമെ؋ അു׺ത؇് അײം തتവിരലിന്െറ ദിശയിേല്ׯ ചൂ؇ിׯാണിുؗുׯ, അതിനാൽ z 
കാർ؂ീഷّൻ അײം നأൾ വരയ്ുׯേآാൾ യിൽ വരയ്ുׯേآാൾ ഞ׹ൾ എبായ്േؚാഴും അവെയ 3d 
വലംൈകയായി വരയ്ുׯക എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇതിന്െറ അനؓരഫലം നി׹ൾ കാണും. നأൾ ഇേؚാൾ
യൂണി്ئ െവക്ئറുകൾ എ്ؗ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ വّװമായി േْകാസ് എؗിവ ijk ij j, k c 
േْകാസ് െചുؗുإ ഇവെയبാം പൂജّമായിരിുׯം, എؗാൽ േْകാസ് ദിശയ് ׯിടയിലുت ross k 
ഉൽؚؗ׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അതായത് േല്ׯ േനാുؗുׯ, ഇത് ന് i cross j k 
തുലّമായിരിുׯം, തുടർ്ؗ ഞാൻ േല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് കാണിׯാൻ j cross k i 
േനാുׯക ഇത് ഞാൻ ൽ നി്ؗ േപായിന്റിേല്ׯ ന്െറ ദിശയിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഞാൻ x- y z 
വിരലുകൾ ചുരു؂ുകയാെണ׸ിൽ ദിശയിൽ നി്ؗ ദിശയിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ y z 
മുകളിേല്ׯ ചൂ؇ുؗു, അതാണ് ദിശ, ഞാൻ ൽ നി്ؗ േല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ ؛സ് യുെട x z- xi- y 
ദിശയിേല്ׯ ചൂ؇ിׯാണി׺ാൽ നമു്ׯ േْകാസ് എؗത് േْകാസ് തുലّം ആണ്, നി׹ൾ j k i, k i j 
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ഇവ നിരീײി׺ാൽ ഒരു ചാْകികമാുׯക, ഒരു ْകമ؋ിൽ െവ׺ാൽ എؗത് തുലّമാണ് ijk i cross j k
അതായത് നأൾ ഈ ഒരു ചാْകിക j cross k is equal to i, k cross i is equal to j ij k 

ْകമ؋ിൽ പിؓുടരുകയാെണ׸ിൽ , മൂؗാമെ؋ കാരّം േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം, പേײ നأൾ nt 
ചാْകികമായി േപായാൽ നأൾ വിപരീതമാുؗുׯ ദിശകളും വّװമായും ഐ േْകാസ് ന്െറ ൈമനസ് j 
ൈമനസ് െക്ׯ തുലّമാണ്, ൈമനസ് ഐ േْകാസ് എؗത് േْകാസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ j j 

േْകാസ് ആണ് ൈമനസ് കി േْകാസിന് തുലّം എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് , േْകാസ് j i s k j k j 
എؗത് ൈമനസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് െചുإേآാൾ അതിനർ،ം ഞ׹ൾ 
ആന്റിൈസױിക് െചുإകയാണ്, അതിനാൽ ഇത് അവെര ഓർأിؗുׯതിനുت ഒരു മാർഗമാണ്, 
നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഇതുേപാെല ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ചാْകിക ْകമം േനാׯാം 
േപാസിئീവ്, ആന്റിൈസױിക്, അതായത് നأൾ വിപരീത അർ،؋ിൽ േപാകുؗത് ആന്റിൈസױിക്
ْകമം െനഗئീവ് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ കാർ؂ീഷّൻ േകാർഡിേനുئകളുെട അടിرാന؋ിൽ 
ْപകടിؚിؗുׯ ര؇് െവക്ئറുകൾ ഉേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ പൂർ؉ വികാസവും a, b 
കെ؇ؗു؋തിന് വികസിؚി׺ നിയമ׹ളും ഉപേയാഗിׯാം. ഈ െവക്ئറുകളുെട േْകാസ് െْപാഡക്്ئ 
ആയതിനാൽ നമു്؛ ׯസ് ؛സ് േْകാസ് െചയ ്ത് ؛സ് ؛സ് എ്ؗ എഴുതാം, ax i ayj azk bxi byj bzk 
ഇത് പിؗീട് വികസിؚിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് തവണ aybz azbyi azbx axbz j 
ം ൈടംസ് ഇവ േْകാസ് ആണ് 0 axby minus aybx k, i i i cross j isുׯസ് എؗതിന് തുലّമായിരി؛

എؗി׹െനയുت നിയമ׹ൾ പാലിുؗുׯ, ഇത് നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ മെئാരു മാർ״ം ഡിئർമിനന്റ് k 
എؗ ആശയ؋ിലൂെടയാണ്, നി׹ളുെട ഗണിത േകാٌ٧ു കളിൽ നി׹ൾ ക؇ി؂ുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ we x 
ഒരു േْകാസ് എഴുതാം ഇത് േْകാസ് േْപാഡക് ئിൽ ആദّേ؋താണ്, ര؇ാമേ؋ത് b nant of ijk axayaz 
ഞ׹ൾ മൂؗാം നിര ആയി എഴുതുؗു, ഡിئർമിനന്റുകൾ എ׹െന വികസിؚിׯാെമ്ؗ bxbybz 
നി׹ൾׯറിയാെമ׸ിൽ, ആദّ േടം അത് ഐ ൈടംസ് ൈമനസ് ൈബ ൈടംസ് ൈബ ആവുെമ്ؗ aybz 
കാണിׯാം. അതിനാൽ, ഇത് ഇേؚാൾ വിശദീകരിׯാം , േْകാസ് യുെട കാؓിമാനം b 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ആദّേ؋ത് േْകാസ് േْപാഡക്ئിന്െറ ചില ْപേയാഗ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ര؇് െവക്ئറുകൾ എؗിവയു؇്, കൂടാെത െകാ؇് രൂപെؚടുؗ സമാؓരചലനം a, b a 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ. േْകാസ് അേؚാൾ ഒരു േْകാസ് യുെട കാؓിമാനം യ്ുׯം യ്ുׯം b b a b 
ഇടയിലുت േകാണിന്െറ മട്׹ ൈസനിന്െറ കാؓിമാനം െകാ؇ാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, ഇേؚാൾ b 
നി׹ൾ ഈ സമാؓരചലനം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് വّװമാണ് . ഒരു േْകാസ് യുെട കാؓിമാനം, b 

എؗീ വശ׹ളുെട െവക് ടറുകളാൽ രൂപം െകാؗുت സമാؓരചലന؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം നമു്ׯ a, b 
നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇത് വശ׹ളുت സമാؓരചലന؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമാണ് . സി a, b 
എؗതിനർ،ം നأൾ ഇത് ഒരു ആെണ׸ിൽ ഇതാണ് ബി ഇത് ആണ് , അതായത് നأൾ ഈ c 
സമാؓരേരഖ പൂർ؋ിയാുؗുׯ, ഉപേയാഗി്׺ ഇത് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, വശ׹ളുت സമാؓര c ab, c 
ൈപؚئായ ഈ ചിْതം ഞ׹ൾ േനാുؗുׯ, അതിനാൽ സമാؓര ൈപؚئിന്െറ അളവ് ഞ׹ൾ ഇതിെന v
എؗും എؗും വിളിؗുׯത് േപാെലയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്. െകാ؇് േഡാ؂് െചᅃٝിരിؗുׯ ഒരു v c 
േْകാസ് ബി്ׯ തുലّമാണ് , ഇവ സമാؓര ൈപؚئിന്െറ മൂ്ؗ വശ׹ളായതിനാൽ നأൾ ഒരു ചാْകിക 
ْകമ؋ിൽ നീു׹കയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒേര കാരّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇതും ഒരു േْകാസ് ബി 
േഡാ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇതിന് തുലّമായിരിുׯം േْകാസ് േഡാ؂് െചᅃٝിരിുؗുׯ, ഇത് b c c
േْകാസ് ബി െകാ؇് േഡാ؂് െചᅃٝതിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു സമാؓര ൈപؚئിന്െറ 
അളവ് കെ؇؋ാൻ േഡാ؂് ഉൽؚؗവും േകാസ് െْപാഡക്്ئ േْകാസ് ഉൽؚؗവും ഉപേയാഗിׯാം, തുടർ്ؗ
െമׯാനി٧عിൽ േടാർ്ׯ എؗ ആശയം നമു്ׯ കാണാനാകും. ഒരു ബിؕുവിെന ചുئിؚئിയുت ഒരു 
ബല؋ിന്െറ ചലനം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ബിؕു ഉെ؇ؗും ഒരു ബലം ْപവർ؋ിുؗുׯെവؗും o f 
കരുതുക, അവിെട നأൾ െചؗുإത് യിൽ നി്ؗ ഒരു െവക്ئർ വര׺ാൽ നأൾ ഒരു െവക്ئർ യിൽ o o 
നി്ؗ േഫാഴ് സിന്െറ ْപവർ؋നേരഖയിേല്ׯ വര്׺ അനുവദിുׯക. ഞാൻ ഈ െവക് ടറിെന എ്ؗ f r 
വിളിുؗുׯ, തുടർ്ؗ എഫ് േഫാഴ് സിന്െറ നിമിഷം ഞ׹ൾ നിർവചിുؗുׯ . എؗിവയുെട r, f uct 
ചിലേؚാൾ ഞ׹ൾ അതിെന േടാർ്ׯ എؗും വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ശװിയുെട നിമിഷം നമു്ׯ 
േടാർ്ׯ നൽകും, േْകാസ് ഉൽؚؗം അവിെട ഉപേയാഗിുׯം, തുടർ്ؗ നأൾ സംസാരിുׯേآാൾ േْകാസ്
ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഉപേയാഗവും കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ. ഒരു കാؓിക മ؈ല؋ിൽ bv 
ْപേവഗ؋ിെനാؚം ചലിؗുׯ ഒരു േപായിന്റ ്ചാർജിെനുׯറി്׺ നأൾ സംസാരിുׯേآാൾ ഒരു 
േപായിന്റ് ചാർ؂് അേؚാൾ ഈ ചാർജിെല ബലം േْകാസ് യുെട ദിശയിലാണ്, അതിനാൽ ഇത് b v b 
വീ؇ും കാണിׯാൻ േْകാസ് ഉൽؚؗം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അേؚാൾ നأൾ ര؇് െവക് ടറുകൾ പരُ١രം 
സമാؓരമാെണ്ؗ കാണിׯണെമ׸ിൽ , േْകാസ് േْപാഡക്്ئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണി׺ാൽ 
നമു്ׯ എടുׯാം , ര؇് െവക്ئറുകളും പരُ١രം സമാؓരമായിരിുׯം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ചിലത് 
ഉൾെؚടുؗ ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം എടുׯാം. ഈ െവക്ئർ ْപവർ؋ന׹ളിൽ നമു്ׯ ഒരു െവക്ئർ b 
എؗത് ؛സ് ْതീ ന് തുലّമാണ്, ഒരു െവക്ئർ എؗത് ര؇് ؛സ് യ്്ׯ തുലّമാണ് എ്ؗ xi j c i yj 
കരുതുക ؛സ് ആറ് എؗതിന് തുലّമാണ് , ഈ മൂലّ׹ൾׯായി കാണിുׯക എ്ؗ ര؇ാം phi phi j 
ഭാഗം പറയുؗു ന്െറയും െവക് ടറിന്െറയും െവക് ടറിന് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ ആദّ x y b 
ഭാഗ؋ിൽ നأൾ െചേإ؇ത് നമു്ׯ ഒരു െവക് ئർ നൽകുകയും ഒരു െവക് ئർ നൽകുകയും d b 
െചുؗുإ. ന് ലംബമാണ്, അതിനാൽ ഒരു െവക്ئർ എؗത് േല്ׯ ലംബമാണ്, ഇത് ഇേؚാൾ d b d d 
എؗത് 5 ؛സ് 6 ആണ്, െവക്ئർ എؗത് ؛സ് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ന് phi j b xi j b d 
ലംബമായതിനാൽ ഇത് േഡാ؂് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ പൂജّ؋ിേല്ׯ, അതിനാൽ ഇത് b d 
നമു്ׯ അ؛ ؀്സ് പതിെന؂് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് പതിെന؂ിെന അ؀് x x 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമായിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ എؗത് ്ׯ ലംബമായതിനാൽ c d- c 
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പൂജّമായിരിׯണം, കാരണം എؗത് പൂജّമായിരിׯണം. c plus yj 
അ׹െന നأൾ െചുإേآാൾ അത് എനി്؛ 2 ׯസ് 5 നൽകും, c dot d c dot d i phi 
അ׹െന അത് നമു്10 ׯ തരും, നأൾ ؛സ് 6 എടുുׯേآാൾ 10 ؛സ് 6 എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് y y 
അതിനാൽ ആണ് ൈമനസ് 10 ൈബ 6 ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ഇത് ൈമനസ് 5 ൈബ ْതീ്ׯ y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ മൂലّ׹ൾ്ׯ െവക്ئർ ബി ൈമനസ് പതിെന؂് 
ൈബ ൈഫവ് ൈഫ ؛സ് ْതീ െജ, െവക്ئർ സി എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്. ബിയും സിയും 
സമാؓരമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ഇേؚാൾ ര؇് ൈമനസ് അ؀് ൈബ ْതീ െജയ്്ׯ തുലّമാണ് , i 
അതിനാൽ ബി ഭാഗ؋ിന് ബി കാണിؗുׯത് സി്ׯ സമാؓരമാണ്, േْകാസ് േْപാഡക്്ئ നؗായി 
എടുുׯക എ്ؗ ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, അത് െചؗുإതിന് നിരവധി മാർഗ׹ളു؇്. േْകാസ് േْപാഡക് ്ئ 
അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം അത് േനാׯാം , അതിനാൽ നأൾ ബി േْകാസ് സി എടുുׯം, 
അ׹െന അത് ഈ ഡിئർമിനന്റ് ൈമനസ് പതിെന؂് അ؀് മൂ്ؗ പൂജّം ര؇് ൈമനസ് അ؀് മൂ്ؗ ijk 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം , ഇത് നമു്ׯ മട്׹ ൈമനസ് പതിെന؂് അ؀് െകാ؇് ൈമനസ് അ؀് k 
െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂؗിെന ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇത് നമു്ׯ അടിرാനപരമായി 
പൂജّം ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പൂജّം ബിയും സിയും സമാؓരമായതിനാൽ ഇത് k 
െചؗുإതിനുت മെئാരു മാർ״ം നമു്ׯ യൂണി്ئ െവക്ئറിെന ബി ഉപേയാഗി്׺ എഴുതാം. അവ ഒؗുകിൽ
സമാؓരേമാ സമാؓരേമാ ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒേര കാരّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ യുെട b 
കാؓിമാനം െകാ؇് യുെട കാؓിമാനം െകാ؇് ഹരിׯാം, നമു്ׯ ഒേര യൂണി്ئ െവക്ئറുകൾ b, c 
അെ׸بിൽ പരُ١രം െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ നമുുׯം െചإാം. എؗത് ന് സമാؓരമാെണ്ؗ b c 
കാണിുׯക, അതിനാൽ അത് മെئാരു വഴിയാണ് നമു്ׯ ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം എടുׯാം, നമു്ׯ ഒരു 
െവക്ئർ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അത് ؛സ് 10 ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഒരു െവക്ئർ a phi phi j b 
യുെട ഘടകം കെ؇ു؋ക, അവിെട മൂ്ؗ ؛സ് നാല് നും ര؇ാം ഭാഗ؋ിനും തുലّമാണ്. b i j 
െവക് ടറിന് ലംബമായി ഒരു ഘടകം കെ؇ു؋ക എؗാണ് ഞ׹ൾ പറയുؗത്, അതിനാൽ ഇവിെട ബി 
യുെട ഒരു ഘടകം കെ؇േ؋؇തിനാൽ ഭാഗികമായി ഒരു ആദّ കെ؇؋ൽ ഞാൻ ഈ ആദّ 
കെ؇؋ൽ വിശദീകരിുׯം, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ െവക് ടറിെന ഉപേയാഗി്׺ േഡാ؂് െചയ് െതടുുׯം. eb eb 
ഞ׹ൾ േനരെ؋ വിശദീകരിു׺, ആഹ്, ഇത് യുെട ഘടകമായിരിുׯം, ര؇ാം ഭാഗം കെ؇ؗു؋തിന്b 
ഞ׹ൾ െവക്ئർ ഒരു ൈമനസ് എബിയിൽ േഡാ؂് െചᅃٝ െവക്ئർ എടുുׯം, ഒؚം ബി യൂണി്ئ 
െവക്ئറിെനാؚം ഇത് ലംബമായ ഒരു ഘടകമായിരിുׯം അതിനാൽ ഒരാൾ്ׯ ഇത് എ׹െന b 
ْപവർ؋ിׯാം, ഇവ ലളിതമായ സംഖّകളാണ്, കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ ഈ ഉ؋ര׹ൾ ْപവർ؋ിؚിׯാം , 
ആ െവക്ئറുകളുെട ഒരു േഡാ؂് ഉൽؚؗം എടു؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ ര؇് െവക്ئറുകളുെട 
ഉ؋ര׹ൾ പരിേശാധിׯണെമ׸ിൽ ഒരു കാരّം കൂടി. അവ പരُ١രം ലംബമായതിനാൽ അവെയ 0 
ആുׯക കിനിമാئി٧عിൽ നി്ؗ അൽؚം വഴിമാറി, കാരണം ഞ׹ൾ അടുױ ؋ാസിൽ 
െവക്ئറുകളിേല്ׯ േനാׯാൻ തുട׹ി, ഞ׹ൾ ؛ാനർ േമാഷൻ േനാുׯം, ഞ׹ൾ ഒരു വിമാന؋ിെല 
ചലനം േനാുׯം, േവഗതയ്ുׯം തٔരിത؋ിനും േവ؇ിയുت എ٧്ْعപഷനുകൾ ഞ׹ൾ േനടും, തുടർ്ؗ 
 ം. തٔരണംുׯായി േകസ് േനാׯിരതയ്ر
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