
ๅಕౣ ฑ ౽෴ბಚರൕಗಳ ಀคൡ ನಮ౱  ಚ೎ბಯඝ౬  කโ ಆචಯ ತರಗൟಯย౵  ෨ಂൿವค๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  
ಅದರ ౽ഔბ๭ಯඨ ಘಟಕಗಳ ೯൤ಡ ຂಡ ಪคಹคಸಬ๾ൿ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ඣೕലං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಅౘದ x j 
ಉದ౪ ౙಁ  ಘಟಕ ๅಕౣ ฑ ಆಜದ౪  ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಗัಡ ജೕඪ෽ಂൽಡ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ๸಄ತಗะಜ ಬಳ๭ං౪ ೕๅ. ಅౘದ ij k y 
ಉದ౪ ౙಁ  ಇฆವ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ಎಂ්ൿ ಅౘದ ಉದ౪ ౙಁ  ಇฆವ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  කโ ൧ೕค๭ൿ౪  k z 
ಏචಂದฉ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಆ౾౺  ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಎಂൿ ຂಡ ಬฉಯಬ๾ൿ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಎರಡඡ ๅಕౣ ฑ ෈ a ayj azk 
ຄಂൽದ౪ ฉ ඦತರ ๅಕౣ ฑ ෈ ಅඝ౬  ಸಹ ಪคಹคಸಬ๾ൿ ಈ ಘಟಕಗಳඝ౬  
ಆದ౪ คಂದ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಪ౵ ๺ ා೬ ಪ౵ ๺ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ౽ഔბ๭ಯඨ ಅౘದ ൽಀౙ ಗಳ ಉದ౪ ౙಁ  b bxi bzk 
ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ಪคಹค๯ವ ಪ౳ ෽ೕಜನๅಂದฉ කโ ಈ ൽಀౙ ಗಳย౵  ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಪคಹค๭ದ ඦತರ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ๳ಪბഷಯඝ౬
කโ ವ౲ ಕ౨ ಪല๭ದ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ಬಹಳ ๯ಲಭ฿ಜ ෥ಡಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಈ คೕൟ ಮൡ౨  කโ ಅโಗಳ a b 
෮ತ౨ ವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪ౵ ๺ ಅඝ౬  ๾ഴಕฤ ಬಯ๭ದฉ ಅโ ๯ಲಭ฿ಜರಬ๾ർದฉ ಅದඝ౬  ඡರ฿ಜ ಪ౵ ๺ ෇ค b bx i 
ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ෩ಲಕ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ෇ค ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ಇโಗಳඝ౬  ಁಡ ๳คಸ෎౽ದฉ ay j az bz k 
ಸರಳ฿ಜං ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ๲ౙ ೕมฑ ඛಂದ ಞ൐๭ದฉ ಅಥ฿ ๲ౙ ೕมฑ ඛಂದ ಏකದง ಕึಯมಞತ౨ ං ඦತರ කโ ಇඃ e 
คೕൟ ಅඝಸคಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಉർಹರൕಡ 2 ෇ค ෭ನ๺ ෩ฆ ෇ค කโ ಈ ෮ತ౨ ವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ದฉ ಇൿ ಎರഴ ෇ค b ax i
೯൤ಡ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ෩ฆ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෇ค ೯൤ಡ ೯൤ಡ ayj azk bxi byj bzk 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಎರഴ ಆಡย ෭ನ๺ 3 ෇ค ೯൤ಡ 2 ෭ನ๺ 3 ෇ค ೯൤ಡ 2 ෭ನ๺ ෩ฆ ෇คbx i ay j az bz 

ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං k 
ಆದ౪ คಂದ ಆຉ 
ಆದ౪ คಂದ ౽ഔბ๭ಯඨ ಅౘದ ಉದ౪ ౙಁ  ಘಟಕಗಳ ಉದ౪ ౙಁ  ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಪคಹค๯โൿ ನಮಡ ಸ๻ಯ ෥ಡಬ๾ൿ 
෨ಂൽನ ಃಲโ ౽෴ბಚರൕಗಳඝ౬  ಸರಳತั๯ವย౵  කโ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ಸಹ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ කโ ๅಕౣ ฑ ಗಳ 
๳ಪბഷಯඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ කโ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ವ౲ ವಕಲನವඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ๲ౙ ೕมฑ ಅඝ౬  ๅಕౣ ฑ ಡ ಞ൐๭ർಗ කโ 
ಅದඝ౬  ຂಡ ಎൿค๯൤౨ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ඣೕലං౪ ೕๅ. ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳ ಀคൡ ಈಗ කโ ඣೕഴโൿ ಎರഴ 
ๅಕౣ ฑ ಗಳ ෮ತ౨ โ ๅಕౣ ฑ ಆಜං ಆದฉ කโ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ಒಂඃ เಷಯವඝ౬  ຂಳฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ಮൡ౨  ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಈ 
ງತದย౵  කโ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ ಎರഴ ෥ಗბಗัๅ ಎಂൿ ຂಳಬ๾ൿ ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕഴൟ౨ ೕค. ๅಕౣ ฑ ಗಳ 
ಅಂದฉ කโ ಎರಡඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ เ෗ನ౬  คೕൟಯ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ಈಗ කโ ಎರഴ เ෗ನ౬  คೕൟಯ ๅಕౣ ฑ ಗಳ 
ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  කโ ඣೕഴโൿ ಏචಂದฉ, ಈ ಎರവ ಉತ౭ ನ౬ ಗำ ಞ൏౽ರದ เತರ൏ 
ඛಯಮವඝ౬  තซ๯ತ౨ ๅ , ಅൿ ಮൡ౨  ಪ౵ ๺ ๭ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං a b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪ౵ ๺ ඛಂದ ಞ൐๯൤౨ ೕๅ. ಇൿ ಮൡ౨  ೯൤ಡ ಮൡ౨  ನ ಉತ౭ ನ౬ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  b c a b a c 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ คೕൟಯ ಉತ౭ ನ౬ ದ ෮ದಲ เಧದ ๅಕౣ ฑ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ ಅವ౽ಶ ෥ലಆഴತ౨ ං, ಅൿ 
කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ๲ౙ ೕมฑ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಅಥ฿ කโ ಇದ౽ౙ ಜ ಒಂൿ ೉ກ౬ ಯ റഡ 
ಅඝ౬  ಬಳ๯โದคಂದ ಇದඝ౬  റഡ ඩ౳ ಡಋౣ  ಎಂ඀ ಕฉ෷൞౨ ฉ ಈಗ කโ ಇದඝ౬  ຂಡ ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಎಂಬ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  a b 
෇ಲಗูಂൽಡ ಒഔౣ ಡ ಇค๭ർಗ ಅದರ ನഴเನ ಆೕನವඝ౬  ຂูೕಣ ಅโ ൮ೕഓ ಮൡ౨  ಈ ಆೕನโ ಎರഴ ಆೕನಗಳย౵  
೉ಕౙ ർಜං ಏಃಂದฉ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನโ ෴ฃದง ಮൡ౨  ನഴๅ งඬತಂಡ ಪ౳ ൟಫยತ ಆೕನವඝ౬  a b a b 
ඣೕಡಬ๾ൿ ಆದฉ කโ ಆೕನದ ೉ಕౙ ದඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಆೕನ ൮ೕഓ ಆಜฆತ౨ ං 0 ಮൡ౨  180 ല ನഴๅ ಜ౳ ೕ๺ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ಇದඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ෈ ಯ ๲ౙ ೕมฑ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಇದคಂದ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං a 
෩ฆ ಪ౳ ෥ಣಗಳඝ౬  ಞ൐๯ವ ෩ಲಕ ඛೕಡมಞತ౨ ං ෮ದಲචಯൿ ๅಕౣ ฑ ಪค෥ಣโ ಎರಡචಯൿ ๅಕౣ ฑ ෈ a 
ಮൡ౨  ෩ರචಯൿ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ಆೕ๴ඨ ൮ೕഓದ ಆ๴ඨ ಮൡ౨  a b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಬฉ෷โದඝ౬  කโ ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ๰೉๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗัฆವ റഡ ಅඝ౬  කโ a b 
ಬಳ๯൤౨ ೕๅ ಇൿ ഛෳ౺  ಆ๴ඨ ನ ಪ౳ ෥ಣಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ൮ೕഓದ ൮ೕഓದย౵  කඝ ಎ ಮൡ౨  ෈ ನഴเನ b 
ಆೕನವඝ౬  เವค๭ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಉತ౭ ನ౬ โ ๲ౙ ೕมฑ ಆಜฆโದคಂದ ಈ ಉತ౭ ನ౬ โ ๲ౙ ೕมฑ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ ෴฿ಗล ๲ౙ ೕมฑ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಃಲโ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ಆ๭౨  ๲ౙ ೕมฑ ಉತ౭ ನ౬ โ ಪคವತბಕ฿ಜං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಇದರ ಅಥბๆචಂದฉ ෽ಂൽಡ b 
ೋಃౙ ಗำ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇದರ ಉತ౭ ನ౬ ದ ฿౲ ಌ౲ ನൽಂದ ಇൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං ಏಃಂದฉ ෽ಂൽಡ ೋಃౙ ಗำ b b 
ಇൿ ನ ಪค෥ಣಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෈ ෇คಯ ಪ౳ ෥ಣโ ಆ๴ඨ ൮ೕഓ ಆඨ ಇൿ ಮ൧౨ ෫౱  ಒಂൿ ෇ค a d 
ಆ๴ඨ ൮ೕഓದ ಪഖౣ  ಪค෥ಣದ ಪ౳ ෥ಣ฿ಜฆತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ ಇโಗำ ಆຉ ಆಜฆತ౨ ං, ಇโಗำ റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ ಈಗ ಸค෴ಜ ౽൐๯ತ౨ ං ಆದฉ റഡ ๲ౙ ೕมฑ ಆಜฆತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඣೕഴವ ಎರಡඡ ಞಣಲౘಣโ ಒಂൿ ෈ಂൿโ ๲ౙ ೕมฑ ಆಜൿ౪  ಅൿ ಧකತ౱ ಕ ಅಥ฿ 
ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜರಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ೉ກ౬ ಯඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ಯ ಆೕನದ ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ಅವอ෈๭ฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ a 
෴฿ಗล ಯ ಧකತ౱ ಕ ಪค෥ಣವඝ౬  ಅವอ෈๭ฆತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ ೉ກ౬ ෷ ಆೕನ ൮ೕഓವඝ౬  ಅವอ෈๭ฆತ౨ ං ಆೕನ ൮ೕഓ ๵ච౬  ಮൡ౨  න ಎರಡರ ನഴๅ ಇದ౪ ฉ ಒಂൿ റഡ 
෈ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ൮ೕഓ න 2 ಮൡ౨  න ನഴๅ ಇದ౪ ฉ റഡ ෈ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣೕലದฉ කโ ಇದರ ಬಡ౛  ඣೕഴವ ಃಲโ ಇತರ เಷಯಗำ ಒಂൿ ಸൽಶโ 
ತඣ౬ ಂൽಡ ಒಂൿ ೋಃౙ ಯඝ౬  ຄಂൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๒ನ౲  ലಜ౳ ಗಳ ಆ๴ඨ ನ ෇ค ಪค෥ಣದ ಪค෥ಣವඝ౬  ຄರൡಪല๭ ෎ชඞ ಆಜฆโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ೓ಕದ ಛತ౳  ಅಥ฿ ๅಕౣ ฑ ನ ಛತ౳ ದ ವಗბโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං ๅಕౣ ฑ ನ ಎರಡචಯ เಷಯโ d 
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ಇದ౪ ฉ ඣೕഺೕಣ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ඦತರ කโ ඣೕഴโൿ ಯ ಪ౳ ෥ಣโ 0 ಆಜರ෎ಀ ಅಥ฿ ನ ot b 0 a b 
ಪค෥ಣโ 0 ಆಜฆತ౨ ං ಆದฉ ಇโಗಳඝ౬  කโ ಀ౹ ಲ౵ ಕ ಪ౳ ಕರಣಗำ ಎಂൿ ಕฉಯಬ๾ൿ ಆದฉ ಅൿ ๻ಗಲ౵ ൽದ౪ ฉ, 
൮ೕഓದ ಆ๴ඨ 0 ಡ ಸಮකಜರ෎ಀ ಮൡ౨  ൮ೕഓದ ಆ๴ඨ 0 ಆಜฆโൿ ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ๅಕౣ ฑ ಡ อಬ฿ಜರ෎ಀ a b 
ಆದ౪ คಂದ റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ  ಆಜದ౪ ฉ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗำ  ಆಗൽದ౪ ฉ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗำ อಬ฿ಜರ෎ಀ ಮൡ౨  ಃಲ่෫౱  0 0
ಇದඝ౬  ಸಹ ಬಳಸมಞತ౨ ං ඛೕโ ಇದඝ౬  ๬෈ೕൡಪലಸ෎౽ದฉ  ๅಕౣ ฑ ಗำ ಪರಸ౭ ರ อಬ฿ಜฆತ౨ ๅ ಎಂൿ 2
๬෈ೕൡಪല๭ ඦತರ ඛೕโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ඛೕโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  0 ಎಂൿ ಪഷದฉ ඛೕโ a 
෈ ಡ อಬ฿ಜං ಎಂൿ ൧ೕคಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ಃಲ่෫౱  ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ຂำವ เ๕ಷ ಪದವඝ౬  ಸಹ ಬಳ๯൤౨ ೕๅ. a
อಬ฿ಜ ຂำವ ಬದฤ ಡ ಆ൶ೕბತೕನฯ ಆಜං b 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ කโ ಈಗ ಬಳ๭ದ ಪคූ๣෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ෩ರඡ เಷಯๅಂದฉ ಎರഴ ಘಟಕ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ๲ౙ ೕมฑ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣೕലದฉ ಅโಗಳ ನഴเನ 
ಆೕನದ ಆ๴ඨ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಛಗศ ಪคವತბಕವඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ ಆຉ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ಗำ ಪคವತბಕ ಆಜฆವ ಆ๭౨  කโ ಇඣ౬ ಂൿ 
ಆ๭౨ ಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ เತರ൏ ಆ๭౨ ෴ಜං ಎಂൿ කโ ຂัං౪ ೕๅ ಅದඝ౬  කโ ෈ ಪ౵ ๺ ๭ ೋಃౙ ಗಳඝ౬  ඣೕലದฉ
ಅದඝ౬  ඣೕലಆಂಡฉ ಅൿ ๅಕౣ ಡბ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෈ ೯൤ಡ ๅಕౣ ฑ ๭ ೋಃౙ  ಇฆವ ๅಕౣ ಡბ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಈಗ 
කโ ඣೕഺೕಣ ಈ റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಪคූ๣ಯย౵  ຂಡ ౽൒ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ౽ഔბ๭ಯඨ ಅౘದ ಉದ౪ ౙಁ  ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ඣೕഺೕಣ ijk 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ඣೕലർಗ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ කඝ ෽ಂൽಡ ೋಃౙ  ๻౾ฆโದඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൿ 1 ಅඃ คೕൟ i j 
ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗะಜฆತ౨ ං 1 ಮൡ౨  ෽ಂൽಡ ೋಃౙ ಗำ ಸಹ 1 ಆಜฆತ౨ ං ಆದฉ කඝ ඣಂൽಡ ೋಃౙ  ๻౾ฆโದඝ౬  k j 
ඣೕലದฉ ಇൿ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ಆ๴ඨ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං i j 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ 0 ಆಜฆತ౨ ං, කඝ ඣಂൽಡ ೋಃౙ  ๻౾ದฉ 0 ಮൡ౨  ೋಃౙ ಗำ ಡ ಸಮ. k j k 0 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಇದඝ౬  റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ๬෥ನ౲  คೕൟಯย౵  เಸ౨ คಸฤ ಮൡ౨  ಬฉಯฤ ಬಳಸಬ๾ൿ, ಉർಹರൕಡ 
ನಮ౱ ย౵  ๅಕౣ ฑ ಇದ౪ ฉ, කโ ๅಕౣ ฑ ຄಂൽದ౪ ฉ ಇದඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ ๅಕౣ ฑ ಇದ౪ ฉ ೯൤ಡ ಪ౵ ๺ a a a axi ayj azk 
ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಎಂ්ൿ ಪ౵ ๺ ා೬ ಪ౵ ๺ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ඦತರ කโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಬฉಯฤ b bxi bzk 
ಬಯ๭ದฉ ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗಳඝ౬  කโ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  b i t 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇโಗಳඝ౬  เಸ౨ คಸฤ เತರ൏ ౽ඞನඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಮൡ౨  bxi ayj azk bxi byj bzk 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ಈ ಪ౳ ൟ෽ಂൿ ಪದಗಳඝ౬  ಮ൤౨  เಸ౨ ค๯൤౨ ೕๅ ෮ದಲ ಪದโ ನಮಡ ෇ค ඛೕഴತ౨ ං ax bx i dot i
೯൤ಡ ඛೕโ റഡ ೯൤ಡ റഡ ಅඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಇದඝ౬  เಸ౨ คಸಬ๾ൿ axbyi j axbzi k 
ಮൡ౨  කโ ಈಗ ಈ 9 ಪದಗಳย౵  ಒഖౣ  9 ಪದಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಇൿ 0 i dot j 
ಆಜฆತ౨ ං ಅඃ คೕൟ ಆಜฆತ౨ ං ಈ ಎರಡඡ ಅವඌ෷ ಇದඝ౬  ๸තಣბ฿ಜ เಸ౨ คಸฤ ನನಡ ಅವ౽ಶ i dot k 0 
ඛೕಡಬ๾ൿ, ಇൿ ನನಡ ෇ค ೯൤ಡ റഡ ೯൤ಡ ෇ค ಅඝ౬  ඣಂൽಡ ඛೕഴತ౨ ං bx j dot i ayby   j j aybz j k 
ಮൡ౨  ඦತರ ඣಂൽಡ ೯൤ಡ ೋಃౙ ಗัฆವ ೯൤ಡ ೋಃౙ ಗಳඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  ನಮ౱  ಈazbxk i azby k j azbzk k 
เಷಯಗಳඝ౬  ෨ಂൿವค๯โದคಂದ റഡ ඣಂൽಡ කඝ 0 റഡ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  0 റഡ ಆಜฆತ౨ ං i k k j j k 
ಮൡ౨  ಇโಗಳย౵  ಪ౳ ൟ റഡ റഡ ಮൡ౨  റഡ ಆಜฆತ౨ ං i ij j k k 1 
ಆದ౪ คಂದ ಅಂൟಮ฿ಜ කโ ಪഷ෷โൿ ೯൤ಡ ​​೯൤ಡ ಘಟಕಗಳ ಪคූ๣ಯย౵  ಒಂൿ റഡ axbx ayby azbz b 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆ๴ඨ ಗಳ ൟ౳ ಆೕನ ඛಯಮವඝ౬  ඣೕലದฉ කโ ಈಗ ಈ คೕൟ ಃಲಸ ෥ಡಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๯ಲಭ฿ಜ ෥ಡಬ๾ൿ කโ ๅಕౣ ฑ ಇย౵  ๅಕౣ ฑ ෈ ຄಂൽದ౪ ฉ റഡ ඩ౳ ಡಋౣ  ಅඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ,sh a 
කඝ ಈಗ ಇದඝ౬  ඩ౵ ౲ ഡ ෥ലದฉ ಈ ๅಕౣ ฑ ๅಕౣ ฑ ಎ ෭ನ๺ ෈ ຄರൡ ෎ชඞ ಅಲ౵  ಮൡ౨  කโ ಇದඝ౬  ๭ ಎಂൿ 
ಕฉ෽ೕಣ ಏಃಂದฉ කඝ ಇದಃౙ  ෈ ಅඝ౬  ๳ค๭ർಗ ๅಕౣ ฑ කඝ ൟ౳ ಆೕನದ ෩ರඡ ූಗವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕච ಅൿ ನನಡ 

ඛೕഴತ౨ ං a 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ๭ ಎಂൿ ಕฉൽฆವ ಈ ๅಕౣ ฑ ෭ನ๺ ෈ ಆಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๅಕౣ ฑ ๭ ಅඝ౬  ๅಕౣ ฑ ಎ ෭ನ๺ ෈ ಎಂൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  කඝ ಅದඝ౬  ಪದಗಳย౵  
ಬฉದฉ ಪค෥ಣದ ඦತರ ಯ ಪค෥ಣโ ಒಂൿ ෭ನ๺ ನ ಪค෥ಣಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, c b 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ෥ഴൟ౨ ฆโൿ ಈ ෮ದಲ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ කโ ನ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಎರവ c 
ಬൽಗูಂൽಡ ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ಅಥ฿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಯ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣಂൽಡ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಒಂൿ ෭ನ๺ ෈ ಡ ಮ൤౨  ๭ ೋಃౙ ಗัൿ౪  ಅൿ ෭ನ๺ c c 
෈ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ಈ งಪದย౵  ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  เಸ౨ ค๭ದฉ ๭ ೋಃౙ ಯඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ๭ ೯൤ಡ ෈ ೋಃౙ ಗಳ ೋಃౙ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ඣಂൽಡ b 
ಎರഴ ෇ค ๅಕౣ ฑ ೋಃౙ ෵ಂದ ෽ಂൽಡ කโ ಕ෨౲ ചഔํ ಮൡ౨  ല๭ౣ ი෋౲ ഔํ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ಬಳ๭ං౪ ೕๅ a b 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ಎಂൿ ಬฉದฉ ෽ಂൽಡ ೋಃౙ ಯඝ౬  ຄಂൽං ಇದඝ౬  ೓ಕದ ಪ౳ ෥ಣโ ಒಂൿ ೓ಕದ th c c c 
ಪค෥ಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಚದರದ ಪค෥ಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಚದರದ ಪค෥ಣದ ಎರഴ ಪഖౣ  b b 
ಪค෥ಣโ ෇คಯ ಪค෥ಣದ ෇ค ಪค෥ಣದ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ಆ๴ඨ ൮ೕഓ ಮൡ౨  ಪ౳ ෥ಣಗำ b b a b 
ಬൽಯ ಈ ಉದ౪ ಗಳඝ౬  ຄರൡಪല๭ ෎ชඞ ಅಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๭ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಒಂൿ ೓ಕ ಮൡ౨  ෈ ಚದರ ෭ನ๺ ಎರഴ ಅ෕ ಆ๴ඨ ൮ೕഓ ಇൿ 
ൟ౳ ಆೕನಗಳ ಆ๴ඨ ඛಯಮ฿ಜං ಮൡ౨  ಎರഴ ಇದ౪ ฉ ಆຉ ನഴเನ ಆೕನದ ಆ๴ඨ ಎಂൿ කโ ಅคൡಆำ౶ ൤౨ ೕๅ 
ๅಕౣ ฑ ಗำ ಮൡ౨  ಅโ ಮൡ౨  ฿ಹಕಗಳ ನഴเನ ಆೕನದ ಆೕ๴ඨ ಆೕ๴ඨ ൮ೕഓವඝ౬  ෥ലದฉ ಇದඝ౬  a b b 
ඣಂൽಡ ೋಃౙ  ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ನഴเನ ಆೕನವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ದฉ ඦತರ කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ റഡ 
ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇโಗಳ ಪค෥ಣൽಂದ ූಜಸಬ๾ൿ ಅൿ ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ನഴเನ ಆೕನದ 
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ಆ๴ඨ ಅඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං, කโ ಅඡಕ ๸ದಭბಗಳย౵  റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඛೕโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  
ඣೕഴವ ಪ౳ ෥ಣಗಳย౵  ಒಂದඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං . ൟඝ౬ ๅ කโ ฀ತ౳ ๎ಸ౨ იದ ಬಡ౛  ෥ತකഴ฿ಗ ಮൡ౨  කโ ಒಂൿ 
ಶ౾౨ ෵ಂದ ෥ലದ ಃಲಸದ ಬಡ౛  ෥ತකഴ൤౨ ೕๅ ಅಥ฿ ಒಂൿ ງತದย౵  ౽ಯბඛವბ๼๯ವ ಶ౾౨ ෵ಂർಞವ ಶ౾౨ ಯ ಬಡ౛  
෥ತකഴ฿ಗ කโ ಈ ಪ౳ ෥ಣಗಳ ಬಡ౛  ෥ತකഴ฿ಗ ಈ ಪ౳ ෥ಣಗำ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವಲ౵  ಎಂൿ 
කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ. ಉർಹರൕಡ ෥ലದ ಃಲಸವඝ౬  ಬಲ ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಬಲವඝ౬  ಅನ౷ ෵๯ವ 
෈ಂൿเನ ಸ౩ ะಂತರඅಂൽಡ ಬಲದ ೋಃౙ  ಉತ౭ ನ౬ ฿ಜං ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ ಶ౾౨ ಯඝ౬  ಬಲದ ෈ಂൿเನ ಬಲ ಮൡ౨  ๆಗದ 
ೋಃౙ  ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಞತ౨ ං ಅನ౷ ෵ಸมಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ຂಡ ಬಳ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  റഡ ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ಒಳತಂലฆವ ಇತರ ಪ౳ ෥ಣಗำ 
ಆೕ๺ ბನย౵  ಬฆತ౨ ๅ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಈಗ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಅൿ ೯൤ಡ axi ayj 
೯൤ಡ ಅඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ඦ൤ ಪ౳ ൟඛඌ๯ವ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ ಉಪ azk e a
ജೕඪ෽ಂൽಡ ಈಗ ನಮಡ ൟัൽฆವ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ൽ౾ౙ ನ ಉದ౪ ౙಁ   ಪค෥ಣದ ๅಕౣ ฑ ඛಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං 1
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಘಟಕ ๅಕౣ ฑ ಉಪ ๅಕౣ ฑ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ๅಕౣ ฑ ಪค෥ಣൽಂದ ූಜ๭ ಮൡ౨  ಉഴ๼ല෷โൿ e a a 
ๅಕౣ ฑ ಪ౳ ෥ಣ කโ ඣೕലඈ൤෻ ෥ഴ൤౨ ೕๅ, කโ ಅದฌಂൽಡ ನ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  a wha t a 
൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ, ಅൿ ನಮಡ ಒಂൿ ೓ಕದ ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  ಅದฌಂൽಡ റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ ನಮಡ ಆಡย 
೓ಕ ಮൡ౨  ವಗბ ಮൡ౨  ವಗბವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ay az 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๯ಲಭ฿ಜ ෥ಡಬ๾ൿ ಯ ಪค෥ಣโ ವಗბದ ವಗბ෩ಲ ಮൡ౨  ವಗბ ಮൡ౨  ೓ಕ a x ay az 
ಆದ౪ คಂದ ಘಟಕ ๅಕౣ ฑ ಇದರ ಉದ౪ ౙಁ  ಅౘ ಮൡ౨  ೯൤ಡ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇದඝ౬  ಯ ಪค෥ಣൽಂದ ayj azk a 
ූಜಸมಞโൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ವಗბ෩ಲൽಂದ ූಜ๯൤౨ ೕๅ ಏಋ౺  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪ౵ ๺ ಆข ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪ౵ ๺ ಅഃ ๲ౙ ౷ ೕฑ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ คೕൟಯย౵  ಒಬ౯ ฆ ෴โඃ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ඛೕಡಬ๾ൿ, ಒಬ౯ ฆ ๅಕౣ ฑ ನ ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ, 
ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಮൡ౨  කโ ൽ౾ౙ ನ ಉದ౪ ౙಁ  ಒಂൿ ಘಟಕವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎ಀ a eb 
ಅಂದฉ ಃಲโ ൽಕౙ ඝ౬  ಎย౵  ඛೕಡมಜං ಆ ൽ౾ౙ ನ ಉದ౪ ౙಁ  ಒಂൿ ಘಟಕ ๅಕౣ ฑ ಆಜං ಅಥ฿ කโ ೯൤ಡ ನ eb b 
ಘಟಕವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ කโ ຂಳಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಘಟಕವඝ౬  ๅಕౣ ฑ ඛಂದ ೋಃౙ ಗัಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං, ಇൿ ඛಮಡ ಅಗತ౲ เฆವ ಅඡಕ ಸಮ๲౲ ಗಳย౵  ನ eb b 
ಘಟಕವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං อಬ฿ಜฆವ ಅಂಶವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ t o eb 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಡ อಬ฿ಜฆವ ಅಂಶವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ಗಬ๾ൿ eb 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಏඝ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಎಂದฉ ෮ದฤ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಇ ෈ ೋಃౙ ෵ಂದ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಇൿ ನಮಡ 
ಉದ౪ ౙಁ  ನ ಘಟಕವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಈಗ ಇൿ ๲ౙ ೕมฑ ಆಜං eb 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಏඝ ෥ഴ൤౨ ೕๅ කโ ๅಕౣ ฑ ೯൤ಡ ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ, ಇದඝ౬  කโ ನ eb eb eb 
ๅಕౣ ฑ ౽ಂ඲චಂഡ ಎಂൿ ಉว౵ ೕ಍ಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಈಗ කโ ಡ อಬ฿ಜฆವ ಘಟಕವඝ౬  ๾ഴಕฤ ಬಯ๭ದฉ eb 
ๅಕౣ ฑ ෭ನ๺ ಸಮಯಗูಂൽಡ ೋಃౙ ಗัฆತ౨ ං ๅಕౣ ฑ ಇൿ ನಮಡ ಡ อಬ฿ಜฆವ ಅಂಶವඝ౬  a a eb eb eb 
ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳย౵  ಇൿ ಅಗತ౲ ฿ಗಬ๾ൿ ಆದฉ ಒಂൿ เಷಯವඝ౬  කโ ಅคൡಆಳ౶ ෎ಀ, කโ ඛൽბಷౣ  
ൽ౾ౙ ನย౵  ๅಕౣ ฑ ನ ಘಟಕವඝ౬  ෥ತකലದฉ කโ ಇದඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ವ ෩ಲಕ ಪഷಯಬ๾ൿ කโ ಈಗ ಆ ൽ౾ౙ ನย౵  
෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ඣಂൽಡ ๅಕౣ ฑ ನ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ವ ෩ಲಕ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ, කඝ ಅඃ ๅಕౣ ฑ ನ 
ಘಟಕವඝ౬  ಎರಡඡ ൽ౾ౙ ನย౵  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಈ ๅಕౣ ฑ ನ റഡ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಎರಡචಯದฌಂൽಡ ෷ඛഡ 
ๅಕౣ ฑ ඣಂൽಡ ಎರಡචಯದฌಂൽಡ ൤ಡൿಆำ౶ ವ ෩ಲಕ කඝ ಅದඝ౬  ෥ಡಬ๾ൿ ඛඃბಶನ ಈಗ ಈ ಎರഴ 
๸෽ೕಜචಯ ෮ತ౨  ಘಟಕದ ൽಀౙ ಗำ อಬ฿ಜರൽದ౪ ฉ ෥ತ౳  ෩ಲ ๅಕౣ ฑ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಅโ 
อಬ฿ಜಲ౵ ൽದ౪ ฉ, කโ ෩ಲ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಮ൤౨  ಪഷ෷โൽಲ౵ , ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಅൿ ෩ಲ ๅಕౣ ฑ ನ  ಮൡ౨   ಪഖౣ  0 2
ನഴๅ ಎส౵ ೕ ಇฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇದರ ෮ತ౨  ෩ಲ ๅಕౣ ฑ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆವ ಎರഴ ಘಟಕಗำ ಘಟಕಗำ ಪರಸ౭ ರ อಬ฿ಜದ౪ ฉ ෥ತ౳  
๸ಭเ๯ತ౨ ๅ ಈಗ ෮ದಲ คೕൟಯ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣೕലದ ඦತರ කโ ಎರಡඡ ಉತ౭ ನ౬  ಅಥ฿ ಎರಡඡ คೕൟಯ 
ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ඣೕഺೕಣ, ಇದඝ౬  ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ๅಕౣ ฑ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈಗ ಈ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  කโ 
๲ౙ ೕมฑ ಉತ౭ ನ౬ ದย౵  ඣೕലඈ൤ ಈಗ ౽౳ ๺ ඩ౳ ಡಋౣ  ಎಂ඀ ಕฉ෷൞౨ ฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಉತ౭ ನ౬ โ 
๲ౙ ೕมฑ ಆಜฆತ౨ ං ಈ ๸ದಭბದย౵  ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ๅಕౣ ฑ ಉತ౭ ನ౬ โ ๅಕౣ ฑ ಪ౳ ෥ಣ฿ಜං ಅൿ ๲ౙ ೕมฑ ಅಲ౵  ಮൡ౨  
෨ಂಗಡ ಆೕ๺ ბಗಳย౵  ඛೕโ ಸಹ ಇൿ ກೋ౞  ඛಬბಂඌತ ಅಥბದย౵  ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ඣೕല ಆದฉ ನಮ౱  ಉං౪ ೕಶಗัಛಜ කโ 
ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ๅಕౣ ฑ ಉತ౭ ನ౬ โ ๅಕౣ ฑ ಆಜං ಎಂൿ කโ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಈಗ කโ ಇದඝ౬  ຂಡ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ 
ූเ๵ೕಣ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ಅඃ ๅಕౣ ฑ ಗำ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಜಂತ ෮ದฤ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ i h ave a b a b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ೉ກ౬ ಯඝ౬  ಬಳ๯ವ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ ಅಥ฿ ౽౳ ๺ ෈ ಅඝ౬  කโ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ x 
ಅದඝ౬  කโ ෮ದฤ ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ කโ ಅದರ ൽಕౙ ඝ౬  ඛೕഴ൤౨ ೕๅ ಈ ๅಕౣ ฑ ನ ൽಀౙ  ๅಕౣ ฑ ಎ ಮൡ౨  
ๅಕౣ ฑ ෈ ຄಂൽฆವ ද౵ ೕඨ ಡ ๬෥ನ౲ ฿ಜං ಅಂದฉ ಅದರ ಅභ ಎ ಮൡ౨  ෈ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗำ ෴฿ಗล 
ಸಮತಲವඝ౬  ౽౳ ๺ ෥ഴತ౨ ๅ ಎಂ්ൿ ಈ ಸಮತಲಃౙ  อಬ฿ಜฆವ ๅಕౣ ฑ ಈಗ ෮ದฤ ನನಡ ಅವ౽ಶ ෥ലಆല b 
ಪค෥ಣದ ಬಡ౛  ෥ತකല ಏಃಂದฉ ಈ ๬෥ನ౲ โ ಸ౷ ൫ ಎರഴ ൽಀౙ ಗಳඝ౬  ຄಂದಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಅದರ ൽಕౙ ඝ౬  ಒಂൿ 
ౘಣದย౵  เವคಸมಞโൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಅಡ౥  ಯ ಪ౳ ෥ಣโ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ಪഖౣ  ಛತ౳ ದ ಪค෥ಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං b a b b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನವඝ౬  ൮ೕഓ ಎಂൿ ಕฉದฉ, ಅಡ౥  ಯ ಪ౳ ෥ಣโ ഛෳ౺  ๴ඨ ൮ೕഓದ a b b b 
ಪค෥ಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  කඝ ಇದඝ౬  ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕච c 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ಏඝ ຂಳಬ๾ൿ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ෇ค ೯൤ಡ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ c c ma 
ಜ౬ ഗ౲ ി ಆෆ ಎ ഛෳ౺  ෥౲ ಜ౬ ഗ౲ ി ಆෆ ෈ ഛෳ౺  ๭ඨ ൮ೕഓ ನಮಡ ಇ๭ಯඝ౬  ඛೕഴವ ๭ ൽಀౙ  ಏචಂൿ කโ ಇඞ౬  
เವคಸ෎౽ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ๭ ൽಕౙ ඝ౬  ಬಲಣ ൳౳ ി ඛಯಮൽಂದ ඛಧბคಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ කโ ಬಳ๯ವ ๭౩ ರ ๸ಪ౳ ർಯ฿ಜං 
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ಆದ౪ คಂದ ಏඝ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ, කโ ๅಕౣ ฑ ෈ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಕഷಡ ൟฆಜ๯ವ ෩ಲಕ ಅโಗಳ ನഴเನ ೉ಕౙ  ಆೕನವඝ౬  ಮ൧౨ ෫౱  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ b 

ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ೉ಕౙ ದඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಇತರ ಆೕನ ෴฿ಗล ಪ౳ ൟಫยತ฿ಜฆತ౨ ං a b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮൡ౨  ನഴเನ ೉ಕౙ  ಆೕನൽಂದ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ, ಈಗ කโ ๰ౙ იಗಳඝ౬  ඣೕലದವฆ ಕഷಡ a b b 
ൟฆಜ๯൤౨ ೕๅ . ಬಲಣ ർರದ ඦತರ ๰ౙ ი ಚย๯ವ ൽಀౙ  ಅൿ ನಮಡ ಅಡ౥  ನ ൽಕౙ ඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಚย๯฿ಗ ಕഷಡ ൟฆಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಬಲಣ ๰ౙ ი ෴ವ ൽ౾ౙ ನย౵  ಚย๯ತ౨ ං ಅൿ ಅಡ౥  ನ ൽಕౙ ඝ౬  a b 
ඛೕഴತ౨ ං ಅಥ฿ ๭ ಈಗ කโ ඣೕಡಬ๾ർದ ಇඣ౬ ಂൿ ෥ಗბเං ಇದඝ౬  කโ ಬಲಣ ກ෍౯ ರำ ඛಯಮ ಎಂൿ 
ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಎಲ౵ คಟ ඣೕಡฤ ๯ಲಭ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಏඝ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಎಂದฉ කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ಇഴ൤౨ ೕๅ ಇൿ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ಇൿ ๅಕౣ ฑ කโ ಎರഴ 
ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ಒഔౣ ಡ ෇ಲಗัಂದ ಬದม෵๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಈಗ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ කโ ಇದඝ౬  ෥ഴ฿ಗ කโ ಬಲಣ෵ಂದ 
ಈ ฿౲ ෴ಮವඝ౬  ಅತಳ౶ ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಬಲಣ෴ಜದ౪ ฉ ಇದඝ౬  ෥ഴൟ౨ ฆವ ກ೉౞ ನವฆ ඛಮ౱  දඨ ಅඝ౬  ๼ലൽದ౪ ฉ ඛೕโ ಈ ฿౲ ෴ಮವඝ౬  
෥ഴ฿ಗ ඛಮ౱  දನ౬ ඝ౬  ෈ല ඛಮ౱  ಎಡಣ෵ಂದ ಇದඝ౬  ෥ഴโൿ ඛಮಡ ತඬ౭  ಫย൞ಂಶವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ฿౲ ෴ಮವඝ౬  ඛಮ౱  ಬಲಣ෵ಂದ ෥ಡ෎ಀ, ඛೕโ ಬಲಣಯඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ෎ಀ ಮൡ౨  ඛೕโ ಏඝ 
෥ഴൟ౨ ೕค ಎಂದฉ ඛಮ౱  ಬಲಣಯ ෍ರำಗำ ൟฆಜർಗ ൽ౾ౙ ನย౵  ๯ฆั෴ಞ๋൤ ෥ഴโൿ ೉ಕౙ  ಆೕನದ ෩ಲಕ b
ಕഷಡ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಮൡ౨  ๼ೕಜฆತ౨ ං කโ ಬಲಣಯඝ౬  ඛಂದ ಡ ൽ౾ౙ ನย౵  ൟฆಜ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ກ෍౯ ರัನa b a b 
ൽಀౙ  ನನಡ ಅಡ౥  ನ ൽಕౙ ඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං b 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಆຉ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರಡඝ౬  ಇഴ൤౨ ೕๅ ෇ಲಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ ฿ಹಕಗำ ಒഔౣ ಡ ಮൡ౨  ಬಲ ๻౲ ඨ ನ ෍ರำಗಳඝ౬  
๯ฆั෴ಜค๯ತ౨ ๅ ඛಂದ ಡ ൽ౾ౙ ನย౵  ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  ෥ലർಗ ກ෍౯ ರัನ ൽಀౙ  ಒಂൿ ಅಡ౥  ಕഷಡ d a b b 
൧ೕค๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කඝ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ෥ഴൟ౨ ං౪ ච ಎಂൿ ඛೕโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ ಅಂದฉ කඝ ඛಂದ ಡ ൟฆಞൟ౨ ං౪ ೕච b a b 
ಅಂದฉ ನನ౬  ກ෍౯ ರำ ಒಳ෨ಖ฿ಜ ಅಥ฿ ಃಳಃౙ  ൧ೕค๯ൟ౨ ං ඛೕโ ಈಗ ඣೕഴ๋൤ කඝ ౽౳ ๺ ಎ ෥ലದฉ කඝ b 
ನನ౬  ෍ರำಗಳඝ౬  ෈ ಕഷಡ ൟฆಜ๯൤౨ ೕච ಎಂದಥბ ಈಗ ກ෍౯ ರำ ෬ಲಃౙ  ൧ೕค๯ൟ౨ ฆโದඝ౬  ඛೕโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ౽౳ ๺ ಮൡ౨  ಅಡ౥  ಅವฆ เฆದ౫  ൽ౾ౙ ನย౵  ൧ೕค๯൞౨ ฉ ಅಡ౥  ෈ ౽౳ ๺ ಎ ಡ เฆದ౫  ൽ౾ౙ ನย౵  b a b b 
෈ಂൿಗำ ಅಂದฉ ෈ ౽౳ ๺ ෈ ౽౳ ๺ ಎ ෭ನ๺ ಡ ಸಮ ಎಂൿ කโ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ຂಳಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇൿ ಈ ಉತ౭ ನ౬ โ 
ಕ෨౲ ചഔํ ಅಲ౵  ಎಂൿ ຂำತ౨ ං റഡ ಉತ౭ ನ౬ โ ಕ෨౲ ചഔํ ಆದฉ ಇൿ ಎರಡචಯ เಷಯವಲ౵  ಈ ಉತ౭ ನ౬ ದ ಬಡ౛  
කโ ಗಮඛ๯โඃචಂದฉ, කโ ౽౳ ๺ ෈ ಪ౵ ๺ ๭ ಅඝ౬  ඣೕലದฉ เತರ൏ เತರ൏ ಆ๭౨  ಇඞ౬  ౽ಯბඛವბ๼๯ತ౨ ං 
ಇൿ ౽౳ ๺ ෈ ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ๭ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ඦತರ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൿ ನ ಪค෥ಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං a a
ನ ನഴเನ ಆೕನದ ๴ඨ ඛಂದ ಞ൐๭ർಗ ಪค෥ಣൽಂದ ಞ൐๭ ಈಗ ಈ ಆೕನದ ಮൡ౨  ಒಂඃ ๅಕౣ ฑ ๴ඨ d a a a 
ಆಜฆโದคಂದ ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನโ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං a a 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಅಡ౥  ෴฿ಗล ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ෥ತ౳ ವಲ౵ ං කโ ಎರഴ ಸ෥කಂತರ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ a 

ಮൡ౨  ಆಜದ౪ ฉ ಅൿ ๼ೕಜದ౪ ฉ ಒಂൿ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ๅಕౣ ฑ ಇං, ಅൿ ಡ ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ං, ಈ a b a b a 
๸ದಭბದย౵  ಅಡ౥  ෈ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕഴൟ౨ ೕค ಏಃಂದฉ ಈ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ನഴเನ ಆೕನโ b 
๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಈಗ කโ ೉ൟ౳ ๯ൟ౨ ฆವ ౽ഔბ๭ಯඨ ಅౘโ ಕึದ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಬಳ๭ದ౪ ඝ౬  ඛಮಡ i 
൧ೕค๭ං౪ ೕๅ කโ ಇದඝ౬  ಅౘ ಎಂൿ ෥ತකലದฉ ಇൿ ಅౘ ಇൿ ಅౘ฿ಜං ඦತರ කโ ൟฆಜದฉ කโ x y z 
ඣೕലದฉ ಅವฆ ෴฿ಗล ಬಲಣ งಪದย౵ ർ౪ ฉ ಎಂൿ ඛೕโ ಅಥბ෥ലಆำ౶ ൟ౨ ೕค คಂದ ඦತರ ෩ರඡ ಅౘ x y 

ಅౘโ ກ෍౯ ರัನ ൽ౾ౙ ನย౵  ൧ೕค๯ತ౨ ං z 
ಆದ౪ คಂದ ౽ചბ๏ಯඨ ಅౘโ කโ ಅโಗಳඝ౬  ನย౵  ೉ൟ౳ ๭ർಗ කโ ಅโಗಳඝ౬  ෴฿ಗล ಬಲಣ ಎಂൿ 3d 
ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇದರ ಪค൏ಮ฿ಜ ඛೕโ ඣೕഴൟ౨ ೕค කโ ಈಗ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಬฉ෷โದඝ౬  ೉ൟ౳ ๭ದฉ කඝ ijk 
ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಅಡ౥  ಮൡ౨  ಅඝ౬  ർഖ൤౨ ೕච ಇๅಲ౵ ใ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ කโ ಅಡ౥  ൽ౾ౙ ನ ನഴเನij j k c ross k 
ಉತ౭ ನ౬ ಗಳඝ౬  ඣೕലದฉ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൿ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ කඝ i j k j cross k
ಅඝ౬  ඣೕലದฉ ಮൡ౨  ಇದඝ౬  ൧ೕคಸฤ ಅඝ౬  ඣೕಡฤ ಇದඝ౬  කඝ ನ ൽ౾ౙ ನย౵  ඛಂದ ෈ಂൿเಡ i z x yi 
ຄೕದฉ ಅඃ คೕൟ කඝ ൽ౾ౙ ඛಂದ ൽ౾ౙ ಡ ຄೕದฉ කඝ ನನ౬  ෍ರำಗಳඝ౬  ๯ฆั෴ಜค๭ದฉ කඝ ෬ಲಃౙ  y z 
൧ೕค๯ൟ౨ ං౪ ೕච ಅൿ ൽಀౙ  ಮൡ౨  කඝ ඛಂದ ಡ ຄೕದฉ ಪ౵ ๺ ൽ౾ౙ ಡ ൧ೕค๯โದคಂದ ನಮ౱ ย౵  ౽౳ ๺ x z xi am y j k
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ౽౳ ๺ ಸಮ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇโಗಳඝ౬  ඛೕโ ಗಮඛ๭ದฉ ಈ เಷಯವඝ౬  i k i j 
๴౾౵ ಋ ෥ല කโ ಅඝ౬  ಒಂൿ ಕ౳ ಮದย౵  ๻౾ದฉ ಅಡ౥  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಸಮ ijk i j k j cross k is i 
ಮൡ౨  ಅಂದฉ කโ ಅඝಸค๭ದฉ ಈ ಅඝ౬  ಆವತბಕ ಕ౳ ಮದย౵  ಅඝಸค๭ದฉ k cross i is equal to j ij k 
෩ರඡ เಷಯโ ಧකತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ කโ ಆವತბಕಃౙ  ຄೕದฉ කโ ಅದඝ౬  เสೕಮತั๯൤౨ ೕๅ ൽಀౙ ಗำnt 
ಮൡ౨  ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ౽౳ ๺ ನ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෭ನ๺ ౽౳ ๺ ಸಹ ಅಡ౥  ಡ i j k i j j i 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ෭ನ๺ ౾ ౽౳ ๲౛  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಮൡ౨  j i s k j 

౽౳ ๺ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං k j i 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ෥ലർಗ කโ ಆಂഔ๴౾౵ ಋ ෥ഴൟ౨ ං౪ ೕๅ ಎಂದಥბ 
ಆದ౪ คಂದ ಅโಗಳඝ౬  චನඪഖౣ ಆำ౶ ವ ಒಂൿ ෥ಗბ฿ಜං ඛೕโ ಇದඝ౬  ಈ คೕൟ ಃಲಸ ෥ಡಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಚಕ౳  ಕ౳ ಮವඝ౬  ඣೕഺೕಣ ಧකತ౱ ಕ ಮൡ౨  ಆಂഔ๴౾౵ ಋ ಎಂದฉ කโ เฆದ౫  ಅಥბದย౵  ຄೕಞ൤౨ ೕๅ 
ಆಂഔ๴౾౵ ಋ ಕ౳ ಮโ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ౽ഔბ๭ಯඨ ඛඃბ๎ಂಕಗಳ ಪคූ๣ಯย౵  ವ౲ ಕ౨ ಪല๯ವ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಮൡ౨  ಅඝ౬  a b 
ຄಂൽං౪ ೕๅ෻ ಎಂൿ ඣೕഺೕಣ ඦತರ කโ ๸තಣბ เಸ౨ ರൕ ಮൡ౨  ಉഴ๼ലಯฤ ಅ෗ไൽ౫ ಪല๭ದ 
ඛಯಮಗಳඝ౬  ಬಳಸಬ๾ൿ ಈ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಅಡ౥  ಉತ౭ ನ౬  
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ಆದ౪ คಂದ කโ ౽౳ ๺ ෈ ಅඝ౬  ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಅඝ౬  ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಎಂൿ ax i ayj azk bxi byj bzk 
ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇದඝ౬  เಸ౨ คಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෭ನ๺ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ෇ค ಪ౵ ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ aybz azbyi azbx axbz j axby aybx
෇ค ಮൡ౨  ಇโಗำ ౽౳ ๺ ಆಜං 0 ಇ൞౲ ൽ ඛಯಮಗಳඝ౬  ಅඝಸค๯ತ౨ ๅ, ಇದඝ౬  කโ ಈಗ k i i i cross j is k 
ඣೕലฆವ ಇඣ౬ ಂൿ ෥ಗბๅಂದฉ ലಟ෦ბඦഡ ಪคಕಲ౭ චಯ ෩ಲಕ ಇದඝ౬  ඛೕโ ඛಮ౱  ಗ൐ತ ಆೕ๺ ბಗಳย౵  
ඣೕലದ౪ ฉ කโ කโ ౽౳ ๺ ෈ ಅඝ౬  ലಟ෦ბ෴ಜ ಬฉಯಬ๾ൿ ಇൿ ౽౳ ๺ ඩ౳ ಡಋౣ  ನย౵  x nant of ijk axayaz 
෮ದಲචಯൿ, ಎರಡචಯൿ කโ ෩ರඡ ๬ฤ ಎಂൿ ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ലಟ෦ბචಂഡ ಗಳඝ౬  ຂಡ bxbybz 
เಸ౨ ค๯โൿ ಎಂൿ ඛಮಡ ൟัൽದ౪ ฉ ෮ದಲ ಪದโ ಅൿ ෇ค ෭ನ๺ ಆಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ൧ೕค๯൤౨ ೕච i aybz az 
ಇ൞౲ ൽ 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಈಗ เವคಸಬ๾ൿ , කโ ಅಡ౥  ಉತ౭ ನ౬ ದ ಃಲโ ಅඪ౵ ಄ಶඨ ಗಳඝ౬  ඣೕഺೕಣ කโ ౽౳ ๺ ಯ b 
ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ඣೕലದฉ කโ ෮ದಲචಯದඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  ಮൡ౨  ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ඛಂದ งඬತಂಡ ಸ෥කಂತರ a b a 
ಚൡෙბಜವඝ౬  ඣೕലದฉ ౽౳ ๺ ෈ ඦತರ ౽౳ ๺ ෈ ಯ ಪค෥ಣವඝ౬  ಮൡ౨  ನഴเನ ಆೕನದ ಪഖౣ  ಛತ౳ ದ a b b 
ಛತ౳ ൽಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං, ಈಗ ඛೕโ ಈ ಸ෥කಂತರ ಚൡෙბಜವඝ౬  ඣೕലದฉ ಇൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಉഴಬฆತ౨ ං . ಅಡ౥  b 
ಯ ಪค෥ಣโ ನಮಡ ಮൡ౨  ಬൽಯ ฿ಹಕಗัಂದ งඬತಂಡ ಸ෥කಂತರ ಚൡෙბಜದ ಪ౳ ඃಶವඝ౬  ನಮಡ a b 
ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಪค෥ಣโ ಮൡ౨  ಬൽಗಳ ಸ෥කಂತರ ಚൡෙბಜದ เ๭౨ ೕಣბಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಅඃ คೕൟ කโ a b ab 
ಬൽಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ ಸ෥කಂತರ නදഡ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ๭ ಇದರಥბ කโ ಈ ಒಂൿ ๆึ ಇൿ ෈ ಇൿ c 
ಆಜං ಅಂದฉ කโ ಈ ಸ෥කಂತರ ಚൡෙბಜವඝ౬  තಣბತั๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ෽ಂൽಡ කโ ಇದඝ౬  c 
තಣბತั๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಈ ಅಂ౾ಅಂಶವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅൿ ಮൡ౨  ಬൽಗูಂൽಡ ಸ෥කಂತರ නදഡ ab c 
ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಸ෥කಂತರ නදഡ ನ ಪค෥ಣವඝ౬  කโ ಇದඝ౬  ඦತರ ಎಂൿ ಕฉ෷๋൤ ඛೕಡมಜං ඣಂൽಡ v v c 
ೋಃౙ ಗัฆವ ಅಡ౥  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇโ ಸ෥කಂತರ නභ ನ ෩ฆ ಬൽಗะಜฆโದคಂದ කโ ಆವತბಕ b 
ಕ౳ ಮದย౵  ಚย๭ದฉ කโ ಒಂඃ เಷಯವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ౽౳ ๺ റഡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං b c 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ౽౳ ๺ ಡ ෽ಂൽಡ ೋಃౙ  ಇං ಮൡ౨  ಇൿ ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗಳඝ౬  ർಟฤ b c a b 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಸ෥කಂತರ නදഡ ನ ಪค෥ಣವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ റഡ ಉತ౭ ನ౬  ಮൡ౨  ಉತ౭ ನ౬  ಅಡ౥  cos 
ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಬಳಸಬ๾ൿ ඦತರ ฀ತ౳ ๎ಸ౨ იದย౵  කโ ഓಋბ ಪคಕಲ౭ චಯඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅಥ฿ ಒಂൿ ෈ಂൿเನ 
ಬಡ౛  ಬಲದ ಚಲච෷ කโ ෈ಂൿವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಬಲโ ౽ಯბඛವბ๼๯ൟ౨ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ, o f 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඛಂದ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಎึದฉ කโ ශೕಸ౬ ბ ౾౳ ෺ಯ ชಒಡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ๲ึ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ෈ഴ൤౨ ೕๅ o f 
කඝ ಈ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕච ඦತರ කโ ಬಲದ ౘಣವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛ๯൤౨ ೕๅ ಬಡ౛  ಇದඝ౬  ౽౳ ๺ ඩ౳ ി r f o 
ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං ಮൡ౨  ನ ಃಲ่෫౱  කโ ಅದඝ౬  ഓಋბ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ r f uct 
ಆದ౪ คಂದ ಬಲದ ౘಣโ ನಮಡ ഓಋბ ಅඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  ಅಡ౥  ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಅย౵  ಬಳಸมಞโൿ ඦತರ කโ 
෥ತකഴ฿ಗ ಅಡ౥  ಉತ౭ ನ౬ ದ ಬಳಃಯඝ౬  කโ ಉഴಆಂಡฉ. ಆಯ๬ౙ ಂൟೕಯ ಃ౹ ೕತ౳ ದย౵  ๆಗඅಂൽಡ ಚย๯ವ bv 
ඩ෵ಂഡ ೈ೴ბ ಬಡ౛  කโ ෥ತකഴ฿ಗ ඩ෵ಂഡ ೈഡბ ಆಗ ಈ ೈ೴ ბನ ಬಲโ ౽౳ ๺ ෈ ൽ౾ౙ ನย౵ ං b v 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ൧ೕคಸฤ කโ ౽౳ ๺ ඩ౳ ಡಋౣ  ಅඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗำ ಒಂದಆౙ ಂൿ 
ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ๅ ಎಂൿ ൧ೕคಸ෎౽ದฉ කโ ౽౳ ๺ ඩ౳ ಡಋౣ  ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮ ಎಂൿ ൧ೕค๭ದฉ කโ 
൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ ඦತರ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗำ ಪರಸ౭ ರ ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ๅ ಈಗ කโ ಃಲವඝ౬  ಒಳತಂಡ ಸಣ౧  
ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ಈ ๅಕౣ ฑ ౽෴ბಚರൕಗಳย౵  ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ b xi 
ಪ౵ ๺ ෩ฆ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಎರഴ ಪ౵ ๺ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಈಗ කโ ಮൡ౨  ಅඝ౬  j c i yj x y 
ಉഴ๼ലಯ෎ಀ ಅಂದฉ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ಡ อಬ฿ಜฆತ౨ ๅ ව ඹ ಪ౵ ๺ ๭ಋ౺  ೬ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಎರಡඡ b c d 
ූಗโ ಈ ෰ಲ౲ ಗัಡ ൧ೕค๯ ಎಂൿ ຂำತ౨ ං ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ๅಕౣ ฑ ಡ ಸ෥කಂತರ฿ಜං x y b c 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ූಗಃౙ  කโ ෥ಡ෎౽ಜฆโൿ ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ඛೕಡมಜං ಮൡ౨  ನಮಡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  d b 
ඛೕಡมಞತ౨ ං ಅย౵  ಅಪค೉ತฆ ಇದ౪ ฉ කโ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎ಀ. ಡ อಬ฿ಜฆತ౨ ං x y d 
ಆದ౪ คಂದ ූಗಃౙ  ๅಕౣ ฑ ಡ อಬ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ ಈಗ ಎಂൿ ඛೕโ චನඪ๭ಆಂಡฉ 5 ೯൤ಡ 6 ಮൡ౨  b d d phi j 
ๅಕౣ ฑ ಎಂ්ൿ ೯൤ಡ ෩ฆ ಆಜං b xi j 
ಆದ౪ คಂದ ಡ อಬ฿ಜฆโದคಂದ ಇൿ റഡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං ๵ච౬ ಡ b d b d 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ನಮಡ ಐൿ ೯൤ಡ ಹൽචಂಟඝ౬  ๵ච౬ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං x 
ಆದ౪ คಂದ ෭ನ๺ ಹൽචಂಟඝ౬  ಐದคಂದ ූಜ๭ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ කโ ಯඝ౬  ෵ಂದ ೋಃౙ  x c d 
๻౾ฆโൿ ๒ನ౲ ฿ಜರ෎ಀ ಏಃಂದฉ ಡ อಬ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಅඝ౬  2 ಎಂൿ ඛೕಡมಜං ೯൤ಡ c d c i yj 
ಆದ౪ คಂದ റഡ කโ റഡ ല ෥ലർಗ ಅൿ ನಮಡ 2 ೯൤ಡ 5 ඛೕഴತ౨ ං c d c i phi 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ನಮಡ 10 ඛೕഴತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ಪ౵ ๺ 6 ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂറಗ 10 ಪ౵ ๺ 6 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං y y 0 
ಆದ౪ คಂದ ෭ನ๺ 10 คಂದ 6 ಃౙ  ಸಮ ಅಥ฿ ಇൿ ෭ನ๺ 5 ා ൮౳ ೕಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං y 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ෰ಲ౲ ಗัಡ ๅಕౣ ฑ ෈ ෭ನ๺ ಹൽචಂഖ ා වํ ව ಪ౵ ๺ ൟ౳ ೕ ೬ ಮൡ౨  ๅಕౣ ฑ ๭ ಡ ಸಮකಜದ౪ ฉ ಈಗ 
කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ෈ ಮൡ౨  ๭ ಸ෥කಂತರ฿ಜං ಎಂൿ ൧ೕคಸฤ ಈಗ ಎರഴ ಐ ෭ನ๺ ಐದคಂದ ෩ฆ ೬ಡ 
ಸ෥ನ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ෈ ූಗಃౙ  ෈ ൧ೕคಸฤ ๭ ಡ ಸ෥කಂತರ฿ಜං ಎಂൿ කโ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ౽౳ ๺ ඩ౳ ಡಋౣ  ಅඝ౬  ೎ක౬ ಜ 
൤ಡൿಆ ౶ั  ಎಂൿ ಅದඝ౬  ෥ಡฤ ಹಲโ ෥ಗბಗัๅ. ಅಡ౥  ಉತ౭ ನ౬  
ಆದ౪ คಂದ කโ ෮ದฤ ಅದඝ౬  ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ౽౳ ๺ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ b c 
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ಆದ౪ คಂದ ಈ ඛ൏ბಯಕ ෭ನ๺ ಹൽචಂഖ ಐൿ ෩ฆ ๵ච౬  ಎರഴ ෭ನ๺ ಐൿ ෩ฆ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ංijk 
ಮൡ౨  ಇൿ ನಮಡ ෇ค ෭ನ๺ ಹൽචಂಟคಂದ ಐൿ ෭ನ๺ ಐൿ ಞ൐๭ ඛೕഴತ౨ ං ෩ರคಂದ ෩ฆ ෭ನ๺ ಅඝ౬  k 
ಎರಡคಂದ ಞ൐๭ർಗ ಇൿ ನಮಡ ෩ಲේತ฿ಜ ๒ನ౲  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං k 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๒ನ౲  ෈ ಮൡ౨  ๭ ಸ෥කಂತರ฿ಜฆโದคಂದ ಇದඝ౬  ෥ഴವ ಇඣ౬ ಂൿ เඋನๅಂದฉ කโ ෷ඛഡ
ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ෈ ಉದ౪ ౙಁ  ಬฉಯಬ๾ൿ කโ ๭ ೯൤ಡ ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಅโ ಸ෥කಂತರ 
ಅಥ฿ ಆಂഔඩ౲ ರಲฯ ಆಜದ౪ ฉ කโ ಒಂඃ เಷಯವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮൡ౨  ಯ ಪค෥ಣൽಂದ ಮൡ౨  ಪค෥ಣൽಂದ ූಜಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ಒಂඃ ಘಟಕ b c b c 
฿ಹಕಗಳඝ౬  ಪഷದฉ ಅಥ฿ ಪರಸ౭ ರ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜದ౪ ฉ කโ ಁಡ ෥ಡಬ๾ൿ ෈ ๭ ಡ ಸ෥කಂತರ฿ಜං ಎಂൿ 
൧ೕค๭ 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಇඣ౬ ಂൿ ෥ಗბ฿ಜං ಈಗ කโ ๯ಮ౱ ච ಸ඲౭  ෥ഺೕಣ ನಮಡ ඛೕಡมಜං , කโ ಮ൤౨  ಒಂൿ ಸಣ౧  
ಉർಹರൕಯඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ, ನಮಡ ಒಂൿ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ, ಅൿ ೯൤ಡ 10 phi phi 

ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಈಗ ಒಂൿ ๅಕౣ ฑ ನ ಘಟಕವඝ౬  ಉഴ๼ല෵ค, ಅย౵  ෩ฆ ೯൤ಡ කฤౙ  ಮൡ౨  j b b i j 
ಎರಡඡ ූಗಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං කโ ๅಕౣ ฑ ಡ อಬ฿ಜฆವ ಘಟಕವඝ౬  ಉഴ๼ല෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ຂำ൤౨ ೕๅ, b 
ಆದ౪ คಂದ කโ ೯൤ಡ ನ ಘಟಕವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ಜฆโದคಂದ ಇย౵  ූಗ฿ಜ ෮ದಲචಯದඝ౬  b 
ಉഴ๼ലಯ෎ಀ කඝ ಈ ෮ದಲ ಪ൤౨  ಅඝ౬  เವค๯൤౨ ೕච ಮൡ౨  ඦತರ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ಇ෈ ೋಃౙ ಗัฆ๋൤ eb 
൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ කโ ෮ದศ เವค๭ං౪ ೕๅ ඦತರ ಆຉ ಇൿ ನ ූಗ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಎರಡඡ ූಗವඝ౬  b 
ಉഴ๼ലಯฤ කโ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඣಂൽಡ ೋಃౙ ಗัฆವ ๅಕౣ ฑ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ eb 
ಮൡ౨  ෷ඛഡ ๅಕౣ ฑ ೯൤ಡ ಇൿ อಬ฿ಜฆವ ಅಂಶ฿ಜฆತ౨ ං b b 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸರಳ ๸ಒ౲ ಗำ ಮൡ౨  ඛೕโ ಈ ಉತ౨ ರಗಳඝ౬  ຂಡ ಃಲಸ ෥ಡಬ๾ൿ ಮൡ౨  ඛೕโ ಆ ๅಕౣ ฑ ಗಳ റഡ 
ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ඛೕโ ಪഷ෷ವ ಎರഴ ๅಕౣ ฑ ಗಳ ಉತ౨ ರಗಳඝ౬  ඛೕโ ಪค๏ೕยಸ෎౽ದฉ ಇඣ౬ ಂൿ เಷಯ 
ಅโಗಳඝ౬  0 ಎಂൿ ಪഷ෵ค ಏಃಂದฉ ಅโ ಪರಸ౭ ರ อಬ฿ಜฆತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಚಲನ๎ಸ౨ იൽಂದ ಸ౷ ಲ౭  ๯ൡ౨ ಬಳ๭ದ ౽ರಣ කโ ෨ಂൽನ ತರಗൟಯย౵  ๅಕౣ ฑ ಗಳඝ౬  
ඣೕಡฤ ඩ౳ ฏ෗๭ං౪ ೕๅ කโ ಸಮತಲ ಚಲචಯඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ කโ ಸಮತಲದย౵  ಚಲචಯඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  
කโ ๆಗ ಮൡ౨  ๆಗವಧბචಯ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಗಳඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ๭౩ ರ฿ದ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ๆಗವಧბච 
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