
ఈ ܌ࡗ మనం ڛనࠪܽڡझ झڡనࠪܽڛ  फࣃࠚరంߦऴ ޜ  ࠭ అڡߖڒ࠱ ޴ߝझ కएࡅ   ఒక ࢡఖ, ఇకए డ మనం  ఒక 
కएࡅ కణం ޳ࡶ ࢓޶ంࠉ  కద࡯కߘ అధङ యనం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ చలڒ ړߖߕరణ࢑ ݇ࠫ࠲వࡍంచڕంߝݞ 
ऒߖߕచల ࠭࠲  ࢑వࣃࡍफ ࠭, 
झڡనࠪܽڛ బܽद  మనంڒ అధङ ߘ  యనం ࣄۯనߩओ ళࢗ ړࡹలࡌ࢑వ ߝందޔ࢓రణమڒ ړߖ޻ మనం  ݡ ऱ࠭ .  
చలనం ࠭࠲ ߗڒ చలߖߕऒ ࢩ࢑   ऱࣃࢳफ ऒߖڜ ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦऴ ޜवసफంࢡޒమనం గ ߗڒ ,࠭  ऴߦథࠫక గށత 
࠙వనల޳۫ ߘभ ం   ࠥޒక ࢡवࣃफ ऒߖ  అభङ फనऒࣆࣄ ओߩ కएࡅ తంށగ ڕࠪ ݡ  సࣔయం అవసరమࡏࠬ ߖ 
ऴగࣕࣃफ ࠪ ంۨࡍڷ ࠬ ࠭࠲ ࠾ࡍమ  ࡏ ऱܼ అధङ ߘలࡌ࢑వ ంۨనࡍڷ ࢐ܽ ࡱత ࠙వనށగ ݦ యనం ࣃۯफ   .࠼
గށతంߗڒ ࡹ ఇకए డ ߖڜ ࠭࠲ऒ झߜڒ  ओߩన࠳అవసర ڕమన ߘद లߵ फࣃۯ చయంࡍప ݡ ࠭ 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఒక ࠭࠲  బܽदڒ  చలనం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠪ చరऐ ऱߦ ߘ  ࡛ߕ
फࣃۯ తంࠫࡍప ڕ ߤష࠵ ࠭,  అం݄   అం݄ ఒక కణం ࢑ࠪనంࡹ కޜࡱ޶ం޴ 
बࣃ బܽदڒ ऒߖߕ  ࢑వࡍంచړߖݞ ఇకए డ  ఒక ࠼ߦంࡹ ݋  మనం ڝఆࡍ नࣄ ݋ߝసदߖ޳ ۯ࡯ߧ ڴ ࠹ऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
మ࠾ࡍ మనం ࡓ ޴࣋ۯంݡ పరసओ రం  లంబ ޴శలڕࣆޓ ߘంܼ࠭ ࡹ࢐ܽ ఒకܽ మࡖకܽ x y 
ࡎڒ ݡంࡓ ߖ࢐ܽ బܽद ఇڒ दࣄయߤ  అࣿࡱ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ అ࢑ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఈ అࣿࡱ w  x y 
పరసओ రం లంబంڴ  ఉంܼ࠼   అం݄ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ 90 ݟऴڶల ڝణంࡹ ఉߕऒ ओߩఇ .࠼   ߘఖండన  ܽ࢒ ݡ
ఏ࠼ߦ ߕ޼ం޳ ݋छ ఇకए  .ࡏలం అంܼ࠮ ݦంచబۨࣇ ࡌ డ ښࡸషߤ   అ޴ߝ ఈ ࠼ߦం ऱܿ మ࠾ࡍ p x y 
కएࡅ ࡍఆڝ  नࣃࡱߧ ڴࡱ ݋ߝफ ࠭ మ޳ ࠾ࡍछ మనం అర ࡌ बం ڕࣆۯనऒ ऒߖࡌ޷ ఏࠫటం݄, మనం  ޴  x   x 
۫࣋फ, ఈ ࠉం࢓޶ అࣾం ࢗంట ఉనऒ छ޳  .޴फంࣆవ ݟంߘ లం࠮   x   x y ݟంబࢗ అࣾం ࠾ࡍమ ࡌ
ఉనऒ ࢓޶ంࠉ छ޳ రం޷  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  y  
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ߖ ࠪڒ బܽदڒ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ అంܼࡏ x y p 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  ऴ޳࢐भ ం ఒక ࠼ߦంࡅ ݋కए बࣃ  నం ఇߩओ ࡍఆڝ ݡ न޳ ࠪڒ ࡱ ݋ߝछ  p  x y ࡌ
ఇవछ బޔݡం࠼ߦ  ޴ం݋ కޔࡱ޶నऒ ओߩ నऒޔࡱ޶క ࡹంత ࠪరठంڜ ޴అ ݡ ऱܿ అర बం అޔ࢓ం޴, ఆ߯  p x
మࡱ࢑ ࠾ࡍవ࠼ޑࡏࠪ ࡱ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం ڛనࠪܽڡझ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩనݟ  y ߖ޵ ޴࣋ۯ మనం ݡ
ࢩ࢑ ऱషణ  ఇߩओ రछߖ మనం ݡ ۨంۯ మࡗ పదం ఉం޴.  మనం  పంړ फ ߖڴ࢑࠙ऒ  p o p ݟంߘ  ݋ం࠼ߦ फ࣋ڶ 
వరڕ ఆ߯ ఈ ߘంݟ వరࡔߖ ڕ भࢢంచబݟన ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋  , ఇ࠮ ޴లం  ߘంࡅ ݟకए बࣃ  నం వరڕ  ఈ o p p 

కࢗ  ߤష܊߰ మనం ߖ द࡛  అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, ఇߩओ ڡࡓݧ ޴ఇ ݡ द ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ ఎం޶కం݄ పࠪࡍణం ఆࡓ ߵంݡ   op
పހࠪࡍలߘ కڵ࡯ ఉంద࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭  ఒకܽ ࡅకए  ߰డڒࢗ ߖߖ޵ ,࢓द࡛ పࠪࡍణం అݞږ ߖ p 
फࣃࡱߧ కएࡅ ޜ࢓డ߰ ޻అ  ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ࡏ కएࡅ ݋ం࠼ߦ శ޴   op p  o p ڕవర ݟంߘ ࠭࠲ శ޴ 
फࣃఇ ߘफࡏڷ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ޴శ ࠪࢗ ڕక द࡛ కएࡅ    ޴फంࣆఇ ߘశ޴ 
కࢗ ࡏࠬ బܽदڒ द࡛ ఉనऒ ڵ࡯క ߘలހలࣾ ݡంࡓ  ߖ   పࠪࡍణం࢑࠙ ڴంచవ۪ऐ , ఒకܽ ࣃब నం ࢑షయంࡹ 
పࠪࡍణం. ڒࢗद࡛ ߰డ࢓ మࡓ  ࠾ࡍండవ޴ ޴శ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ కࢗ ࣄ࡯క द࡛ రछߖ ߖ  ۨంచవ۪ऐ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ
ఈ పހࠪࡍలޜ ఒక   ࣃब న ࢗక द࡛ ङޙऴప ߘ  కంߖ ڴరछ ۨంచగల࠭   , మనం ڕ࡯ڒङ ల࣒ అߖڜ ۯ࡯ߧ ߖऒ  
࠙వనల޳۫ ݞږ ߘभ ం మࡓ  ࠾ࡍంڕ࡯ڒ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ ݡङ ల࣒ ऴࠈం۶ ࡱ అߧ ߖలవవ۪ऐ , ࠭ం࠭࠲ ڴ޶ 
అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡅకए फࣃ۫ ߘలڒల࠮  ࠭ మ࠾ࡍ మ࠭࠲ ࡍࣃࡗ ఇకए డ ࢑వࣆࡍफనऒ తࠫࡍప ࡮ۧ ޴
గߖޑށऒ    గށతంࡹ  తరగڝࣆޓ ڴޒబడ޶   ఈ   మ࠾ࡍ మߖࡍऒ  ऴప࠲యం ఉనऒ  గށత సమసङ ల ࠙వనల 
గށత ࢑వࡏࠬ ࡱࡌ ࠬ గށత ࡏڝझ   ࡏడగల۫ ࡹ
ఉనऒ ڵ࡯క ࠭࠲ బܽदڒ ऒߖ޳దܽ࠴   అర बం ڝࣆۯవ࠭࠲  ړߖݞ   అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ࡹ   ఉతओ నऒ ం ࡅకए  
࠙వన అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, అߗऒ  ఉతओ ऒߕ ల ఆ߄రంڴ ఉంܼ࠼, ఇߩओ x ߖఉంద ߤࡷ ݦఉం ޕࡏࠪ ޜ ڕమన ݡ
అڕߘం޳ం.   ࡽڒ  అం݄ ఫంࣾړ ߤ సࠪనం y x 
ఒక క࡛छ  ࠭࠲ బܽदڒ  అ޴ߝ ఫంࣾړ ߤ సࠪనం అߖ ߖరछ ۨంۧ࠭ అం݄ ࡅకए నऒࠚ࢑   సం y x xڝ వలࡱ࢑ 
మనࡔ࢘ ڕछ ओߩనߧ࡯క ߖ࢐ܽ మనం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑  ࡏ फࣃࡱߧ ߖఅ ߘఖࡔఈ వऴక ݡ ࠭.  y y x 
కएࡅ  ఫంࣾߤ  ఇߩओ भ޳۫ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ  ߝఅ ࠾ࡍఖ߯ మࡔఈ వऴక ݡ ం   p q 
 ޴ఖ ఉంࡔవऴక ښఒ ڕబܽद మనڒ
ం࠼ߦ  ݡంࡓ ఖ߯ࡔబܽद ఈ   వऴకڒ ऱܿ మ࠾ࡍ ఉߕऒ  p q int q q  x  p ࡹశ޴ ޴ߝఅ ݋ం࠼ߦ .࠼
द࡮ݥ ݟంߘ द࡮ݥ ࡹశ޴ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡹరం޷     x p y y ޴ఉం ࡹరం޷ 
  q ࡱࢡఅࣿం ݋ం࠼ߦ బܽदڒ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ࡍఆڝ  न࠼ߦ ࠪڒ ࡱ ݋ߝంࡅ ݋కए  మڝ  ࠾ࡍఆࡍ नڝ ࡱ ݋ߝఆࡍ न݋ߝ  p x q y x x 
 ప ऱ࣒ द࡮ݥ   అޔ࢓ం޴ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   x y y y 
ओߩబܽद ఇڒ నऒޔߩࡱక ߖ మనం ݡ  సరళ ࡔఖߘ ۫࣋फ ఇ࢑ ఇߩओ నర޵    .࠼ఉంܼ ڴࡱࢡఅࣿం ݡ बం మనంpq

అࣾం ࢗంట ప߅ࡍ వరڜ ߖ ڕనࣃڵࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠼ߦ ڴ࢓ࡱߖం݋ వరࡿࢗ ڕफ ࠭  మ࠾ࡍ  x q p q 
ఈ ڝణం ܼޓ అࡅ ܼޓ , ޙ࠼కए  ܼంܐం࡮ݥ ݋द द࡮ݥ ߯  మనం సओ ߖఉంܿంద ڴసࠪనం ړ  షदంڴ x  y
۫డవ۪ऐ . ఇߩओ ओ߮ۮ మనం ݡ q p ޴फంࣆࡏۯ ߖ ࢓޶ంࠉ ,ఏࠫటం݄  ޴
फࣃࡏۯ ߖ  ߖ బܽद మనంڒ ࠭ అం݄ మనం ఇߩओ దగ ړ ݋ం࠼ߦ ߖߖ޳ ݡ ठరࢂڙࣆޓ ڴफߕऒ ࠭, అޙ࠼ q p p 
అ޴ ఖۨऐ తం࠼ߦ  ڴంࢗ ړ ݋ళ ऱ޶ p 
द࡮ݥ ࠭ޑࠋۮ ߖంܿందڕࡏۯ ߖ బܽद మనంڒ ऒߕࣆ  q p ߖఅ ࣔ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߖంܿందڕࡏۯ ړ x  
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అర बం  ࡮ݥद  అం݄ ࢗంట ఉనऒ द࡮ݥ  ߗڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړ0 0 ݞږ ޴రం ఇ޷   ఈ ࡓంݟంܽ ࢑భజనve y y x 
  ఇ޴  ఒక ࡍߖ भషद సందరग ంߕࣆ ࡹऒ द࡮ݥ ڴరణం߄ࣃ ߗڒ ,޶ڝࡏۯ ړ छ޳  द࡮ݥ ࡌ  ఇ޴ ఒక ۨనऒ  y  x 
పࠪࡍణం  ఇߕࣆ ޴ऒ ఇకए ࠾ࡍమ ޶ڝࡏۯ ړ డ ࠬࡏ ۫డగ޴ڼ࡯ సరళ ࡔఖ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ వదभ  pq pq p 
వऴకࡔఖڕ ܼంܐంڕࡏۯ ߘ ݋ంܿం޴ 
కएࡅ ఖࡔ బܽद మనంڒ కएࡅ ఖࡔఖ వऴకࡔ फ࣋ۨࣇ ߘࡱ࢐   ܼంܐంڕࡏۯ ڕ ݋ంܿం޴  మࡔ ࠾ࡍఖ pq 
కएࡅ ࡍఆڝ  ఆࣣ ࡏࠬ ऱࢁమ ࡱ࢐  न܉ ݋ߝङ फࣃ۫ ࡹޒࠫ  ,ࡏ
झࡏڝ తంށగ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ  ఖࡔ మనం ఈ ࡹ छ޳ ߘࡱ࢐  फ, మన వదभ ఉనऒ࣋ۨࣇ ࡌ కएࡅ ఖࡔ  ޴  m m 
द࡮ݥ ࡱ࢐ छ޳  द࡮ݥ ࡌ ఉనऒ ࡹޒࠫࡍసࠪనం  ప ړ  द࡮ݥ  y.޴ంޔࢂࢗ ړ0  x x  

ओߩబܽद ఇڒ కएࡅ ߤంۨ ఫంࣾ߅సంబం ړ   ޴࣋ۯ మనం ݡ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ రछߖ  ۨంచడం, ఇకए డ  x y y x 
కएࡅ రछߖ ޴న ۲ట ఇ࠼సࠪనం అ ړ  ۨంచబݟం޴ f
छ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ۨ ࡌ ऒࣔ ऒߖ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴  అߖ ऴ࢐యబݟంޜ ߖߖ޳ ࠭࠲  ޴ dx dy resp 

కएࡅ కएࡅ   ఉతओ నऒ ంڴ ऴࣃ࢐फ ప  ޴ఇ ڕవర ݟంߘ  ࠭ ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ న࣒࠳   ఫంࣾړ ߤ x f ct x x x 
సࠪనం అޔ࢓ం޴ 
వదभ ఉనऒ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ  వ  పࡱ࢑  ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ఉంܿం޴, ఇ࡮ݥ ޴द द࡮ݥ ߖ న࣒࠳   x y x x y   f x ޜ  x
द࡮ݥ  ࠾ࡍంܼ࠭  మڕࣆޓ మనం ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ నऒޔߩ۫ ठڷ࠴ ړ0  ం޶న ߖߖ޵ పޒࠫࡍ x 
ऴపऴړయ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭. 
द࡮ݥ ߖߖ޵ బܽदڒ फࣃऴ࢐ ࡮ఇ ࡹޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ0  ࠭ మࣃ   ߖߖ޵ ࠾ࡍब నం వదभ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉతओ నऒ ం x x  
అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ ݋ంܐంܼ  ࡹఆ సమయం ޴ఇ ޳ࡶ  ࡱ࢐  సࠪనం ړߖ޵ ޴ఇ ڴకంޒࠥ ࠾ࡍమ ࡏ  ڕࡱ࢐ 
సࠪనం 
ఉతओ ࠭࠲ బܽदڒ ऒߕ ऒߖ  ఇߖ ࡮రछ फࣃۨ ࠭ మ࠾ࡍ  ఈ ߜڒ ࢟ܽ࢘ࡍݥझ రछߖ  ࡍࣃࡗమ ߖ दߵ ۨంచంࡏࠬ ݟ 
గށత ࡏڝझ ओߩనࣄۯ  ओߩనࣄۯ   ࡏࠬ ݡ ओߩనࣄۯ ఆࣣ ࠬ ݡ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ ऒߖڜ సంڝ ల ࢟ܽ࢘ࡍݥ   .ࡏ  
వ۪ऐڒ అవసరం ڕమన  ࡱޑऴࣇ రణ߄ࣃ  
घࡏ߷ ఈ ߘߝ బܽदڒ ऱࡹ࡮ ऒߖڜ  ంܽڕࠬ ߖ ఇࣃफ  ߘ
కएࡅ ڕబܽद మనڒ  మࡅ ࠾ࡍకए  అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం మనڕ x u x v x 
కएࡅ  ఉనऒ ݄ऱ ࡓంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఉߕऒ ओߩఅ  ఇ࢑  ࠼ మన వదभ ఉనऒ ݡ ࢑  ప ऱ࣒ ఉతओ ݟంߘ  నऒ ం f u v 
అ࠼నޑ࠴ ޴फ  de  ࡱ ࢟ܽ࢘ࡍ  సࠪనం ړߖ
రछߖ ڴతफం࠴ బܽदڒ ۨంచబݟన ఏߕ޼ పࠪࡍణం ࠬࡏ వङ ړ फగత ఫంࣾߤ ల ఉతओ ऒߕ ऒߖ వ۪ऐڝࣆޓ    ఉతओ  फޒ
కएࡅ ࠾ࡍమ ࠭࠲ , ంۨݟܔ ߖ࢐ܽ సంڝ  ఉతओ ఉనऒ ڵ࡯క ߖफޒ టऱࡅ  ߖ޳ ,ޙ࠼కए  ఉతओ నऒ ం ࡏࣃऱ u v u 

छ޳ ప  ࡌ ऱ࣒ छ޳   ऱ dv dx v du by dxࡏࣃ  ޴ంޔݡంచబ޴అం ࡌ
ఉనऒ ڵ࡯క ࠭࠲ సంڝ కݟږ ޴బܽद  ఇڒ  అߖ ޻యࠪߖऒ  అߘసࡍంచߗڒ ,޶ ఉతओ సం ఉతओڝ फޒ నऒ  న࠳
కएࡅ ఆ߯  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ యమం ఈߖ छ޳  ఉతओ   ޳ࡶ ࡌ నऒ ం ޳छ  d quients d dx dx ࡌ
ఉతओ ړߖڴ࠙ ఒక ࠭࠲ ړߖڴ࠙ నݟంచబڵ࠙ నऒ ऒߖయࠪߖ న࠳  కڵ࡯ ఉߕऒ छ޳  ࠭  ఒక ఓవ࡛ u v ޴ߝఅ ࡌ

࣋ए छ छ޳ ࡛ छ޳ ऱࡏࣃ న࣒࠳ ࡌ v du dx u dv dvࡏࠬ ߘల ߤష࢘ࡍݥ ఆࣣ ఈ  ࡍࣃࡗమ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ
ఇߩओ झࡏڝ తށగ  ࠬ ݡ फࣃۯ ڴ࢑వరం ࡹ ం, ఒక࢘ళ ࠪڕ  శړ फ ఉం݄  అߩओ కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ ݡ  x   x n 
శړ फࡅ ړకए  ఉతओ నऒ ం   ࠳న࣒ 1 ࡅకए  శړ फࡏࣃ ړऱ   ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ మనڕ అߝ x n n x u 
ఫంࣾߤ ఉం݄, ࡅకए మన వదभ ఉనऒ ޙ࠼సࠪనం  అ ޜ  ఉతओ ޴ నऒ ం. ړ సంబం߅ంۨ ࡅకए   u u x u x n  
శړ फړ ࠬ శړ फࡏࣃ ړऱ   ఇవछ బޔݡం࠳  ޴న࣒ 1 ࡓ ऱܿ మړߖ܉ߖ ࠾ࡍ ఈ ߷ࡏघ  n u n du by dx  ߘߝ ࡮
घࡏ߷ నࣄۯ కएࡅ ࡮ కएࡅ పంࡐ రణ߄ࣃ   ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए సࠪనం  u u x u ړ 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ݡ డ అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾڴ ߤ మనࣆࡱޘ ڕ, అ޴ߝ  ࣋ए छ f u f u u 2 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛

సࠪనం x ړ
కएࡅ ߖ ߤబܽद ఫంࣾڒ  ఫంࣾࣃࡱߧ ڴ ߤफ ओߩమనం ఇ ࠾ࡍమ  ࡏ కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ ݡ  u a  xf u  x f 
ఉతओ ऒߕ ऒߖ   కߕھߘలڕߘం݄ ఇకए డ   గమߖంచంݟ, అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾࡱߧ ڴ ߤవబޔݡం޴ మ࠾ࡍf u 

అࡅ ޴ߝకए  ఫంࣾࡱߧ ڴ ߤవబޔݡం޴ u x 
బܽद ఇకएڒ డ  మనం ޴࣋ۯ ఏࠫటం݄  ఇ࠴ ޴దట ڕࠬ ࠭࠲ సంబం߅ంۨ ߖ ࠡదం ࣄۯ, ఆ߯  ړ f x 
సంబం߅ంۨ ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ޳छ फࣃށڷ ࡌ ࠭ మߝ޵ ࠾ࡍऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡽࡐ ߤ۰   u࡮ۧ ڴతర۪ ޴ఇ  ࡏ
ఉపࡆగకరంڴ ఉంܿం޴ మߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ ,࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ   ఎ࡮ ఉపࣃڵࡆफ ࠭  ఇߩओ  ݡ
మనߦ ڕపం ߘంݟ ఉతओ నऒ ऒߕఉ ݞږ ࡱ ߤఫంࣾ  ޒణࠫڝޒన ऴ࠳ కएࡅ ޴ߝంۨ  అ߅సంబం  ࠼  ex x x 
కएࡅ ంۨ߅సంబం ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤ࣌ڜ కएࡅ ࣒ڒ   ఉతओ నऒ ం ړ సంబం߅ంۨ ఇ࠳  ޴న࣒ ࡏڷफ ړx x x x
సࠪనం ܼంܐం݋ మܼڝ ࠾ࡍంܐం݋ ࣊కߤ ల ڝసం ߷ࡏघ ऒߕఉ ࡱ࡮ ऒߗఅవ  ࠼  ఇకए డ ߘంݟ పߖ x 
యవ۪ऐۯ  మߖڜ ࡹ࢐ܽ ࠾ࡍऒ ంܽߖ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ఉతओ ࠭࠲ ࡱయࠪߖ నࣄۯ ࠭࠲    ڵ࡯క ߖफޒ
ఉߕऒ ࠭  
కएࡅ ݋ంܐబܽद ܼంڒ  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  కھߘనడం ڝసం ڵ࠙ ޜ ߤ࣌ڜ ߘ ߤ࣌ ࠭࠲ంచవ۪ऐ  మߖߖ޳ ࠾ࡍ పߖ 
యవ۪ऐۯ  
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 ࢓యగలۯ ࡱ࠻࢑ష బܽद   ఈڒ
ऒߖڜ బܽद ఇ࢑ڒ  అవకలన ڕ࡯ڒङ ల࣒ ߖڜ ࡹऒ , ఇ࢑  ऴపࣆफతం అవసరం ڒవ۪ऐ    స࡯߱ࡍక అవసరం అޔ࢓ం޴, 
అޙ࠼ మనڕ అవసర࠳నߩओ ओߩన࠳అవసర  ڕమన ࠾ࡍమ ݡ  ڴभ޴ڜ ڕమన ࢑࣋۫ మనం ݡ
అవసరమࡃङ ࢑  మనం సమऴగ   ڕ࡯ڒङ ల࣒ అࣆࡱߧ ߖफనऒ ऒߖڜ   అంࡱࢡ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనࡅ   ڕకए  x 
ఫంࣾߤ ఉం݄ మ࠾ࡍ మనڕ ఏࠫ ࡹ࢐ڒ ఈ సమసङ  ఉం݄.  కھߘనడం అࡅ ޴ߝకए  మ࠾ࡍ f x f x 
అࣾం మధङ లङࢡ࢙  ం  ړ సࠪనం ޳ࡶ మధङ  సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం అం݄  ఈ సమయంࡹ a x x a x b x
అࣾం మࡖకړߖ޳ సࠪనం ࠼ߦంړ ݋ సࠪనం ࠪڒ ڕవలࣄన ఫంࣾߤ ఉం޴   అࣾం x x b fx   x 
మ࠾ࡍ మధङ  ఉంݭݥࢺ ݦ  ࠙గం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనړߖݞ  మ࠾ࡍ ఎడమ ࢙ߩన మనڕ fx   
పړ ߩ࢙ݟڕ ޒࠫࡍ  సࠪనం, ࡅకए  అ޴ߝ సరళ ࡔఖ అޙ࠼ అړ ޴ߝ సࠪనంڴ ఉంܿం޴. x a x f x b
అߩओ ర޵ ంతంߦऴ ݡ डచޔరऴసం ࡅకए లङࢡ࢙  ం అޔ࢓ం޴,  ఇ޴ మనం ࣆలభంڴ పۯ ߖయవ۪ऐ , అޙ࠼ 
ఇࡅ ޴కए అࣾం మధङ ݟంߘ  ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ,ޙ࠼ఖ  అࡔరణ వऴక߄ࣃ   ఉనऒ  ఈ x f x ab a x 
ऴߦంߖޑऒ  కھߘనడం ڝసం ߖ޵ऒ  ఎ࡮ ప࡯࠻ۯ ߖ  మనం ޴࣋ۯ  ఈ ऴߦంߖޑऒ  ࢑భ܊ంచడం, b 
ऒߖࡌ޷  ఈ సࠪనం ఈ ޴సࠪనం ఇ ޴అࣾం  ఇ ޴ఇ ,޴ఖ ఉంࡔఈ వऴక ڕబܽद మనڒ  f x x x a x x b a 
క ۨనऒߝఅ ڕవర ݟంߘ फࣃڵ࠙ ࡹలࠪࡌ࢑  भ޳۫ ࠭ ం  ߰܊షߤ ఇంటࡎघ छ޳  ߤష܊߰ ݋యݟ  b xi ࡌ
ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠪࡌ࢑లࡹ ऴపޒ ఒకए द࡮ݥ ܽ   xi  ޴ఉం ڵ࡯క ߖ࢑ݟߖ 
ओߩబܽद ఇڒ द࡮ݥ మࡌ࢑ ࡍప޶త ࠾ࡍమ ߖ ߘߝ ݡ ऒߕफࣆ۫ ߖ  అర ߖఅ ߘ बం  ఈ ऴߦంړߖޑ xi xi ai 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ఇకए డ ఈ ఎޔफڕ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए   ఇకए డ ఏ޴ అޙ࠼ అ޴ f f  xi 
द࡮ݥ  ߖ दߵࣄव ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜ  కएࡅ  ओࡱడࢗ    మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎޔफ x
కएࡅ ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ  ఉతओ दߵࣄव ڕߕ फޒ కएࡅ  ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  ఇࣆफం޴ 
లङࢡ࢙ తफం࠴ ޴బܽद ఇڒ ం  ఈ ࡮ݥद కएࡅ   తफం సమघ࠴  షڕ ߤ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ AI 
అర ߖ޵ బܽदڒ बం  ߘߝ ఈ ऴߦంޑలߖऒ ఇకए ߖܽ డ  తߘࣃۯ ࡏ࠻   మߖ࢐ܽ ࠾ࡍ కߘޑߩࡱ, అڕߕ ޴ 
पࡌफࣅ࢑ తफం࠴ ऒߖ  ఇࣆफం޴ 
ऴ࢐࣋फ మన దగ ߖߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ठర ఉనऒ घ࠲స ޴ంతం  ఇߦతफం ऴ࠴ ޴ షڒ ߤङ घڴࣄ ࡽటߧ द࡮ݥ   ఐړ ۨహऒ ం 
ओߩఇ ߘߝ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړతफం࠴ తफం࠴  ޴బܽद ఇڒ द࡮ݥ ݡ కएࡅ    ఒకܽ ߘంړ ݟ xi x nf
ऒߕफࢂࢗ కएࡅ ంతంߦऴ  ߘ తफం సమघ࠴  షࡱ ߤ   ఖۨऐ త࠳న ऴߦంړߖޑ స࡮߱ࡍలం݄  అం݄ మనం ఈ 
ర޵ डచޔరऴࣃలߘ ۨనऒ నऒۨ ࠾ࡍమ ڴ࢑  ࡯࠻ۯ ڴ޴
ओߦۮ ࡹ࠻ۯ మనం ఏࠫ ޙߧ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ బܽद  అనంతంڒ  ఆ߯ n n  ,޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ అం݄ ࡯
స࠲घ షࡏڷ ߤफ మన వదभ ఉనऒ फࣃࡱߧ ߖసమऴగం అ ߖߖ޳  ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఒక  ߰ڴڷݡ ఉంݦ ۨ ऒࣔ ऒߖ  
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ఇ޴ సమऴగతڕ ۨహऒ ం s 
ऒߖ޵ బܽदڒ   అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫ߧనߩओ घڴࣄ ݡ   అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.  సమऴగ࠳న޴ మ࠾ࡍ మనం ߮ۮओ  n ޴
ऴߦంతం మ࡮ݥ ࠾ࡍद కएࡅ  కएࡅ   సమऴగత ߖߖ޳  ࠭࠲ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈܘ x x f dx x 
ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ܿ ఈܘ ఈࠉ ܿ ڡ ఈܘ ఈܘ ఈకछ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࠉ ܿ ࡽ  x  ړߖݞంచࡍ࢑వ ڕࠬ ߘߝ ݡ

ఈܘ ఈకछ ఈకछ ࠾ࡍమ ܿ ࡽ  x x b to b a bfxdx ڴసమऴగం  ڕవర ݟంߘ ߖߖ޵ ڴరణం߄ࣃ ߗڒ  ࡽ
ऴࣃ࢐फ ࠭ మߖߖ޵ ࠾ࡍ మనం సమऴగం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ 
కएࡅ ఖࡔబܽद వऴకڒ  సమऴగత అ޴ߝ వऴకࡔఖ ऴړంద ఉనऒ  ऴߦంతం  ڷ޴వ పޒࠫࡍ మ࠾ࡍ ఎڷవ పޒࠫࡍ మధङ
ఇ޴ ఇకए డ ࠴దܽ పޒࠫࡍ  ఏڔకరణ ࡅకए కएࡅ కరణڔఏ ߖߖ޵ ࠾ࡍమ ޒࠫࡍవ పڷ޴   ఎڷవ పޒࠫࡍ అߖ 
फࣃࡱߧ   ,ࡏ
ంద ఉనऒړల ऴޔࠫࡍప ࠭࠲ ߘఅܿవంܽ సమऴగత ࠾ࡍబܽद మڒ  ऴߦంతం కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ  నࣄۯ మనం ݡ
పࡎߖ   ߖߖ पత సమऴగం అࣃࡱߧ ߖफ ఈ  ఖۨऐ ࠾ࡍమ ࡏ త࠳న సమऴగత ఇߩओ ంద ఉనऒړఖ ऴࡔవऴక ݡ  ऴߦంతం 
ఏࠫ ۯయగల޶  మనం ߧ۫ ݞږంచగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, ఏڔకరణ  అ޴ߝ ࠡదం ࡅకए  ڕమం, అం݄ మనࡹ࢑ 

కएࡅ  ఫంࣾߤ ఉం݄, ࡅకए  ఉతओ నऒ ం ࡅకए ओߩఅ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  కएࡅ  ݡ  x g  gx f x x g 
అࡅ ޴ߝకए  సమऴగతڕ సࠪనం.fx 
 x 
छ޳ కం݄޶మం  ࠡదం ఎంࡹ࢑ ߤషڼఇంܽऴ ࡹణంڝ బܽद ఆڒ కएࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡌ  ah  dg dx f f 
సమऴగం ړ సࠪనం మ࠾ࡍ  మనం ߖڜऒ  ऴࣄ࢐నߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ऴ࢐యవ۪ऐ g ڕవర ݟంߘ , a b  fxdx 
సమऴగం అޙࠉۮ ߖ ఇࡅ ޴కए ఖۨऐ   ࠭࠲  ࠾ࡍమ  ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  త࠳న ఏڔకరణߘ x g
ఉంۨనߩओ ఇకए  ݡ డ పޔࠫࡍలߘ ఉం۪࠭ޑ , ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఈ gb ga
࢑ధంڴ మనం ఏڔకరణࡹ పޔࠫࡍలߘ ఉం۪࠭ޑ మߖ޳  ࠾ࡍऒ  ఒక ఫంࣾࡐ ߤపంࡹ వ࣋࢘࡯޴फ, ఆ߯ 
సమऴగ ఫంࣾߤ  ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం వర࡮࠮ ڕङ ంకనం ۯయబޔݡం޴  మ࠾ࡍ సమऴగ ఫంࣾߤ ల ڝసం ߖڜऒ   
घࡏ߷ ऱࡹ࡮ ऒߖڜ ߖ ంܽ࠭࠲ ߖ మࢁऱ  ۫࣋फ   ࠬߖ޵ ࡏऒ  ࠬ ఏ ߩసफకంߕߞࡹ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అړߖ޵ ࢑ x 
సంబం߅ంۨ శړ फߖߦࡐ ړऒ  సమऴగంڕࣆޓ ڴంܼߘ  .࠼ంݟ  ప ऱ࣒ కएࡅ 1   శړ फړ  ప ऱ࣒  n   x x n n ޜ  1 
ओߩఎలऱ ࠭࠲  ۲ట ߖటदబడ߭ ࡱޔࠫࡍప ߕ޼ఏ ࡹలڴక సమऴ߅రవߖ ంకం ఈࡌबࣄ  నݟంచబڵ࠙  ఏకపࣾ ݢ
घࡏ߷ ఈ ࠾ࡍమ ࠭ޑఉం۪ ڕంకం వరࡌबࣄ   న࣒ n  n࠳ కం݄޶ఎం  ޶ڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ࡹ࡮
ఒకܽړ సࠪనం అޙ࠼ ఇߕࣆ  ޴ऒ  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ పۯ ߖయڝ  ޶సం ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం ޶ڒ,n 
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ఆ߯ మన1 ڕ కం݄ ߯ మࡖక ߷ࡏघ  సࠪనం x dx  x n ړన࣒ 1࠳ ޴ߝఅం݄ అ ,޴ఉంܿం  ڴసమऴగం ࡮
అ࠼నߩओ छ޳ ߤఫంࣾ ߝన࣒ 1 అ࠳ ޴ఇ ݡ ఇవछ ࡌ బޔݡంࡅ  ޴కए  ఈ x ۃ࡮ ࡽర۪ߝ ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ 
ఫంࣾࡍڷ ߤంۨ ࠬڕ ऴపࣆफతం ߭దभ࡯ޘ ڴయక߱వ۪ऐ ऒߖڜ  ࠬ  ߗڒ    గށత ࡏڝझ లߖ޵ ࡏࠬ ࡹऒ  తࡌछ త 
फࣃ۫ ओߩన࠳అవసర ޴ఇ ڕࠪ ࠾ࡍమ ࡏ ऒߖ޵  ࠭࠲ ݡ  మ࢑ ࡍࣃࡗవࣃࡍफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇߖ ࢑రవ߅క 
సమऴࡱڴ.  ఒక ఏకపࣾ ࣄबࡌంకం ఉంచంݟ  ఆࣣ మࡓ ࡗం࢑ ݡషࡱ࠻ మనڕ అవసర࠳నߩओ కएࡅ  ݡ  xdx 
కएࡅ ߤ࣌  ఈ సమऴࡅ  ࡱڴకए కएࡅ ࠾ࡍమ ړ ߤ࣌ڜ న࣒࠳   x plus c x dx ڕసమऴగత ߤ࣌ڜ 
సࠪనంڴ ఉంܼ࠼, ఇړ ޴ సࠪనం అޔ࢓ం޴  మ࠾ࡍ ఈ ࡱ߇࢑  ఈ ࡓంࡏ߷ ݡघ   x plus c ࡏࠬ ࡱ࡮
ందవ۪ऐ߰ ڴࡏߝ ݟంߘ యమంߖ మࡹ࢑   ఆ ఉతओ నऒ ం  ఏڔకరణ ࡅకए ࠪ ߘߝ ߖమం అࡹ࢑  ऱܼ  , ߘݞ
ఇߩओ ऒߖڜ ఇ࢑ ݡ   మనం ۫ࣄన గށత ऴࠫ࡯ߧనࡱࡎ ఇߩओ झڡߖڒ࠱ మనం ݡ भ޳వ ڵࡍޒ ړ  ం 
బܽद ۨనऒڒ ऒߕڕࣆޓ  ڡࠐऴ ߘߝ  ޴ ऒߗఇవ ڕమన ߗڒ ,࠭  అవసరం 
ओߩబܽद  మనం ఇڒ  ࠭ࢡۯ ڕ޶ఎం ݡ
झڡߖڒ࠱ బܽद  మనంڒ  మڡ܊߸ ࠾ࡍझ फࣃవ ڵࡍޒ ړ  ࠭ మڛ ࠾ࡍనࠪܽڡझ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ   ం޳ంڕݡ
झڡߖڒ࠱  ߯  మన ऴߦథࠫక చరऐ రछߖ కణ ࡹ చనంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం.   ࡍߦ दకڡߖڒ࠱ ࡽझ ࡍߦ  दకࡽ అ࡮ۧ ޴ߝ ۨనऒ  
ఉనऒ ࡹ܌࣌  ఒక ఎంܾܽ అం݄ మనం ߖ޵ऒ  ఒక ࠉంߗڒ ڴ࢓޶ పࠫࡍత ऴదవङ ఆదరज ߗڒ ڴࢢࡌ ంࣃࡏࠪ ڴफ ࠭ 

फࣃࡱߧ మనం ߘ࢓फࣆబܽद అܿవంܽ వڒ फࣃށగࡍప ࡵమనం ఒక కణం వ ߖߖ޳ ,࠭ ࠭  ఇߩओ ఒక ߖߖ޳ మనం ݡ
కణం ߘంݟ ప࣋࡯ࢣࡍफ అ޴ ఆࣣ ڒవ۪ऐ నऒۨ ࡮ۧ ݋ం࠼ߦ ࡽక܊߸   ధङࣃ నడంھߘక ߖ ܘ࣌ ఆࣣ  ޴ ం 
క߱వ۪ऐڒ  మ࠾ࡍ మనం ۫డ޴ࡃࠓ మనం ڡߖڒ࠱झ  చ࢑޴నߩओ फࣃۯ  ݋ऴܾ  ݡ ం మ࠾ࡍ తర۪ڴ ऴ݋ڙړ 
फࣃށగࡍప ݞږ ߖ࢐ܽ  వంܽ ࡽࠈ ݋ߺ ޳ࡶ ࡽࠈ ࠭.  ఒక కణం వࡵ పࡍగށంచబޔݡం޴ 
నझڒ బܽद   ఈڒ ࡛ ల ޳छ వङ ࡌ ړ फగత శࡌࡎల ޳छ  ࡮ۧ फ࣋࡯߱ ޜణంࠪࡍప ߖ޳ రం޷   నߧ޴క ࡱ ߤڒ ఈ ࡌ
߭దभ޴ అ࠭࠲  ޙ࠼ ఈ ࢑ష࠻లߘ ఎߩओ ఉనऒ ࡹ޶ంచగల࠭ అంށగࡍప ڴకణం ݡ వߗऒ  ఒక   అڴ࡮ ޻ p 
కߕޔࡱ޶ऒ య࠭࠲ ߖ ఊࣕࣃफ ࠭.  
ంచవ۪ऐށగࡍప ڴࡱހక ߖܽ࢒ బܽद మనంڒ  
బܽद ఇకएڒ డ మనڕ ఉనऒ  ࡶ޴రం కࡎశ ݞంڕధపడࠈ ంۨࡍڷ లࡌ࢑వ లڴ࠙ ࢑࢑ధ ߖࡹరంࡎఏࠫటం݄ , శ ޴
ࠪరठం ࡅకए ऒߖࡌࡎమనం  ఈ శ    ,ޙ࠳అవసర ࡱߕతफం అంచ࠴   ఒక కణం మ޷ ࠾ࡍరం వࡵ 
పࡍగށంచవ۪ऐ .  శࡎరం ޳छ ओߩఇ   ࡯ݞఉం ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ ణం కం݄ࠪࡍర పࡎశ ޴నݟంచబ࡯తర ࡌ  మనం ݡ
फࣃवࢡ కޒࠥ ऒߖ  చ࢘޴టߩओ ऒߖ޳క పࡖమ ݡ రछߖ ݞږ  फࣃۨ झڡ܊߸ ࠭  ఒక దృఢ࠳న శࡎరం మ࠾ࡍ దృఢ࠳న 
శࡎరం అం݄   ఏࡓ ߕ޼ంݡ కހల మధङ ओߩరం ఎలऱ޷     మనం ڕహరణ޳ఉ ,  ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ښఒ ݢ
రబख ङࠈ ࡏ ంߖ ݭ ۫డంݟ మߘߝ  ࠾ࡍ రబख ङࠈ ࡏ ంࣃ ߖ ݭగ࣋޵फ, ࣃ ߖߖ޳ ߘߝగࣄ޵నߩओ రబख ݡ  ࡏ
ङࠈ ంݭ ߯ ߭  फࡏڷ ߘల ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ  दܿڕంܼߘ, ఆ߯ ࡓం࠼ߦ ݡం݋ ల మధङ  ߘߝ ߖందޔࡏࠪ రం޷ 
కߕھߘऒ  ࠼ޑࡏࠪ ࡱ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ  ߘ
బܽद మన రబखڒ ङࠈ ࡏ ంߘ ݭ దృఢ࠳న ڴݠࠈ పࡍగށంచ࠭ࡶ, అޙ࠼  ఉం݄  ߘߝ కޔࡱ޶నऒ  ऴ݋ڙړ 
బంࣆ۫ ߖޒफߕऒ ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ ߯ ࡽࠈ ݋ڙړऴ ݡ फࣃۯ फࡏڷ ߘల ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ   ,ߘ
నऒޔࡱ޶క ࡽࠈ  బܽदڒ ओߩ కదలవ۪ऐ ࡱ ݋ం࠼ߦ ݡ ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽࠈ ߘߝ ߗڒ   
ऒߖࡌ޷   ۫࣋फ అ޴ ఎలऱߩओ ओߩరం  ఇࡎన శ࠳దృఢ  ݟయంۯ ࡽڒ ڴ  .޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ మనం ఇకए ݡ డ 
झڡߖڒ࠱ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ ओߩనݟ డ࡮ऱ  ఒక ࠉంࡅ ࢓޶కए  చలనం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మ࠾ࡍ  ఒక 
झߤࡓఫࡍ ڕమన ړߖݞంచߖగమ ޾ంޔࡱ޶క ࡮ఎ ޴అ ޳ࡶ ޾ంޔࡱ޶క ࡮ఎ ݋ం࠼ߦ  ऴ࠹߿ అߧ ߖలవబݦ 
࠙వన అవసరమޔ࢓ంࡍ  .޴ఫߤࡓझ  ऴࡹ ࠹߿ ఈ  ߜڒझ అర ߘ दߵ बం ڝࣆۯవడం ۧ࡮ ࠭ఖङ ం,   ఇࡓ ޴ంݡ 
ంటऱ మధङ࠼ߦ ओߩరం ఎలऱ޷     ߤషښࡸ ݦఉం ڴबరంࣄ ݢ
झߤࡓఫࡍ ݭంۀऴ ߘߝ ,ఉం݄ ݟలబߖ ల߯ߝ ߘߝ ڕహరణ޳బܽद మనం ఉڒ    ऴ࠹߿ అߘޑࠋۮ ߖ  మ࠾ࡍ 
ఉనऒ ࡹనం޳࠳  .फ࣋۫ ߖంܽݟంࡓ ߕ޼ఏ ߘߝ ం࠼ߦ  ऱܿ ࢐ܽ మధङ  ޶రం  ࠪర޷ 
झߤࡓఫࡍ ߘߝ బܽदڒ  ऴߖ ࠹߿ ఇߖ ࡮రछ ۨంۧߘ మࡍ ࠾ࡍఫߤࡓझ  ऴߕ  ޴࣋ۯ ߘߝ ࡹ ࠹߿ దగ ठర ߰డۯ࡯ڜ ߘ࢓
పࡍకరం ఉం޴ మߕ ࠾ࡍ దగ ठర గ࠻ݟరం ఉంߘߝ ޜߖ޳ ,޴ సమߖ࠻ऒ फࣃࡱڜ    ߘ
झߤࡓఫࡍ బܽदڒ  ऴࡹ ࠹߿ ߰డڜ ߘ࢓లవړߖݞ  ఒక పࡍకరం మ࠾ࡍ సమߖ࠻ऒ ࠾ࡍకరం మࡍఒక ప ړߖݞలవڜ 
పࡍకరం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ గ࠻ݟరం వࡵ ఉంݦ పࡍకߖࡌऒ  ऴڕߕ ڴܿߦ ޜ ࠹߿ అవసర࠳న ࡓంݡ 
అంࡱࢡ ఉߕऒ   ,࠼
ओߩబܽद ఇڒ ऒߘచన߯ నࣇ ߘߝ ݡ షएࡍప ߘߝ   ߘߝ ࠾ࡍమ ࠹߿ऴ  ߘంܼڕం۪ࡍ
గమߖంۧలڕߘంܿߕऒ  ߘ
ओߩబܽद ఇڒ झߤࡓఫࡍ ఈ ߘߝ ݡ  ऴߖࡹ ࠹߿ ఒక ࠼ߦంࡅ ݋కए  కద࡯కߘ గమߖంచగలߘ p 
ओߩۮ ߖల అߝ ޴బܽद ఇڒ ఇకए ߘߝ  ,ం޳ంڕ డ ఒక వङ ړ फ ఉߕऒ ఇకए ,ݡ డ ࡏږ ߘߝऐ ऒߕ  ఈ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ
  p ޴ంޜࡱ޶క ޜసమయం  ޴ఉం ݋ం࠼ߦ
ऒߖࡌ޷ ݋ం࠼ߦ ߘߝ ,సࠪనం ړ0 ࡹబܽद ఆ సమయంڒ   సమయంࣃࡱڜ ޜफ  t p ޜసమయం ࠾ࡍమ ߘ
फࣇࡱڜ ޾ంޔࡏࠪ ࡮ఎ ܿߦ దగ ߕ  ړߖݞలవڜ ߘ࢓డ߰ ,ߘఉంܼ ߝ ठర ఒక పࡍకరం ఉం޴   మ࠾ࡍ p 
సమߖ࠻ऒ దగ ߕ ړߖݞలవڜ  ठర పࡍకరం ఉం޴. ఇ࠼ߦ   ࡏ࢐ ޴ంࡅ ݋కए  కద࡯కߘ గమߖంచడం ߘߝ p 
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۫డగలߘ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆࣣ ఈ చలనం ࡍఫߤࡓझ  ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ గమߖంచబݟం޴  ఒకܽ ఇߩओ  ޻అ ݡ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  కద࡯కࡓ  ߘండవ ࡍఫߤࡓझ  ऴڕ ࠹߿ సంబం߅ంۨ గమߖంచవ۪ऐ   
झߤࡓఫࡍ బܽदڒ  ऴ࠹߿ బࣗళ ఉండవ۪ऐ झߤࡓఫࡍ   ऴ࠹߿ 
బܽद మన దగڒ ठర  ఒక ࡍఫߤࡓझ  ऴ࠹߿ ఉందߩۮ ߖओ  ࡏڒ ల߯  ఒకߝ ࠾ࡍమ  ࠫࠝ ޴ం, అ޳ంڕ
కޔࡱ޶నऒ ऱܿ అڕߘం޳ం, 
फࣃߖగమ ߘక࡯కద  ࡏڒ ంۨ߅సంబం ړࠫࠝ ࠭࠲ బܽदڒ  ړࠫࠝ ޳ࡶ  ߤవ ࠹߿రవం  ऴۀ ڕచనࣇ .࠭
సంబం߅ంۨ ߘߝ ఇߩओ కएࡅ ࡏڒ ݡ    కద࡯కࣆ۫ ߘफߕऒ ,޶ࡶ కదలడం ޴అ ޾ఉం ޙ޼ఏ ࡹࡏڒ   ࡏڒ    ߘ
అߝ ޙ࠼ల߯  ఉనऒ  వङ ړ फ   
भ޳ۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޵ బܽद మనంڒ ం 
బܽद మన వదभ ఉనऒڒ न߯ݡࡗ ޴ఉం ࡏڒ  ڕం మన޳ంڕߘఅ ޴ంޜࡱ޶క ࡏڒ ޴   చనࣇ ޴ంޜࡱ޶క ࡏڒ 
ऴ࠹߿ వߝ ߤల߯ ఉం޴  మࡍ ࠾ࡍఫߤࡓझ  ऴݟܔ ڕࡏڒ 2  ࠹߿ంచబݟం޴ మߖ޵ ߘߝ  ࠾ࡍऒ झߤࡓఫࡍ   ऴ࠹߿ 
ओߩफ, ఇ࣋ߖగమ ݟంߘ ओߩۮ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ ఒక ߯ܿࣅ కߘࢗ ࡏڒ ݡ ओߩం ఇ޳ంڕ झ࡯࠻ۯ ߘߝ ݡ ం޴ 
ఒకܽ  ߘߝ  ఒక ࠉంࡅ ࢓޶కए  కద࡯కߘ గమߖంۧలڕߘం݄, ߘߝ ఏࠫ ࣃۯफ  p  ࡱలతڜ ߘߝ అం݄ ߘ
ంܿనऒڕߘ࢐లڝࣆޓ झߤࡓఫࡍ   ऴڕ ࠹߿ ఒక   ڝఆࡍ न݋ߝ అࣿߖऒ झߤࡓఫࡍ   ऴړ ࠹߿ జత ࣃۯफ  ߘߝ ࠾ࡍమ   ߘ
గమߖంۨన అڕߘం޳ం ߝల మߖ޵  ߘߝ ࠾ࡍ కద࡯కߘ గమࣆߖफߕऒ ఉనऒ ߯ܿࣅ కߘࢗ  ߘ  p ݋ం࠼ߦ 
ఒక ࣄबర ࠉంࡏڒ ࢓޶ కޔࡱ޶నऒ ओߩ నऒޔࡱ޶క ࡹసరళ ࠪరठం ࡏڒ  ߘంܼھߘక ߘߝ ݡ టऱߘߝ ޙ࠼ p 
ఈ ࠼ߦంޜࡏڒ ߖ ݋ కޔࡱ޶నऒ ऱܿ గమࣃߖफ झߤࡓఫࡍ ండవࡓ ޙ࠼అ ,  ߘ  ऴߖ ࠹߿ జత ޳ۯभ ం  ࡍఫߤࡓझ  p
ऴߝ߯ࡏڒ   ߘ ࠹߿ ఆࣄۯ ߤ,  ఈ ࡍఫߤࡓझ  ऴߘ ࠹߿ంݟ ఈ ࡍఫߤࡓझ  ऴߘ ࠹߿ంݟ ఇߩओ ऒߖఅࣿ ݡ    ޶ం࠭ ࡏڒ 
߯ ݋ࣅ  అమࡍऐ  ఉండߖవछ ంߘߝ  .ݟ ࠭ంߩ࢙ ޶న ࡏږऐ ऒߕ झߤࡓఫࡍ   ߘߝ ߗڒ ߘ  ऴࢗ ࡹ ࠹߿క द࡛  2 p 
बࣃ  ऒߖߕ  ۫࣋फ  , ࡏڒ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ऒߕޔࡱ޶క ܿߦ ޜࡏڒ ߘߝ ݡ  ఏࠫ  ࡹ ࠹߿ఈ ऴ ࠾ࡍమ ߘ
జరగޜࠓం޴ అం݄, ࠼ߦంࣄ  ݋बరంڴ కࣆߧߖफం޴, అ࠼ߦ  ޙ࠼ంࡍ ݋ఫߤࡓझ  ऴ࠹߿ వߘ ߤంݟ p p  
కޔࡱ޶నऒ ऱܿ కࣆߧߖफం޴ మࣄ ߯ࠫࠝ ߘߝ ࠾ࡍबరంڴ ఉనऒ q ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱࣄ۫ ߖ   ݋ం࠼ߦ 
ओߩఅ  ,࠭ࣃ۫ ߩ࢙ ݋ం࠼ߦ झߤࡓఫࡍ ݡ  ऴߘ 1 ࠹߿ం࠼ߦ ݟం݋  కޔࡱ޶నऒ ऱܿ కߧߖంచ޶, అޙ࠼ p q 
ओߩఅ ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ फ࣋۫ ߘߝ నऒޔࡱ޶క ࡏڒ ݡ ओߩ నऒޔࡱ޶క ݋ం࠼ߦ  ݡ ऱܿ c q  ar q 
కࣆߧߖफం޴ 
झߤࡓఫࡍ బܽदڒ  ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ ఒకܽ   ࡍఫߤࡓझ  ऴړ ࠹߿  సంబం߅ంۨ కޔࡱ޶నऒ  q ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ 
झߤࡓఫࡍ  ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ కޔࡱ޶నऒ . p ݋ం࠼ߦ 
झߤࡓఫࡍ   ऴ࠹߿ ݀ 
झߤࡓఫࡍ బܽदڒ    ऴߖ ߖ ࠹߿రछ ۨంచడం ޳छ बࣃ ,   ࡌ న ࢗక द࡛ झ  ఎలऱߩओ झߤࡓఫࡍ ݢ  ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ ࠭࠲ 
ऒߗలతలڜ ఈ ߝڕࣆޓ झߤࡓఫࡍ      ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ ఉంܼ࠼.  ఇߩओ  ߖ޵ ,ࣄۯ ܘߦ ంۮంڜ మనం ݡ
ఖۨऐ ޴ఇ ,ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ తంࣄ ڴबరంڴ ఉంݦ ఏࡍ ߕ޼ఫߤࡓझ  ऴ࠹߿ ఉం޳ అం݄ ఇߩओ  ࠭࠲ మనం ݡ
झߤࡓఫࡍ  ऴࡍڷ ࠹߿ంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭,  కߘక ߘߝ ఇంతڕ ࠭ంڕࣆޓ ޶నऒ  ఉ޳హరణࡹ మనڕ కదలߖ 
ఒక ࡍఫߤࡓझ  ऴߖ ࠹߿ కھߘనగలࠪ  ڝ ߘߝఆࡍ नړ࠻ ݋ߝझ झڡ߸ ړ ݭంۀऴ ߘ ࣒ झߤࡓఫࡍ ఉం݄  ఆ ࣄۯ   ऴࡹ ࠹߿ ఏ޵
కదలడం ߖڜ  ޶ࡶऒ  ఆచరހతघ క పࢣࡍలనలڕ మంۨࡏࠬ ړߖ܉ߖ ߗڒ ޴  ۫࣋फ ࠝࠫ ߖ޳ సछ ంత అࣾం 
۪ द݀  ޴ంޜڷࡏޒ 
झߤࡓఫࡍ ڕబܽद  మనڒ  ऴ࠹߿ క࣋ߧߖफ సओ షदంڴ ఉం݄  ړࡏڒ ఇړࠫࠝ  ޴ సంబం߅ంۨ కޜࡱ޶ం޴ f ixed 
ఇߩओ ఉనऒ ڴबరంࣄ  ړࠫࠝ ߘߝ ݡ झߤࡓఫࡍ ݦఉం ڴबరంࣄ ړࠫࠝ ޳ࡶ    ऴڕࣆޓ ߖ ࠹߿ంܼߘ,  ఆ߯ సంߪరप 
झߤࡓఫࡍ ఈ ࡹణంڝ  ऴޜڷࡏޒ ޜࠫࠝ ࠹߿ం޴  
 ޴ంޜࡱ޶క ݞږ ࠹߿బܽद ఈ ऴڒ
ओߩబܽद అڒ ओ߮ۮ ߘߝ  ఏࠫܽ ݡ झߤࡓఫࡍ ߕ ߘߝ ࢡటం݄  బࣗࠫ޻   ऴڕڒ ړࠫࠝ ߖ ࠹߿ంࡏࣇ ݞङ  ߖ
మధङ झߤࡓఫࡍ ఈ ߗڒ  ޴ంޔࡱ޶క ࠫࠝ ࡹ ࠹߿फ ఆ ऴ࣋ۯ ࡮అ  ߘޑఉం۪ ࡹ  ऴ࠹߿ కదలࡏࣇ ߗڒ ޶ङ  ݡ
۪ రంࡎశ ࡔ࢘ द݀  కߕޔࡱ޶ऒ   ݡ
ࡍߪ బܽदڒ फߖ ڴశऐ లంڴ ఉంࡍ ݦఫߤࡓझ  ऴߖ ࠹߿ కھߘనడం ࣃధङ మޔ࢓ం޴  మనڕ సࠪ߄నం ࡯ޘయ޶, 
అޙ࠼ ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ మనం ߖశऐ ల ࡍఫߤࡓझ  ऴ࠹߿ ల ࡍڷంۨ ఎంڕ޶ ࠪ ऱܼ డ࠭ޑ మڒ ړߖ޳  ࠾ࡍరణం 
ఏࠫటం݄, తࡌछ త మనం ߙङ టࡅ ߤకए  చలన ߖయࠪల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ తछ  .࠭ޑݡ రړߖހ శړ फޜ సంబంధం
కڵ࡯ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఆ సంబంధం ࡱۮऱܿࠈ అޔ࢓ం޴ అం޴ంۨన కణం ࡅకए  తछ రణం  ࣄबరంڴ ఉంݦ 
ऴړ ࠹߿ సంబం߅ంۨ ࣃࡱڜफ झړ࠻ ࠭࠲ ࡏ లܾࡔ అߖ ޙ࠼శऐ ల ऴ࠹߿ ఆࡍ ࠆఫߤࡓझ  అࣃࡱߧ ݞږ ߖफ ࠭  ఆߤ
అߖڜ ޴ߝऒ झړ࠻  లܽࡔంۃ ऴߙ ࠹߿ङ టࡅ ߤకए  చటदం  ࡱۮऱ޶ڒ ܿࠈ, 
ओߧۮ ࠭࠲ బܽदڒ నటऱޙ࠼, ఖۨऐ తంࣄ ڴबర࠳న ऴ࠹߿ ఉࡹړߖ ఉందߖ మన࡯ޘ ڕయక߱ߙ  ,ޙङ టࡅ ߤకए  
చటदం ఎపओ క߱వ۪ऐڒ ܿࠈऱࡱۮ ڔܽ సమసङ  ߗڒ   వࣆफం޴  ఉ޳హరణڕ, ࠝࠫ߯ శࡌࡎల చలనం ڝసం మనం 
एڕత ࡮ۧ ࡹక   గణనలߝఅ ࣋ۯ వڴ ఉంࣄ   ࡯ݞबర చऴటం ࡅ ࠫࠝ ߗڒకए  చలߖߕऒ एړࡵ   ంచవలࣄ వ࣋फ, ఈ
ऴߖ ࠹߿ జడతछ ంڴ పࡍగށంచ࠭ࡶ 
 ,࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ߘగణనలࡍన  ప࠳࢑ధ బܽद ఈڒ
ओߩబܽद ఇڒ झߤࡓఫࡍ ݡ  ऴߖ ࠹߿ గమߖంۨన తࡌछ త ߘߝ ऴߦరంࠚంచړߖݞ ࠭ంߘߝ ޶ ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ  ߘ
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 ఒక ࠉంࡅ ࢓޶కए రణ చరऐ߄ࣃ  झڡనࠪܽڛ  కएࡅ  झڡనࠪܽڛ   ߯  చరऐ ࠪ ంۨࡍڷ ܽ࠵ ߘߝ  , ऱܼ  న ࢘గంݟ
మ࠾ࡍ తछ రణం అࡓ ߝంݡ పހࠪࡍలڕ ऴߦథࠫక ߖరछ చనం ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ  ߯࢓޶ంࠉ ఒక  ߘ
ఇߩओ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఒక ݡ  ࢘గం మనڕ ఒక ఆࡹచనߘ ఇࣆफం޴  ࢘గం అం݄ ఏࠫ݇ తࡌछ త ఖۨऐ త࠳న 
࢑వࡌలڕ వࣆफం޴, అޙ࠼ ఇ޴ ఒక ࠼ߦం݋ ఎంత ࢘గంڴ కޜࡱ޶ం޴ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࠪڕ ఒక ఆࡹచన 
ఇࣆफం޴  కޔࡱ޶నऒ  ߘచనࡹఆ ఆ ޴ߝరం అ޷ ఈ  ޴ంޜࡏࠪ ڴరం ఎంత ࢘గం޷ ߖ޳ అం݄ ݋ం࠼ߦ 
छ޳ గం࢘ ޴ߝఅ  ޳फంࣆࡏࠪ फࣃࡱߧ ߖగం అ࢘ ࠭࠲   ࠾ࡍమ ޴నݟంచబ޴అం ڕమన ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ అڼ࡮
సమయంܿߦ ޜ ࢘గం ఎంత ࢘గంޜࡏࠪ ڴం޴ అࡅ ߖ޳ ߝకए  ఖۨऐ త࠳న అర बం ࡍڷంۨ ߘߝ ࣾణంࡹ 
ࠪ ऱܼ డߘޑ  ఈ ࠙వన మనం అర बం ڕࣆۯనऒ తछ  ޴ రణం 
తछ ࠾ࡍబܽद ࢘గం మڒ రణం మన޷  ڕరం ࡅకए ओࡏࠪ  కएࡅ గం࢘ ࠾ࡍమ ܿࡔ  ओࡏࠪ  फࣃఇ ߘܿࡔ   ࠼
ओߩబܽद ఇڒ ऱߦ ऱࢁమనం మ  ݡ న࡛ ࠵షڕࣆޓ ߘ ߤంܿߕऒ మ޳۫ ߖभ ం.  ޳ࡶ కణం వదभ  ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴p 
 లం࠮
बࣃ ޴ߝఅ  ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ న ڒࢗद࡛ ࣃڶ ߖफ ࠭ సమయం  ప ऱ࣒ द࡮ݥ  కएࡅ సమయం ࡹ కࢗ ڴ߅࢑  द࡛  op t t r 
फࣃۨࣇ ڴ ࠭  
ప   ޴వదभ ఉంܿం ࡹసమయం ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ द࡮ݥ   కణం व߯ࡹ ࠹ ఉం޴ t  t tt p 
बࣃ బܽदڒ న ࢗక द࡛   ఆߵ व߯޳ ࠹छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴,  ఈ ࢗక द࡛ बࣃ  న ࢗక द࡛   సమయంࡹ  ప ऱ࣒ द࡮ݥ   t t 
వదभ  ప ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ द࡮ݥ   ఇ޴ వదभ  ఇߩओ కࢗ ݡ द࡛   व߯࠹ అࣃࡱߧ ߖफ बࣃ  ࡏ నऴభంశం ࢗక द࡛  మ࠾ࡍr t t r pp 
ప  ߖ द࡛ڒࢗ  ߘߝ ऱ࣒ द࡮ݥ   వదभ ࠳న࣒ ۫࣋फ, ڒࢗद࡛ ߖ  వదभ ఉనऒ द࡮ݥ  r t t r t t  ࠭࠲ ,ڴంచڵ࠙ ޜ 
ప࡮ݥ ࡹޒࠫࡍद నऒۨ ࡮ۧ ߖ  फࣇۯ ڴ޴ द࡮ݥ ޒࠫࡍప ݦఉం ߝ కࢗ  గం࢘ ࡹసమయం  ޴ంޔࢂࢗ ړ0  द࡛ , t t t 
ఇ޴ ࢘గం ࢗక द࡛ కएࡅ   ऴߦథࠫక ߖరछ చనం 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ  ࢘గం సమయంࡹ ఇ޴ ࢘గం ࢗక द࡛   , ఇߘߝ ޴ ࠪ ऱܼ बࣃ నݟ నం ࢗక द࡛ కएࡅ   p  t 
ఉతओ ऒߕ ఇకए ڕࠬ ߘߝ ,సࠪనం ړߖ డ ۧ߄ࣃ ࡮రణ ߖరछ చߖߕऒ  ఇࣆफߕऒ छࡌత   ߘߝ  ߘ త వۯऐ కࢗ  द࡛  లߘ
 ఎݟܔ ࡮ంۧ࡯࠻࢘ࣄޓ ޳ࡶ ࡯ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ݞږ మనం ࠪ ऱܼ డߗڒ   ޶ࡶ మనం ࠭ంࢇࢗ ڕ޶ऱ 
࠭ం޶ కߗసం ߄ࣃరణ ߖరछ చߕల ޳छ भࡿࢗ ࡌ ం, 
बࣃ  ڕబܽद మనڒ నం ࢗక द࡛ बࣃ   నం ࢗక द࡛  व߯࠹ ఉంܿం޴ p p 
फࣃ۫ బܽद మనంڒ ࠭.  మధङ बࣃ  నऴభంశం ࢗక द࡛  వదभ  ఈ ࡓంݡ  ఇߩओ फࣃ࢑షయం ऴగࣕ ఒక ࡏࠬ ݡ  ࠾ࡍమ ࡏ
ఇ޴ మࢁऱ  ߦۮ  ޜࠬ ߘߝओ లڕߘంܿߕऒ झߤࡓఫࡍ  ޻అ   ߘ  ऴ۲ ۯ࡯ڜ ࡏࠬ ࡹ ࠹߿ట మࡖక ࡱ ఉం݄   ఇ޴x 
మ࠾ࡍ ఆ అࣾం ఎకए వ۪ऐڒ ݭం݃ࡂࡍఓ ߕݧ  p   p ݋࣊ ऱ ఆ అࣾంࢁफ మ࣋۫ ߖ ࠹द࡛ व߯ڒࢗ ࡏࠬ 
बࣃ  ࡹߖ޳తफڜ నం ࢗక द࡛ झ ఇకए  ߘߝ ,ڕహరణ޳ఉ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ  డ ఎߩࡏ రంߘ߭ ڷऒ  
ఉపڵࡆంۧߘ 
ࡍఆڝ కࡖబܽद మڒ नࣄ ݋ߝసद࠹ ఉందߖ అڕߘం޳ం व߯࠹  व߯࠹  ఒࡍ ښఫߤࡓझ  ऴ࠹߿ ߯  x y ݋ం࠶ 
నऒࠚ  లం࠮ ޴ంݟయబۯ ంڴ ఉంܿం޴  ఇߩओ बࣃ  ݋ం࠼ߦ ߘߝ ݡ నం ࢗక द࡛ కएࡅ   ࠹व߯ ݋ం࠼ߦ   p p 
बࣃ  న ڒࢗद࡛ ߖ ۫࣋फ,  అ࢑ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ  పऱ࣒ द࡮ݥ  నऒࠚ ړ  ంڴ ఉంܼߘߝ ߗڒ ,࠼ ۫࣋फ  ڒࢗद࡛ r rat rt t

व߯ڜ   ࠹తफ ڝఆࡍ न݋ߝ లݞږ ࡹ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ࢘గం व߯ࢗ ࠹క द࡛  న pp  ppݟంచబڵ࠙  ޜ  
द࡮ݥ  ప࡮ݥ ޒࠫࡍद ऒߕࣆ   t t ޴ంޔࢂࢗ ړ
 బܽदڒ
సछ ޴ఇ  ޴ఉంܿం ڼ࡮द࡛ అڒࢗ బܽद ࢘గంڒ తంऴత ڝఆࡍ न݋ߝ అࣾం అం޴ంచబݟనటऱޙ࠼ అࡓ ࢑ంݢ ఒښ o  
झߤࡓఫࡍ  ऴࣄ ࡹ ࠹߿बరంڴ ఉంܼ࠼   ఒక࢘ళ అ࢑ ఒࡍ ښఫߤࡓझ  ऴࣄ  ޜ ࠹߿बరంڴ ఉం݄  ڝఆࡍ नࡅ   ݋ߝకए  x 
నऒࠚ  ߤయం݄షࡍఓ ޳ࡶ లం࠮ ంڴ ఉనऒ పओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ,ڔܽ  ࢘గం ڒࢗद࡛ ڴ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴.  v 
߯ ࠹వలం  व߯ښ  ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴, ఇ޳ࡶ ޴ व߯࠹ व߯ڜ ࡹ ࠹లవబߕݟ ఒక݄ pp xy x y 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ   ޴బܽद  ఇڒ  ࢘గం ࡅకए రछߖ  చనం మߘߝ ࠾ࡍ తछ రణం ࡅకए  అࡍڒ߅క ߖరछ చߖߕऒ  p 
ࠪऴత࠲ ఇࣃफ రछߖ ఈ  ,ߘ చ߄ࣃ ࡱߕరణ࠳న࢑ మ࠾ࡍ అ࢑ ఒకڝ ߖ޳సం పࣃۯ ߖफ  ݀ ࡽనलన࠱ݧ  ࠼
ऒߖఅ  ࡽనलన࠱ݧ    చలనం 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ  తछ రణం ఇ޴ వదभ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ࢘గం࡮ݥ ܿߦ ޜद  అ࠼ߦ ޻ం݋ p t p t  p 
కएࡅ ऒߖڴ࢘  ఇవछ ڴ న࣒࠳  బޔݡం޴ 
ऒߖ޵ బܽदڒ फࣃࡱߧ ߖఅ ࠹व߯ ࡏࠬ  ࠭  ఎం޶కం݄ ࣃࡱߧ ߖߖ޵ ࠭࠲फ  p ݋ం࠼ߦ ښఒ ړߖ܉ߖ  .࠭
छࡔ࢘ ړ ݋ం࠼ߦ ࡽయࡍܾ࠱ ښఒ  ޴ߝఅ ࠹व߯ ࠾ࡍబܽद మڒ बࣃ ࡏ  p pp ࡱߕ
द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࡏࠬ బܽदڒ  ప࡮ݥ ࡹޒࠫࡍद छ޳   ओߩనݟంచబڵ࠙ ࡌ ల మధङڴ࢘ ݡంࡓ  ࠭࠲ ݡ  t t 
వङ ङޑ ऒߖࣃ ऒߕࣆ ం݄ڕࣆޓ  కࢗ  ޴ంޔࢂࢗ ړ द࡛ झ  అߩओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࠭࠲ ݡ  తछ రߖހऒ  y p 
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ  ࠪ ऴߦరంభ ߖరछ చߕల పరంߖߖ޵ ڴ తࣾణ తछ రణం అࣃࡱߧ ߖफ ࠭, 
झڡనࠪܽڛ న࠳సరళ ࣋ۯ చలనం ࡹఖࡔ సరళ  ࠭࠲ ޜబܽद ఈ  ࠙వనలڒ కएࡅ   ࠙వనڕ 
ऱࡿࢗ లڕߘంܿߕऒ ࠭.  
ओߩబܽद ఇڒ फనऒࣆ۫ మనం ݡ   ޴ంޔࡱ޶క ࡹఖࡔ ఒక కణం  సరళ ޴
 ޴ఖ ఉంࡔ ంܽ࡮ఇ ڕబܽद మనڒ
ओߩఅంܼ࠭  ఇ ߖఅ ߧ ߖఅ ޴ంޔࡱ޶క ࡹశం޻ऴప ࡔ࢘ ޴అ  ޴ఒక కణం ఉం ڕబܽद మనڒ  ڕ޶ం࠭ ޴అ ݡ
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కదలనవసరం ޶ࡶ.  
నऒޔࡱ޶క ࡹఖࡔ సరళ ޴ఇ   ޴బܽद  ఇڒ  కణం   ఇߩओ ऒߖఏࠫటం݄, మనం అࣿ ޴ంڵ࡯యగۯ మనం ݡ  p x 
సరళ ࡔఖ ࢗంట సమࡶఖనం ۯయవ۪ऐ   
నऒޔࡱ޶క ޴అ   ޴ంޔࡱ޶క ڴ࢑ధం  కణం ఈ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ టऱޙ࠼ అ޴ వంڴߩ కࣆߧߖफంߘߝ ޴ 
ఏࠫ ۯయగలߘ అం݄, ߕ అࣾం సరళ ࡔఖࡹ కޔࡱ޶నऒ ంత  ڒలం ఆ వంܿߦ ޜߩ ఈ ޴శࡹ ఎలऱߩओ  x ݡ
సమࡶఖనం ۯయగలߘ, కߘక అ޴ సరళ ࡔఖࡹ కޔࡱ޶నऒ ओߩ ऒߖހక   ޴ۯంࠚల  ڕమన ݡ  మనం 
ంచవ۪ऐࡍకނర߄ࣃ   ఇ޴  అࣾం ࠳ ޳ࡶన࣒ అࣾం ࢗంబݟ ऴపࣆށ࠻फందۮ ߖపओ డం ޳छ  x x  ڵవం ࠭࠲ ࡌ
ఉంܼ࠭ మߝ޵ ࠾ࡍऒ ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ࠵షߤ అంܼࡏ మ࠾ࡍ ఇ޴ వऴక ޳ࡶ సమతల చలࡏ࢑ ړߖߕదमంڴ 
ఉంܿం޴, ఇ޴  కణం అޙ࠼ వऴక ࠪర ठంޔࢂࢗ ࡹనऒ ऱܿ ۮపओ ంݟ.
ړࡓ  दߖ࡯య࡛ ࠵షࣃ ߤब నం అ޴ߝ అంతࣾࡍంࡹ   కణం కޔࡱ޶నऒ ओߩ వదभ ఉనऒ ݡ  ऴపߖࢡ޻ऒ  t ,޴फంࣆۨࣇ 
కణం ఇకए 0 ࡹఆ సమయం ޙ࠼రठం అࠪ ޴ఇ ڕహరణ޳ఉ  ݞږ బܽद మనంڒ డ  ఉం޴   అߖ t  
ओߩۮ ం  200 ࠬటర޳ంڕ ऱ ޷రం ఇ࠼ߦ  ޴ం݋ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఇߘ  ޴ంݟ మࡖక   వంద ࠬటర ऱ వదभ p q p 
ఉంܿం޴ 
ऒߕࣆ  ࡹబܽद  సమయంڒ  కణం t o t t p  ޴ఒక ࣊కనऱ కణం వదभ వదभ ఉంܿం ࡹసࠪనం కణం సమయం ړ

వదभ ఉంܿంࡓ   ޴ంݡ ࣊కనऱڕ సࠪనం మ࠾ࡍ  వదभ ݡ࠮ ࣊కనऱ  కణం   వదभ ఉంܿం޴ అం݄ ఆ q t p 
కణం ߘంړ ړ ݟ కޔࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ తࡌछ త ړ ڵࡍޒ వࣆफం޴  o pp q p  
ऒߖ޳ ۯ࡯ߧ फ మనం࣋ۯ ࡽڒ బܽद మనంڒ  ఇ࡮ ऴ࢐࣋फ ࡵ ޠߦంۃ फ ࡵ ޠߦ  ࡽࢗࡵ ޠߦంۃ फ ࠴తफం ࣃݟद  అߖ 
ऴ޳࢐भ ం  కణం కޔࡱ޶నऒ రࠪ  ޳ࡶ ޴ ठం ࡅకए  ߰డ࢓ 
ओߩబܽद ఇڒ  సࠪనం  t ړߖ޳వదभ ఒక  ݡ
బܽद ࠪరڒ ठం ߰డ޷ ࢓రం   ఈ కణం ࡅకए  ࠪర ठం ߰డߘ࢓ కڜߘए ం޳ం, కߘక మనం క޴ߝھߘ   వదभ t  
ఉనऒ  ࠪర ठం ߰డߘ࢓ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ 1 ߘం1 ݟ ࠪర ठం ߰డ࢓  వదभ 200 ࠬటࡏऱ,  2 తర࡯ంచబݟన t 
ࠪరठం ߰డݡ࠮ ࢓ వందల ࠬటࡏऱ  మ࠾ࡍ ఇߩओ వదभ ఉనऒ ݡ  ࢑షయం ڕݡ࠮ సࠪనం, కణం ࡓంݡ t 
వందల వరڕ క࡯޴ం޴, ఆ߯  అࡓ ޴ంߘ ݡంڵࡍޒ ݟ వࣆफం޴ q p 
  ޴ం࡯޴ऱ కࡏవంద ࠬట ࡗమ ޴బܽद  అం݄ అڒ
బܽद ࠪరڒ ठం ߰డ400 ࢓ ࠬటర ऱڕ సࠪనం 
छ޳ కణం  ޴ߝఅ ࢓డ߰ ޠߦ బܽदڒ ए࣋ ࡶ޴క ࡌ ओߩణం ఎలऱࠪࡍఈ ప ޶ࡶ శ޴ ړߖ޵ ࠾ࡍరం  మ޷ ࡛࡮  ݢ
నऒޔࡱ޶కం݄ కణం  క޶ఎం ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ओߩ ऒߖࡌ޷ ޴అ ݡ  కవ࡛ ࣆۯफం޴ మ࡮ۧ  ࠾ࡍ 
फనऒࣆۯ కవ࡛ ޴రం  అ޷ ం޶న ఇ޴ ఎలऱߩओ बࣃ ࠭࠲ ࢓రठం  ߰డࠪ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ నऴభంశం అߖ 
बࣃ   ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴదमంࡏ࢑ ړߖ޳ ۯ࡯ߧ ߖణం  అࠪࡍప ۯ࡯ߧ నంߖ ࡹకర ࠪࡏओ , x 
బܽद కణం వదभ సమనछڒ యం వదभ ఉం݄ మ࠾ࡍ వదभ ఉం޴ సమయం ఆ߯ ߘߝ t 1 x 1  x 2 t 2 di  
ఇకए డ ఉపڵࡆంۨన  ࡮ݥद  ۨహऒ द࡮ݥ న࠳ छ޳  ओ࣋ ࡌ ଊ࣒ ࠱ం࡮ݥ ݋द రछߖ ڴ  ۨంచబݟంߖ޵ ,޴ అర बం  t x
ओࡏࠪ ࡹߖ޵  ۨవ࠳ ࡍన࣒ ࠴దܽ޴ x x 
 x 2 x t 2 t .޴ంޔ࢓फ సࠪనం అ࣋ڵ࠙ ޜన࣒ 1࠳  ߖన࣒ 1࠳ ޴బܽद ఇڒ
एڕకం݄ ఎ ޴బܽद ఇڒ వڴ ఉం݄ ࣃ ڕࠪ ࡹब నऴభంశం ఇࣆफం޴ మࡹ ࠾ࡍ  అం݄ కణం x 2 x 1 st st 
ధߕతघ క  అࣾం ࢗంట కޜࡱ޶ం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ కణం  ऴపږޒల అࣾం x x 2 x x 
 ޴ంޔࡱ޶ంట కࢗ
बࣃ ళऱడం వలనࢗ ڕ޶బܽद  కణం  ࠭ంڒ నऴభంశం ږߘࣃలం޳ࡶ ڴ ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ  
बࣃ బܽदڒ నऴభంశం ږߘࣃలం޳ࡶ ڴ ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ   
నऒޔࡱ޶ంట కࢗ బܽद కణం  అࣾంڒ టऱޙ࠼ అږߘࣃ ޴లంڴ ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ కణం అࣿړߖ x x 
వङ నऒޔࡱ޶క ڴకంࡔޒ టऱޙ࠼ అ޴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ మనం ߧۮओ న ऱܿ ࠳న࣒ ܿߦ ޜ 
కޔࡱ޶ం޴  అࣾం అ࠳ ޴న࣒ ޴శࡹ కޜࡱ޶ం޴,  అߩओ बࣃ ߖߖ޵ ࠭࠲ ݡ నऴభంశం అߖ అంܼ࠭ x x   
ओߩబܽद ఇڒ बࣃ ݡ నऴభంశం అڒࢗ ޴ߝद࡛ పࠪࡍణం,  ߗڒ ఒక ࠱ݧనलన࠵ ࡽషࡹ ߤ మనం ޴ ߖ޳శߘ 
అం޴ంۧ࡯झ న అవసరం ޶ࡶ  అ޴ ఎలऱߩओ  x ޴ంట ఉంܿంࢗ ݢ
बࣃ  శ޴ బܽद  చలనڒ నऴభంశం అ޴ߝ సంښతం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంࣃ ޴ब నऴభంశం ږߘࣃలం1 ڴd o  f 
ఉం݄ అ޴ పऱ࣒  అࣾం ࢗంట ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అ࠳  ޴న࣒ అࣾం ࢗంట x x 
ఉంܿం޴ 
बࣃ ࡏబܽद ఒకڒ నऴభంߖࢡऒ కࢗ  द࡛ फࣃऴ࢐ ࡮ఎ ڴ  बࣃ ࠾ࡍమ ࡏ నऴభంశం ఇకए డ ߘంݟ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  ࠪర ठం 
߰డޜ࢓ సࠪనం ࡓ ,޶ڒంࡔ࢘ ݡछ ऒߕఉ ࡱހࠪࡍప ࡏ   ,࠼
छࡌబܽद తڒ త తరగ࠭࠲ ࡹޒ ఇకए फࣃڵࣃనڜ ݟంߘ ݟ ࠭  ఆ ऴࠆڴ ల ࡅకए  అర बం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ t t
కएࡅ  ऴߖ ࠆڴ ఎࣃ۫ ࡮फ ࠭ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࠪ ऱܼ  ڴకణం ఎంత ࢘గం  ࠭࠲ ఆࣣ ࠾ࡍమ   ࠭ޑݡ
కޜࡱ޶ం޴ అࡍڷ ߖ޳ ߝంۨ ࠪ ऱܼ फࣃۯ చయంࡍప ߘవన࠙ ߝగం అ࢘ ࠭࠲ అం݄ ,࠭ޑݡ ࠭ మ࠾ࡍ 
త޶పࡍ తరగࡹޒ  ఒక ࠱ݧనलన࠵ ࡽషڝ ߤసం తछ రణం ఎంత ࢘గంޔࡏࠪ ڴం࡯ޘ ޾యܑࣃफ ࠭ ధనङ ࡱ޳࢐
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