
இன்௥ நாம் இயக்க௳ய௧ல் ெதாடங்ஶேவாம் இயக்க௳யல் என்பௌ இயக்க௳ய௧ன் ஒ௠ 
௔ரிவாஶம்  ஒ௠ ௖ள்ளி அல்லௌ ஒ௠ ௌகளின் இயக்கத்ைத நாங்கள் ஆய்௵ ெசய்ழேறாம், ேம௩ம்
இயக்கத்ொன் காரணத்ைத ௳வரிக்காமல் இயக்கத்ைத ௳வரிக்ழேறாம்.  நாம் இயக்க௳யைலப்
பூக்ஶம்ேபாௌ, ​​என்ன காரணம் என்௥ ௳வரங்க௬க்ஶச ்ெசல்வொல்ைல. ேவகம் ஆனால் 
நாங்கள் ேவகத்ைத பஶப்பாய்௵ ெசய்ழேறாம்  ஆனால் நாம் இயக்க௳யைலத் 
ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன், ஼ல அூப்பைடக் கணிதக் க௠த்ௌக்கைளப் பாரப்்ேபாம்  இயற்௔யல் 
பூக்ஶம்ேபாௌ கணிதத்ொன் உத௳ நமக்ஶத் ேதைவ என்பைத நீங்கள் ௖ரிந்ௌெகாள்௴ரக்ள்  
நாங்கள் ேபாம் கணிதக் க௠த்ௌகைள நீங்கள் ௳ரிவாகப் பூப்௕ரக்ள்.  இ௠ப்௔௑ம், 
கணிதத்ொல், நமக்ஶத் ேதைவப்ப௄ம்ேபாௌ ஼ல ேயாசைனகைள இங்ேக 
அ௣௚கப்ப௄த்ௌேவாம்  நாங்கள் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் இயக்கத்ைதப் பற்௣ ேபாழேறாம், ேம௩ம் 
எங்கள் ௳வாதத்ைத ௔ளானர ்ேமாஷ௑டன் மட௄்ப்ப௄த்ௌேவாம்  இதன் ெபா௠ள் ஒ௠ ௌகள் 
ஒ௠ ௳மானத்ொல் நகரழ்றௌ, எனேவ நிைலைய ௳வரிக்க இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ  நாம் 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ அைமப்௖ என்௥ அைழக்ழேறாம் மற்௥ம் நாம் என்ன ெசய்ழேறாம் என்பௌ 
நாம் இ௠வ௠ம் பரஸ்பரம் ௔ரத்ொேயகமாக இ௠க்ழேறாம்  ெசங்ஶத்ௌ ொைசைய எ௄த்ௌ, 
அவற்௣ல் ஒன்௥ என்௥ம் மற்ெறான்௥ என்௥ம் ஷ௥ேவாம், எனேவ அவற்ைற இரண்௄ x y 
மரியாைதகள் என்௥ அைழக்ழேறாம்.  அசா் மற்௥ம் அைவ மற்௥ம் மற்௥ம் இந்த அசா்கள்x y 
ஒன்௥க்ெகான்௥ ெசங்ஶத்தாக உள்ளன  அதாவௌ அைவ ஒன்௥க்ெகான்௥ 90 ூழரி ேகாணத்ொல்
இப்ேபாௌ ஶ௥க்ஶெவட௄்கள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன  ஒரி௷ன் என்பௌ இங்ேக o 
இ௠க்ஶம் எந்தப் ௖ள்ளி௜௩ம் ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ  மற்௥ம் என்பௌ நாம் அைழக்ஶம் p X y 
௖ள்ளிகளின் ஆயத்ெதாைல௵களாக௵ம், என்பதன் அரத்்தம் என்னெவன்௥ம் x 
௳வரிக்கப்ப௄ழறௌ  அதாவௌ, நாம் ்ரத்ைதப் பாரத்்தால், இந்த ௖ள்ளி அச஼்ல் இ௠ந்ௌ x x 
ேதாற்றம் மற்௥ம்  ்ரம் என்பௌ ஆல் ெகா௄க்கப்படட் ்ரத்ொன் அள௵. ௖ள்ளி அச஼்ல் x y y 
ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ  எனேவ கமா என்பௌ ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்௥ x y p 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ அைத எ௱தலாம்  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் நிைல ஒ௠ங்ழைணப்௖கள்  p  x
காற்௖ள்ளியால் இப்ேபாௌ ெதளிவாக ௖ள்ளியாக  ெகா௄க்கப்படட் நகர௵்கள் என்பௌ y p 
ஏேதா ஒ௠ ொைச௜ல் நகரழ்றௌ என்௥ அரத்்தம்  மற்௥ம் இன் மொப்௖கள் மா௥ம், இௌ x y 
இயக்க௳யல் பற்௣ ேபாம்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்ேவாம் என்பதற்கான பஶப்பாய்௵ ஆஶம்.  ஒ௠
ேகாட்ூன் ஒ௠ பஶொைய இ௧௠ந்ௌ வைர வைரந்தால் அௌ ௖ள்ளி என்௥ வைரய௥க்ஶம் o p p 
மற்ெறா௠ ெசால் உள்ளௌ  ௔ன்னர ்இொ௧௠ந்ௌ க்ஶ இௌ ஒ௠ இயக்கப்பட்ட ேகா௄  o p 
ேதாற்றத்ொல் இ௠ந்ௌ  இன் நிைல வைர ௔ரி௵  நாம் யாைர நிைலநி௥த்ௌழேறாம்  ொைசயன் p 
இப்ேபாௌ ஒ௠ இயக்கப்பட்ட வரிப் ௔ரிவாக உள்ளௌ, ஏெனனில் நாம் ௖ரிந்ௌெகாள்வௌ op 
இரண்௄  அள௵ என்பௌ ஒ௠ இன் நீளம், இௌ அதன் பரிமாண ொைசயன் என்௥ம் இரண்டாவௌ p 
என்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ  ௳ஷயம் என்னெவன்றால், நான் ஒ௠ வட்டத்ொல் பயணித்தால், op
இன் ொைச அேத நீளத்ௌடன் இ௠ந்தால், நான்  நாம் ெவவ்ேவ௥ ௖ள்ளிகைளப் ெபறலாம் அதன்p 
நீளம் ஒன்௥தான் ஆனால் ௖ள்ளி இன் சரியான ொைச  ெகா௄க்க நாம் ௚தல் வைர p o p 
ஶ௣க்ழேறாம் மற்௥ம் இந்த ொைசயானௌ நமௌ ொைசயன் ொைசைய ெகா௄க்ழறௌ  எனேவ 
ெவக்டைர இரண்௄ பண்௖கைளக் ெகாண்ட அள௵ என்௥ நீங்கள் நிைனக்கலாம்  ஒ௠ மண்டபம் 
அள௵ ெவக்டரின் நீளம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ  ொைச மற்௥ம் இரண்௄ம் ேசரந்்ௌ ஒ௠ ொைசயன் 
வைரய௥த்ௌ நாம் தனித்ௌவமானவரக்ள்  இந்த அள௵கைளக் ெகாண்௄ நாம் ஒ௠ நிைல 
ொைசயைன வைரய௥க்கலாம், நாம் கால்ஶலஸ் என்௥ அைழக்ஶம் ஼ல க௠த்ௌகைளப் 
பாரப்்ேபாம்.  இரண்ூல் ௚த௧ல் நாம் ேவ௥ப௄த்ொ அ௣யலாம், அவற்ைற கால்ஶல௻ன் 
ழைளகள் என்௥ அைழக்கலாம்  ெபா௠டக்ள் பாரக்்க  பப் வாடைக கால்ஶலஸ் மற்௥ம் நாம் 
இங்ஶ ௳வரிக்ஶம் கணிதம் ௘க௵ம் ஶைறவாக உள்ளௌ  அைத கணிதத்ொன் வஶப்பாக 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ளக்ஷடாௌ  ேம௩ம் உங்கள் கணிதப் பாடத்ொல் அொக கணித ஼க்கல் க௠த்ௌகள்
உள்ளன  நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள், ௚த௧ல் நாம் யார ்என்பைத ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ேவண்௄ம்  
ேவ௥படட் கால்ஶல௻ல் ெடரிேவூவ்களின் க௠த்ௌ அைனத்ௌ வ௯த்ேதான்றல்கைள௞ம் 
அூப்பைடயாகக் ெகாண்டௌ.இப்ேபாௌ நமக்ஶ ஒ௠ ேகா௄ உள்ளௌ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.  உடன் மா௣னால் அைத இன் ெசயல்பா௄ க்ஶ சமம் என்௥ x x x y 
அைழக்ழேறாம்  என்பௌ இன் ெசயல்பாடூ்ற்ஶ சமம் என ஒ௠ வைளைவ வைரய௥ப்ேபாம்,y x 
அதாவௌ க்ஶ ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் உள்ளன  க்ஶ ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் உள்ளன, x Y 
அவற்ைற ஒன்றாகச ்ேசரக்்ஶம்ேபாௌ இந்த வைளைவப் ெப௥ழேறாம், அைத நாம் இன் x 
ெசயல்பா௄ என்௥ அைழக்ழேறாம்  இப்ேபாௌ இந்த வைள௳ல் மற்௥ம் என்ற இரண்௄ p q 
௖ள்ளிகைளக் காண்ழேறாம்  எனேவ நமக்ஶ ஒேர வைள௵ உள்ளௌ.இந்த வைள௳ல் மற்௥ம் p q
என்ற இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன.இப்ேபாௌ ெசால்ழேறாம்  ௖ள்ளி இன் ஆயத்ெதாைல௵கள் p x
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மற்௥ம் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கள் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாஶப்௖கள்  என்பௌ q y x p 
இ௧௠ந்ௌ ெதாைல௳ல் உள்ள ெடல்டா ோ௳ன் ொைசயாஶம், ேம௩ம் இௌ ெதாைல௳ல் உள்ள x-
ெடல்டா ஆஶம்  ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ y y p

௖ள்ளி  ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் எனேவ ௖ள்ளி இன் ஆயங்கள் காற்௖ள்ளி மற்௥ம் so q p x y 
௖ள்ளி இன் ஆயங்கள்  ௔ளஸ் ெடல்டா மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் ௔ளஸ் ெடல்டா q x x y y y
எனேவ இைவ இப்ேபாௌ நாம் எனில் ஆயத்ெதாஶப்௖கள்  ேசரக்்கப்பட்டௌ  நான் ஒ௠ pq 
ேநரே்காடை்டப் பாரக்்ழேறன்  எனேவ நாம் இப்பூ ஒ௠ ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணத்ைத 
உ௠வாக்ஶவைதப் பாரத்்தால், நமக்ஶ அச஼்ல் வரம்௖ வைர ெதாடர௵ம், ௔ன்னர ்p  q x q 
ெசங்ஶத்தாக ௖ள்ளிக்ஶ ெசல்க  ேம௩ம் இந்த ேகாணம் ோட்டா என்றால், ோட்டா என்பௌ q 
ெதா௄ேகா௄ என்பைத நாம் ெதளிவாகக் காணலாம்  ெடல்டா ெடல்டா க்ஶ சமமாக x y 
இ௠க்ஶம், எனேவ இப்ேபாௌ நாம் ெசால்வௌ  என்ற ௖ள்ளி ௖ள்ளிக்ஶ அ௠ழல் வந்தால் q p 
நமக்ஶ உள்ளௌ  க்ஶ அேஶ௚ைறையக் ெகா௄ங்கள், அதாவௌ நாம் இப்ேபாௌ அைத q p p 
௖ள்ளிக்ஶ ெந௠க்கமாக௵ம் ெந௠க்கமாக௵ம் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ஆனால் அௌ சரியானௌ.  

௖ள்ளிக்ஶ ேபாக௳ல்ைல p 
அதனால் க்ஶ அ௠ழல் வ௠ழறௌ என்௥ ெசால்ழேறாம் அதாவௌ என்௥ q p delta x 
ெசால்ழேறாம்  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ அ௠ழல் வ௠ழறௌ, எங்களிடம் ெடல்டா உள்ளௌ, இௌ உடன் y y 
இ௠க்ஶம் ்ரம் ேதாராயமாக 0 0 ஆக இ௠க்ஶம் ஆனால்  ெடல்டா ஆல் ெடல்டா இந்த y x 
இரண்ூன் வஶத்தல் ெபாௌ வழக்ழல் ஆக இ௠க்காௌ  ஼ல சந்தரப்்பங்களில் இௌ ap 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்லலாம் ஆனால் ெபாௌவாக ெடல்டா ஆல் ெடல்டா இௌ ஒ௠ ஼௣ய x x 
ெதாைக  எௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்லாௌ, இங்ேக நீங்கள் பாரப்்பௌ என்ற ேநரே்கா௄  அௌ pq 
வைள௵க்ஶ ெதா௄ேகா௄ ெசல்௩ம்  ௖ள்ளி ப  எனேவ ேகா௄ இப்ேபாௌ நாம் என்றால் pq 
வைள௳ன் ெதா௄ேகா௄ நகரழ்றௌ  ேகாடூ்ன் சாய்௵ ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் ேகாட்ூன் சாய்௵ 
௙ண்௄ம் நீங்கள் ஆ  இந்த சாய்ைவ நாம் ேகாட்ூற்ஶச ்ாடூ்க்காடூ்னால், வூவ௳ய௧ல் 
மற்௥ம் கணிதப் பாடங்களில் ஆயங்கைளக் கண்ட௣ய௵ம்  ஆல் ௔ன்னர ்நாம் ேகாட்ூன் m 
சாய்௵ ேகாட்ூன் சாய்௵ ெடல்டா ெடல்டா௳ன் சாய்௵  வரம்௔ல் ெடல்டா க்ஶ m x x x 0 
ெசல்ழறௌ. எனேவ நாம் இப்ேபாௌ ெசய்வௌ க்ஶ உட்பட்டௌ  ஒ௠ ெசயல்பா௄  ஒய்  அதன் x 
வ௯த்ேதான்றல்கைள வைரய௥ப்ேபாம்  என்பௌ க்ஶ சமமாக வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, y x f 
எனேவ நாம் ஶ௣௝டை்ட ஐப் பயன்ப௄த்ொ அைத உடன் ஒப்௔௄ழேறாம்  நான் அைத dy dx x x
இன் என்பதன் வ௯த்ேதான்றலாக எ௱ௌழேறன்  ஷட்டல் ெடல்டா க௯த்தல்  ெசயல்பா௄ f x x 

இன் மொப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ இன் ெடல்டா ஆக இ௠க்ஶம் ெடல்டா x x y y x 
இன் மொப்௖டன் க்ஶ சமம்  க௯த்தல் இௌ ஐ ெடல்டா ஆல் வஶக்ழறௌ மற்௥ம் நாம் x f, y x 
அைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், அைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்  ெடல்டா 0ஐ ேநாக்ழ x 
இ௠ப்பதால் வரம்௖ ெசயல்௚ைற என்௥ ெசால்ழேறன். எனேவ இைத ெடல்டா மற்௥ம் x 0 
இதற்ஶ வரம்௖ என்௥ எ௱ௌழேறாம்  ெசயல்பாடூ்ன் வ௯த்ேதான்றல் நிைல என x 
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் உடல் ரீொயாக அௌ சாய்வாஶம்.  அந்த ௖ள்ளி வைர௜லான 
ெதா௄ேகாட்ூன் சரி௵க்ஶ சமமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ, எனேவ வ௯த்ேதான்றல் 
மற்௥ம் வ௯த்ேதான்றைல இவ்வா௥ வைரய௥க்ழேறாம்  உங்கள் ஆஹ் இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த 
ேயாசைனைய ௙ண்௄ம் ஒ௠௚ைற பாரப்்௕ரக்ள்  எங்களிடம் இரண்௄ கணிதப் பூப்௖கள் 
இ௠ந்தால், வ௯த்ேதான்றல்க௬க்ஶ ஼ல எளிய ித்ொரங்கள் உள்ளன  எங்க௬க்ஶத் 
ேதைவப்படக்ஷூய இந்த ஃபார௚்லாக்களில் ஼லவற்ைற நான் உங்க௬க்ஶத் த௠ழேறன், 
எனேவ எங்க௬க்ஶத் ெதரியப்ப௄த்ௌங்கள்  இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் உள்ளன  க்ஶ மற்௥ம் x x 

என்ற இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் உள்ளன, அௌ ேபாலேவ இன் க்ஶ இரண்௄ ெசயல்பா௄கள்v x f 
உள்ளன  ௔றஶ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ வ௯த்ேதான்றல்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்  u plus v 
எனேவ ெதாைக என வைரய௥க்கப்ப௄ம் எந்த அள௵ம் தனிப்பட்ட ெசயல்பா௄களின் 
வ௯த்ேதான்றல்கைள நீங்கள் எ௄க்கலாம்.  அவற்ைற நாம் தயாரிப்௔ல் ேசரக்்கலாம்.உ மற்௥ம் 

இன் பலன் இ௠ந்தால் ேவ௥ ௳ொ உள்ளௌ  அதன் வ௯த்ேதான்றல் ஐ ௚ைற ஐ v m dx u dv v 
௚ைற ஆக ேசரப்்பதன் ௛லம் வழங்கப்ப௄ழறௌ  ஷட்ட௩க்ஶ நாங்கள் வழங்ழய அேத du dx 
௳ொகைள இௌ ௔ன்பற்ற௳ல்ைல ஆனால் தயாரிப்௖க்கான வ௯த்ேதான்றல் ௳ொ இந்த 
வூவத்ொல் உள்ளௌ  ௔றஶ, இன் பங்ஶக்ஶ ஒ௠ வ௯த்ேதான்றல் ௳ொ உள்ளௌ  ஆல் u v 
வஶக்கப்ப௄ம் என்பதன் வ௯த்ேதான்றல், ஆல் வஶக்கப்படட் ஒ௠ ேமல் க்ஶ சமம்.  இந்த u dv v
கண்௄௔ூப்௖கைள நீங்கள் இப்ேபாௌ உங்கள் கணித பாடத்ொல் ௳ரிவாக ெசய்௴ரக்ள். 
உங்களிடம் ஒ௠ சக்ொ இ௠ந்தால் எங்களிடம் இ௠ந்தால்  அதன் சக்ொ என்றால் இன் x n x 
வ௯த்ேதான்றல் உடன் ஆஶம்  இன் இன் சக்ொ ைமனஸ் 1 இன் சக்ொயால் n x n x n 
வழங்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் நமக்ஶ ஒ௠ ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால், என்பௌ இன் க்ஶ சமம்.  u u x u 
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உடன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ இன் சக்ொ நம்௘டம் உள்ளௌ என்பௌ இன் வ௯த்ேதான்றல் x n u n 
ேநரமாஶம்  இன் சக்ொைய உடன் க௯ப்பௌ 1 மடங்ஶ ஆஶம், இௌ உண்ைம௜ல் நான்n u du dx 
ெசய்த ித்ொரம்  எங்களிடம் உள்ள ஒ௠ ித்ொரத்ொன் ெபாௌவான வூவம் சங்ழ௧ ௳ொகள் 
மற்௥ம்  சங்ழ௧ ௳ொ௜ல் என்ன இ௠க்ழறௌ என்றால், நமக்ஶ ஒ௠ ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால் அௌ u
மற்௥ம் என்பௌ இன் க்ஶ சமம்  எனேவ இப்ேபாௌ ஐக் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௔னால், u x u f u 
இன் ெசயல்பா௄ என்ன என்பைத எங்க௬க்ஶத் ெதரியப்ப௄த்ௌங்கள்  சௌரம் மற்௥ம் u u 
என்பௌ 2 க்ஶ சமம் எனேவ இன் ெசயல்பா௄ இன் ெசயல்பா௄ என அ௣யப்ப௄ழறௌ  x u xf u 
நாம் இப்ேபாௌ இங்ேக உடன் ெதாடர௖்ைடய இன் வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூக்க x f 
௳௠ம்௔னால்  என்பௌ இன் ெசயல்பாடாக௵ம், என்பௌ இன் ெசயல்பாடாக௵ம் f u u x 
அ௣யப்ப௄ழறௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம். இங்ேக நாம் என்ன ெசய்ழேறாம்  ௚த௧ல் ஐப் u 
ெபா௥த்தமடூ்ல் நாம் ேவ௥ப௄த்ொ ௔ன்னர ்நாம் என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  உடன் x 
ெதாடர௖்ைடய என்பதன் வ௯த்ேதான்றலால் இைதப் ெப௠க்ஶழேறாம், இௌ சங்ழ௧ ௳ொ u 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ  இௌ ெப௠ம்பா௩ம் ௘க எளிதாக ெவளிவ௠ம், நாம் இப்பூத்தான் 
இ௠க்ழேறாம் என்பைத நீங்கள் மனொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்  இப்ேபாௌ என்ற x 
அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்  ெடரிேவட்ூவ் என்பௌ இன் ெகாைச௑க்ஶ சமம் x x 
மற்௥ம் என்பௌ இன் கா௻ன் க்ஶ சமம் என்பௌ ைமனஸ் ஶ௣ க்ஶ சமம்  அைவ x x x x x
ெதா௄ேகா௄ மற்௥ம் ேகாட்டான்ெஜன்ட் ௳னாூக்கான ித்ொரங்கைளக் ெகாண்௄ள்ளன  
நாங்கள் உ௠வாக்ழய ஼ல ௳ொகைளப் பயன்ப௄த்ொ இங்ழ௠ந்ௌ தயாரிப்௖கைள 
உ௠வாக்கலாம்  ேடன்ெஜன்டூ்ன் வ௯த்ேதான்றைலக் கண்௄௔ூக்க ௳ொகள் உள்ளன, எனேவ 
ேகாைசனால் வஶக்கப்படட் ஒ௠ அைடயாளத்ைத எ௄த்ௌ அைத உ௠வாக்கலாம்.  இந்த 
௳ஷயங்கள் இ௠க்கலாம் 
அதனால் இைவ ஼ல ௳த்ொயாசமான கால்ஶலஸ் ஆஶம்  தற்ேபாௌ ஆைல௜ன் ேதைவ 
அொகமாக இ௠க்கலாம் ஆனால் எப்ேபாௌ ழைடக்ஶம் என்௥ பாரப்்ேபாம்  நமக்ஶத் ேதைவயான
மற்ற ௳ஷயம், நாம் ஒ௠ங்ழைணக்ஶம் ஼ல ஷ௥கள்  கால்ஶலஸ் மற்௥ம் இங்ேக நமக்ஶ இந்த 
஼க்கல் இ௠ந்தால், இன் ெசயல்பா௄ இ௠ந்தால், நாம் என்ன கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம்  x 
பஶொ  இன் மற்௥ம் அசா்க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம்ேபாௌ  இந்த ௖ள்ளி௜ல் சமம் x f x x A 
அல்லௌ சமம் சமம் மற்௥ம் சமம் அசா் மற்ெறா௠ ௖ள்ளி௜ல் என்பௌ க்ஶ x x a x b  x x a x 
சமம் என்பௌ ஒ௠ ெசயல்பா௄ அசா் மற்௥ம் மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம் b fx  x fx fx 
நிழல் பஶொ௜ன் பஶொையக் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம்  இடௌ பக்கத்ொல் வரம்௖ உள்ளௌ,x 
வலௌ பக்கத்ொல் க்ஶ சமம் அௌ ஆஶம்  சமமாக ெதளிவாக இன் ஒ௠ ேநரே்காட்டாக a x b x f 
இ௠ந்தால் அந்த பஶொ ெசவ்வகத்ொன் பரப்பளவாக இ௠க்ஶம்.  இௌ மற்௥ம் இன் x x 
ெபாௌவான வைளவாக இ௠ந்தால், அைத நாம் எளிதாகக் கண்௄௔ூக்கலாம்  மற்௥ம் f ab 
மற்௥ம் அசா்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள இந்த ௖லத்ைத ௚தல் வைர கண்ட௣ய x a b 
இைதத்தான் ெசய்ழேறாம்  இந்த ௖லத்ைத வஶத்தால் இன் இந்த வைள௵ என்பௌ x f x 
அசச்ாஶம்  இௌ க்ஶ சமம், இௌ க்ஶ சமம், இௌ எங்களிடம் உள்ளௌ  ்ரத்ைத இ௧௠ந்ௌ x x a b
வைர உள்ள ஼௣ய ்ரத்தால் வஶக்க௵ம்.ஒ௠ நிைலைய ந௄ நிைல என்௥ ைவத்ௌக் 
ெகாள்ேவாம்  மற்௥ம் இந்த இைடெவளிகள் ஒவ்ெவான்றால் ெகா௄க்கப்படட்ௌ  நீளம் xi 
ெகாண்டௌ  ெடல்டா எனேவ இப்ேபாௌ நான் மற்௥ம் அ௄த்த இைடெவளி ெடல்டா ஐ xi xi xi 
பாரக்்ழேறன் என்௥ அரத்்தம்  எனேவ இந்த பஶொ௜ன் இந்த ஼௣ய பஶொைய ெடல்டா ஐ என்௥ 
எ௱ௌழேறன்  எனேவ ெடல்டா ஐ இந்த பஶொக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இங்ேக இந்த உயரத்ொற்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம்  இன் ஆனௌ ெடல்டா ஆல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ அௌ x xi f x 
படை்ட௜ன் அகலம் மற்௥ம்  இௌ உயரம் எனேவ இந்த இரண்ூன் தயாரிப்௖ எனக்ஶ பட்ைட௜ன்
பரப்பளைவ அளிக்ழறௌ எனேவ ெமாத்த பரப்பள௵  இௌ எல்லாவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம். இந்த ெடல்டா என்பௌ இந்தப் பஶொகள் அைனத்ைத௞ம் இங்ேக AI 
உ௠வாக்ஶழேறன்  ேம௩ம் நான் ெமாத்த பரப்பளைவக் ெகா௄க்கக்ஷூயவற்ைறச ்
ேசரக்்ழேறன்  இௌ ெமாத்த ௛லதன ஼க்மா ெடல்டா ஐ௜ன் ஼ன்னமாக இ௠க்ஶம்  என்பௌ xi 
ெடல்டாக்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் ஒன்௥ ௚தல் வைர௜லான பஶொ௜ன் x nf 
அைனத்ௌத் ெதாைககைள௞ம் நாம் ௳௠ம்௔னால்  சரியாகப் ெபா௠ந்ொய பஶொகள் என்றால் 
இந்த ெசவ்வகங்கைள நாம் ஼௣யதாக௵ம் ஼௣யதாக௵ம் மாற்ற ேவண்௄ம்  நாம் என்ன 
ெசய்ேவாம் என்றால், ௚ூ௳௧ைய ேநாக்ழச ்ெசன்றால், ௘கப் ெபரியதாழ௳௄ம்  நம்௘டம் n n 
இ௠க்ஶம் ஷட௄்த்ெதாைகைய நாம் ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்௥ அைழக்ழேறாம் மற்௥ம் நாம் a
ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம். அைடயாளம் ஏ  நீடூ்க்கப்படட் ேபால இௌ ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் s 
஼ன்னமாஶம், எனேவ ஼க்மா ௚ூ௳௧ைய ேநாக்ழச ்சாய்ந்தால் அைத n 
ஒ௠ங்ழைணக்ழேறாம் மற்௥ம் நாம் ெசால்வௌ இன் பரப்பள௵ க்ஶ சமம்  ஒ௠ங்ழைணந்த x f 
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மற்௥ம் ெடல்டா இைத எ௱ௌழேறாம்  மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமமானௌ என்பௌ x dx x a x b 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ அௌ ேபாய்௳௄ம், இந்த கட்டத்ொல் நான் உங்க௬க்ஶ 
ெசால்ழேறன்  என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமம் ஆனால் ெபாௌவாக நாம் x a x b 
அைத இ௧௠ந்ௌ வைர ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்பாக எ௱ௌழேறாம்.  மற்௥ம் நாம் அைத a b fxdx 
ஒ௠ வைள௳ன் ஒ௠ங்ழைணப்௔ல் உள்ள வைள௵க்ஶ வேழ ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணந்த என 
அைழக்ழேறாம்  ௖லம் என்பௌ வழ் வரம்௖ மற்௥ம் ேமல் வரம்௖ இங்ேக ௚தல் வரம்௖  
ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் ஶைறந்த வரம்௖ மற்௥ம் அைழக்கப்ப௄ழறௌ  ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் உசச் 
வரம்௖, எங்க௬ைடயதாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ நமக்ஶ இ௠க்ஶம் உைடக்கப்படாத வரம்௖  
எல்ைல௜ன் வழ் உள்ள பஶொ ஒ௠ ொட்டவட்டமான ௚௱ மற்௥ம் இௌ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ  
ஶ௣ப்௔ட்ட  அப்பூேய மண்டபம்  வைள௵  வேழ  பஶொ ௔றஶ அதன் என்பௌ ஐப் x x  g x 
ெபா௥த்தமடூ்ல் இன் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶச ்சமம் எனேவ இந்த அரத்்தத்ொல் fx 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்பௌ க்ஶ சமம் என்றால் இன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ மற்௥ம்  ah  dg dx f f g 
நாம் எைதயாவௌ எ௱ௌம் ேபாௌ இ௠ந்தால் எ௱தலாம்  என்பௌ a to b fxdx 
ஒ௠ங்ழைணந்தௌ என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், ஆனால் அௌ இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம். x g 
நாம் ஶ௣ப்௔ட்ட ஒ௠ங்ழைணப்ைப ைவக்ஶம் ேபாௌ இங்ேக வரம்௖ ைவத்தால் அௌ ஆக gb 
இ௠க்ஶம்  க௯த்தல் க்ஶ சமம், நாம் அைத நியாயப்ப௄த்ொனால், அைத எவ்வா௥ ga 
கட௄்ப்ப௄த்ௌவௌ?  அைத ஒ௠ ெசயல்பாடாக ௳௄ங்கள், ௔ன்னர ்ஒ௠ங்ழைணந்த ெசயல்பா௄ 
தன்னிசை்சயான மா௣௧ வைர மொப்௔டப்ப௄ழறௌ.  ஒ௠ங்ழைணந்த ெசயல்பாட்ூற்கான ஼ல
ித்ொரங்கள் ௙ண்௄ம் இ௠ந்தால்  உங்களின் எந்த ௖த்தகத்ொ௩ம் இைத நீங்கள் காண ௚ூ௞மா
என்௥ பாரப்்ேபாம், அவரக்ள் இன் சக்ொ௞டன் ஐ எ௄ப்பாரக்ள் மற்௥ம் இன் ௚௱ வூவம் n x x x
 சமமான ஷட்டல் 1 இன் சக்ொைய ஷட்டல் 1 ஆல் வஶக்க௵ம்  இந்த காலவைரயற்ற n n 
ஒ௠ங்ழைணப்௖களில் ஏேத௑ம் ஒன்௣ற்ஶ மா௣௧ என்பௌ வரம்௖ அல்ல  நாங்கள் எப்ேபாௌம் 
ஒ௠ தன்னிசை்சயான மா௣௧ மற்௥ம் இந்த ித்ொரத்ொல் என ைவத்ொ௠க்ழேறாம்  க௯த்தல் n 
ஒன்௥க்ஶ சமம் அல்ல, ஏெனன்றால் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் அௌ ௗஜ்௷யமாக மா௥ம்  n 
ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶ ேவைல ெசய்ய௳ல்ைல என்றால், க்ஶ ேமல் 1க்ஶ ேமல் மற்ெறா௠ n x dx
ித்ொரம் உள்ளௌ  இதன் ெபா௠ள் இந்த வழக்ழல் ஆனௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் x n 
ேபாௌ அௌ ஒ௠ ெசயல்பா௄ ௛லம் வழங்கப்ப௄ழறௌ  இயற்ைகப் பொ௳ன் மடக்ைகச ்x 
ெசயல்பா௄ இந்தச ்ெசயல்பாடை்டப் பற்௣ இப்ேபாௌ உங்க௬க்ஶ அொகம் ெதரியாௌ ஆனால்  
உங்களின் ஼ல கணிதப் பாடங்களில் இைதப் ௔ன்னர ்பாரக்்கலாம், உங்க௬க்ஶத் 
ேதைவப்ப௄ம்ேபாௌ நாங்கள் இங்ஶ இ௠ப்ேபாம்  ௚ந்ைதயவர ்இைதச ்ெசய்வாரக்ள், ௙ண்௄ம் 
எளிைமயாகச ்ெசய்வாரக்ள், ஏெனனில் இைவ காலவைரயற்ற ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் என்பதால் 
நாம் தன்னிசை்சயான மா௣௧யாக ைவத்ொ௠க்ழேறாம்.  ஆஹா இன்௑ம் இரண்௄ 
௳ஷயங்கைளப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ, இன் அைடயாளத்ொன் இந்த ஒ௠ங்ழைணப்௖கள்   xdx 
நமக்ஶத் ேதைவ  ஷட்டல் இன் க௯த்தல் ெகாைச௑க்ஶச ்சமம் மற்௥ம் என்பௌ x c x dx 
ெகாைசனின் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶச ்சமம் ஷட்டல் என்பௌ ைச௑க்ஶச ்சமம்  இந்த இரண்௄ x c 
ெசயல்பா௄கைள௞ம் நீங்கள் ேநரூயாக இ௧௠ந்ௌ தைலவழ் ௳ொக்ஶ ெபறலாம்  இௌ, ah 
௴ூேயாைவ ஒேர இர௳ல் பரபரப்ைப ஏற்ப௄த்ொயௌ  நாம் பாரத்்த கணித ௗரவ்ாங்கம் 
இப்ேபாௌ இயக்க௳ய௩க்ஶ ொ௠ம்௔௳ட்டௌ, எனேவ ஒ௠ ஼௣ய இைடெவளி  நாங்கள் எைத 
எ௄த்ேதாம், ஆனால் இைவ அைனத்ௌம் நமக்ஶத் ேதைவ, எனேவ இப்ேபாௌ அைதச ்ெசய்ேதாம்,
எனேவ நாங்கள் இயக்க௳யல் மற்௥ம் இயற்௔ய௩க்ஶச ்ெசன்௥ இயக்க௳யல் பற்௣ 
ேபாழேறாம்  நமௌ ஆரம்ப நிைல௜ல் ஒ௠ ௌகள் வைரயைற௞டன் ஆரம்௔க்கலாம்  
இயக்க௳யல் பற்௣ய ௳வாதத்ைத நாம் ௌகள் இயக்க௳யல் என்௥ அைழக்ழேறாம்.ஒ௠ ௌகள் 
என்பௌ ௘கச ்஼௣ய ெபா௠ள்  யா௠ைடய  அதாவௌ நாம் அைத ஒ௠ ௖ள்ளி என்௥ 
அைழக்ழேறாம் ஆனால் ஒ௠  வைரய௥க்கப்படட் ெவஶஜனத்ைத நாம் ஒ௠ ௌகள் என்௥ 
அைழக்ஶம் ஒ௠ ெபா௠ளாக வைரய௥க்ழேறன்  இப்ேபாௌ நாம் அைத ௘க௵ம் ஼௣யதாக 
இ௠க்ஶம் ஒ௠ இயற்௔யல் ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ பாரத்்தால், இௌ சரி  ஆ ைச௻ல் எைத௞ம் 
கண்௄௔ூக்க ௚ூயாமல் ேபாகலாம், நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், நாம் ெமக்கானிக் 
பூக்ஶம்ேபாௌ  ஼ழசை்ச மற்௥ம் அூக்கூ நாம் ஒன்றாக இ௠க்ஶம் பந்ௌகள் ேபான்ற 
௳ஷயங்கைள க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம். ழரிக்ெகட் பந்ௌ அல்லௌ கால்பந்ௌ  அவற்ைற௞ம் ஒ௠ 
ௌகளாகக் க௠தலாம் எனேவ இவற்ைற எப்ேபாௌ ஒ௠ ௌகளாகக் க௠தலாம்  தனிப்பட்ட 
உடலால் இந்த நி௥வனங்கள் நகரத்்தப்பட்ட ்ரம் என்றால்  அதன் அளைவ ௳ட ௘கப் ெபரியௌ 
மற்௥ம் எல்லாம் இ௠க்ழறௌ என்௥ நாங்கள் க௠ௌழேறாம்  ஒேர ௖ள்ளிையப் ேபான்ற 
இயக்கங்கள் உள்ளன, எனேவ அவற்ைற ௌகள்களாகக் க௠தலாம், எனேவ இங்ேக நாம் 
இ௠ப்பௌ நம் உடல் என்றால்  ெவவ்ேவ௥ பஶொகள்  ௳வரங்க௬டன்  கவைலப்படாேத  ௛லம்  
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உடலால் அகற்றப்பட்ட பாைத  ஒட௄்ெமாத்த மொப்௕௄கள் ேதைவ ஆனால் நாங்கள்  அதற்ஶ  
உடைல ஒ௠ ௌகளாகக் க௠தலாம் மற்௥ம்  உடலால் நகரத்்தப்ப௄ம் ்ரம் உட௧ன் அளைவ ௳ட 
அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  இப்ேபாௌ நாம் இயற்௔யைலப் பூக்ஶம்ேபாௌ மற்ெறா௠ 
ெசால்ைல ௳ைறப்பான உடல் என்௥ம், ொடமான உடல் என்பௌ உடல் என்௥ம் 
வைரய௥க்ழேறாம்.  எங்ேக  ஏேத௑ம் இரண்௄ ௌகள்கள்  இைடேய உள்ள ்ரம்  எப்ேபாௌம் 
இ௠க்ழறௌ  உதாரணமாக, நாம் ஒ௠ ரப்பர ்ேபண்ைடப் பாரத்்தால், நான் ஒ௠ ரப்பர ்ேபண்ைட 
நீடூ்னால், ஒ௠ ரப்பர ்ேபண்ூல் இரண்௄ ௖ள்ளிகைளக் ஶ௣க்ழேறன்.  நான் அைத 
நீடூ்க்ஶம்ேபாௌ இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரத்ைதக் காண்ழேறன்  இந்த 
இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் மா௥ம், எனேவ எங்கள் ரப்பர ்ேபண்ைட ஒ௠ ொடமான உடலாக க௠த 
௚ூயாௌ  நான் ஒ௠ ழரிக்ெகட் பந்ைதக் கண்டால், இப்ேபாௌ ழரிக்ெகட் பந்ொல் இரண்௄ 
௖ள்ளிகைளக் ஶ௣ப்ேபன்  பந்ௌ நக௠ம் ேபாௌ ௖ள்ளிகள் நகரலாம் ஆனால் நான் பந்ொன் எந்த 
இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶம் இைடேய உள்ள ்ரத்ைதப் பாரத்்தால்  அௌ எப்ேபாௌம் 
நிைலயானதாக இ௠க்ஶம் எனேவ அைத அைழக்ழேறாம்  இப்ேபாௌ ஒ௠ ொடமான உடலாக, 
நாம் இங்ேக இயக்க௳யல் பற்௣ ேபாம்ேபாெதல்லாம், ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ேவகத்ைதப் பற்௣ 
ேபாழேறாம்.  ௖ள்ளி எவ்வா௥ நகரழ்றௌ அல்லௌ எப்பூ நகரழ்றௌ என்பைத நாம் கவனிக்க 
ேவண்௄ம்  ஼ல ேநரங்களில் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டகம் என்௥ ஒ௠ க௠த்ௌ ேதைவப்ப௄ழறௌ. ஶ௣ப்௖ 
சட்டமாக அைழக்கப்ப௄ழறௌ  இந்த க௠த்ைத ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் ௖ரிந்ௌெகாள்வௌ ௘க 
௚க்ழயமான நிைல  எங்ேக  இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶ இைட௜ல்  ்ரம்  எப்ேபாௌம் நிைலயானௌ
 உதாரணமாக, நாம் தைர௜ல் நின்௥ ெகாண்ூ௠ந்தால், தைரைய ஒ௠ ஶ௣ப்௖ என்௥ நான் 
ஷ௥ேவன்  சட்டகம் மற்௥ம் நான் ஐப் பாரத்்தால் தைர௜ல் இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶ a y 
இைடேய உள்ள ்ரம்  இௌ மாறாௌ, எனேவ நான் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத எப்பூ 
வைரய௥ப்ேபன் மற்௥ம் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் நான் என்ன ெசய்ழேறன்  என்னிடம் நீளத்ைத 
அளக்ஶம் சாதனம் உள்ளௌ மற்௥ம் ேநரத்ைத அள௳௄ம் ஒ௠ கூகாரம் உள்ளௌ  எனேவ 
சட்டத்ௌடன் எனக்ஶ இரண்௄ ௳ஷயங்கள் ேதைவப்ப௄ம், அௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டகத்ொல் உள்ளௌ 
நீளத்ைத அளக்க  ஏ  சாதனம் மற்௥ம் ஒ௠ சாதனம் மற்௥ம் ேநரத்ைத அள௳௄வதற்கான ஒ௠ 
சாதனம் ெபாௌவாக கூகாரமாக இ௠க்ஶம்  எனேவ இப்ேபாௌ நான் என்ைன ஒ௠ ஶ௣ப்௖ 
சட்டத்ொல் சரிெசய்ௌ, நான் கவனிக்க ௳௠ம்௖ம்ேபாௌ இப்ேபாௌ நான் இந்த ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் 
இ௠க்ழேறன்  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் இயக்கத்ைத நாம் அவதானிக்கலாம் எனேவ தைர என்௥ p  
ெசால்லலாம்  எனக்ஶ இங்ேக ஒ௠ நபர ்இ௠க்ழறார,் நான் இங்ேக அமரந்்ொ௠க்ழேறன், நான் 
இங்ேக ஒ௠ ௖ள்ளி ேநரத்ௌடன் ஒ௠ ெதாடரச்஼் உள்ளௌ, எனேவ ேநரம் க்ஶ சமம் நான் p  t 0 
காலப்ேபாக்ழல் ௖ள்ளிக்கான ்ரத்ைத அள௳௄ழேறன்  நீளத்ைத அளக்க காலப்ேபாக்ழல் p p
எப்பூ மா௥ழறௌ என்பைத நான் ெதாடரந்்ௌ அள௳௄ழேறன்  என்னிடம் ஒ௠ க௠௳ உள்ளௌ 
மற்௥ம் ேநரத்ைத அள௳௄வதற்கான ஒ௠ க௠௳ என்னிடம் உள்ளௌ, எனேவ அைதப் 
பயன்ப௄த்ொ அவற்௣ன் ௔ ௖ள்ளி௜ன் இயக்கத்ைதக் காணலாம்.  ேம௩ம் இௌ ெரஃபரன்ஸ் 
ஃ௔ேரம் ஒன் உடன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ ேவகம் கவனிக்கப்பட்டௌ  இப்ேபாௌ அேத ௖ள்ளி௜ன் 
இயக்கத்ைத இரண்டாவௌ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொன் ௳ஷயத்ொல் காணலாம்  எனேவ ஶ௣ப்௖ச ்
சட்டங்கள் பல ஶ௣ப்௖ச ்சட்டங்கைளக் ெகாண்ூ௠க்கலாம் எனேவ எங்க௬க்ஶத் 
ெதரியப்ப௄த்த௵ம்  தைர௜ல் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டகம் உள்ளௌ  மற்௥ம் தைர௜ல் ௔ூ  ஒ௠ கார ்
நகரழ்றௌ, எனேவ தைர௞டன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ காரின் ேவகத்ைத நாங்கள் கவனிக்ழேறாம்,  
எனேவ நான் ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத ஶ௣ப்௖டன் கவனிக்ழேறன் என்௥ ஷ௥ேவன்  அல்லௌ 
தைரையப் ெபா௥த்ௌ நான் காரின் ேவகத்ைத இப்ேபாௌ என் ஶ௣ப்௖ சட்டகம் 2 பாரக்்க ௚ூ௞ம்
 கார ்இ௠க்கட௄்ம் அதாவௌ இன்ெனா௠ பாரை்வயாளர ்இ௠க்ழறார ் கார ்இ௠க்ைக௜ல் 
அமரந்்ௌ  எனேவ இப்ேபாௌ கார ்இ௠க்ைக௜ல் அமரந்்ொ௠க்ஶம் இரண்டாவௌ பாரை்வயாளர ்
காரில் இ௠க்ழறார ் இ௠ப்பௌ அைசவேத இல்ைல. தைர௜ல் இ௠க்ஶம் ஒ௠ நபர ்எங்ேக, 
என்றால்  எனேவ இைதப் பற்௣ ேயா஼ப்ேபாம், நமக்ஶ ஒ௠ கார ்இ௠க்ழறௌ, ஒ௠ கார ்
இ௠க்ழறௌ, நமக்ஶ ஒ௠ கார ்இ௠க்ழறௌ என்௥ ெசால்லலாம்.  சாைல௜ல் இயங்ஶம் ஒ௠ ஶ௣ப்௖
சட்டகம் ஒ௠ தைர௜ல் உள்ளௌ  மற்௥ம் ஶ௣ப்௖ சட்டகம் 2  அத௑டன் இைணந்த கா௠ம் நமௌ 
சா  காரின் ௔ன் இ௠க்ைக௜ல் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ  இப்ேபாௌ நான் அைத ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் 
இ௠ந்ௌ கவனித்தால் இப்ேபாௌ நான் ஒன்௥ ெசய்ழேறன்  எனேவ நான் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் 
இயக்கத்ைத கவனிக்க ௳௠ம்௔னால், நான் ெசய்ய ேவண்ூயௌ உடன் i reference frame 

ஆஶம்.  நான் அள௳ட ௳௠ம்௖ம் இடத்ௌடன் ஒ௠ ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசை்ச reference frame 
இைணக்ழேறன்  மற்௥ம் நான் ஆய அசை்ச தைர௜ல் உள்ள ஶ௣ப்௖ சட்டத்ௌடன் 
இைணக்ழேறன் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.  ௔ன் இ௠க்ைக௜ல் இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளி௜ன்p 
ேவகத்ைதக் கவனி௞ங்கள், கார ்நகரவ்ைத நான் கண்௄௔ூக்கக்ஷூய ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி p

Pru
tor
@
IIT
K



 கார ்கடந்ௌ ெசல்௩ம் ேபாௌ ேநரான பாைத௜ல் ெசன்றால், இரண்டாவௌ ஶ௣ப்௖ சட்டகம் 
இ௠க்ஶம் இடத்ொல் இந்த ௖ள்ளி நகரவ்ைத நான் கவனிப்ேபன்.  வாகனத்ொன் ேமற்௖றத்ொல் p 
ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத இைணக்க௵ம்.  இந்த ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொ௧௠ந்ௌ இப்ேபாௌ அசை்ச காரின் ௚ன்
இ௠க்ைக௜ல் ைவப்ேபாம்  நான் அேத ௖ள்ளிைய கவனிக்ஶம்ேபாௌ ப  நான் ௚ன்னால் 
அமரந்்ொ௠ப்பதால் எொரம்ைறப் பக்கம் ெசல்ல ேவண்௄ம், ஆனால் நான் ெரஃபரன்ஸ் ௔ேரம் 2 
என்றால்  கார ்நக௠ம் ேபாௌ ெவக்டார ்௔ நிைலையப் பாரக்்க௵ம், நான் கா௠டன் மற்௥ம் இந்த 
சட்டத்ொல் நகரழ்ேறன்  என்ன நடக்கப் ேபாழறௌ என்றால், ௖ள்ளி நிைலயான இடத்ொல் p p 
௖ள்ளிையக் காட௄்ம்  ெரஃபரன்ஸ் ஃ௔ேரம் ஒன்௣௧௠ந்ௌ நகரந்்ௌ நான் ௖ள்ளி ஐப் பாரத்்தால் q p
௖ள்ளிையப் பாரத்்ேதாம்  ஶ௣ப்௖ சட்டகம் 1-ல் இ௠ந்ௌ ௖ள்ளியானௌ தைர௜ல் q 
ெபா௠த்தப்படூ்௠ந்தால் அௌ ௚ற்௣௩ம் இ௠க்ஶம்  நான் காரில் இ௠ந்ௌ இந்த இடத்ைதப் 
பாரத்்தால், கார ்நகர ஆரம்௔த்தௌ எங்ேக என்௥ ெதரிய௳ல்ைல  ௖ள்ளி நகரவ்ைதக் q 
காணலாம். ஶ௣ப்௖ சட்டத்ௌடன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ நிைலயான ௖ள்ளி ஒன்௥  ெரஃபரன்ஸ் q 
ஃ௔ேரம் இரண்௄ மற்௥ம் பா௜ன்ட் ௔ ெரஃபரன்ஸ் ஃ௔ேரம் ஒன்௣ல் இயங்ஶழறௌ  ெரஃபரன்ஸ் 
ஃப்ேரம் இரண்டாக சரி ெசய்யப்ப௄ழறௌ, எனேவ ஒ௠ ஶ௣ப்௖  சட்ட வைரயைற இந்த 
அள௴௄கள் அைனத்ௌம் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொன் ௳ஷயத்ொல் ெவக்டரின் நிைலைய நாம் 
எப்ேபாௌம் ைவத்ொ௠க்ழேறாம்  இப்ேபாௌ ஒ௠ கணம் ேயா஼ப்ேபாம், அத்தைகய ஶ௣ப்௖ 
சட்டேம இல்ைல என்௥  எந்த  ௚ற்௣௩ம் நிைலயானௌ, அதாவௌ இப்ேபாௌ நாம் ஶ௣ப்௖ 
சட்டத்ைதப் பற்௣ ேபாழேறாம், ஒ௠ ஶ௣ப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா  ? சட்டமானௌ ence 
நகரேவ இல்ைல, எனேவ நான் ௚ன்௖ எ௄த்த உதாரணத்ைத நிைனத்ௌப் பாரக்்ழேறாம்  நான் 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசை்ச தைர௜ல் சரிெசய்தால், அந்த ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் அப்பூ எௌ௵ம் 
நகராௌ  ஼ல உண்ைமயான அவதானிப்௖க௬க்ஶ இௌ நல்லதாக இ௠க்கலாம் ஆனால் 
உண்ைம௜ல் நீங்கள் உலகத்ைதேய பாரத்்தால்  நாம் ெதளிவாகப் பாரத்்தால் அதன் ெசாந்த 
அச஼்ல் ாற்௥ழறௌ  அந்த காரின்  ஒ௠ நிைலயான ஶ௣ப்௖ சட்டத்ௌடன் அௌ மண்ேடன் 
ெதாடர௖்ைடயதாக நகரழ்றௌ, இப்ேபாௌ நான் ௗ௘௜ல் உள்ள ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன்.  நிைலயான அல்லௌ தைர௜ல் நிைலயான  இந்த ஶ௣ப்௖ சட்டகம் ஒ௠ 
௚௱ைமயான அரத்்தத்ொல் உள்ளௌ  ௗ௘௞டன் ாழல்ழறௌ 
அதனால் இந்த சட்ட௚ம் நகரழ்றௌ என்௥ அரத்்தம் 
அதனால் தான் நான் ெசால்ழேறன்  ஒ௠ேவைள நான் என் ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத ைவத்ொ௠க்கலாம் 
நான் ௗ௘௜ல் அல்ல, ிரியனின் ைமயத்ொல் அைத சரிெசய்ேவன், நான் அைதச ்ெசய்தால், 
சட்டகம் ௗ௘ைய நகரத்்ௌம்  ஆனால் இந்தக் ஶ௣ப்௖ச ்சட்டகம் நகராௌ ஆனால் ிரியேன 
ேவெறா௠ உடைலச ்ாற்௣ வ௠ம்  எனேவ ௚ற்௣௩ம் நிைலயான ஒ௠ ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத 
கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா  எங்க௬க்ஶ பொல் ெதரிய௳ல்ைல, ஆனால் நாம் ஏன் அைத 
ெசய்ழேறாம் என்பௌ ேகள்௳. நிைலயான ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொன் மற்௥ம்  ஏெனன்றால், நாம் Alk 
இ௠க்ஶம் இடத்ொல் நி௟ட்டனின் இயக்க ௳ொையப் பற்௣ ௔ன்னர ்ேபாேவாம்  நான் ௳ைசைய 
௚௄க்கத்ௌடன் ெதாடர௖்ப௄த்ௌேவன் மற்௥ம் ஒ௠ ௌகள் ௚௄க்கம் இ௠ந்தால் அந்த உற௵ 
ெசல்௩பூயாஶம்  நிைலயான ஒ௠ சட்டத்ௌடன் அள௳டப்ப௄ழறௌ. இைத நாம் inertial 

என்௥ம் அைழக்ழேறாம்  ௚௄க்கம் அள௳டப்பட்டால், ஼ல ௚௄க்ழச ்frame of reference 
சட்டங்க௬க்கான நி௟ட்டனின் ித்ொரம்  ெசல்௩பூயாகாௌ மற்௥ம் பல ஆனால் நாம் 
ஷ௣னால், சரியாக நிைலயான சட்டத்ொன் இ௠ப்௖ நமக்ஶத் ெதரியாௌ  நி௟ட்டனின் ௳ொ 
ஒ௠ேபாௌம் ெசல்௩பூயாகாௌ என்பேத இதன் ெபா௠ள். ஆனால், இயக்கத்ைத அற்பமானதாகக்
க௠தலாமா என்ற ௔ரசச்ைன வ௠ம்  உதாரணமாக, நாம் ௗ௘௜ல் இ௠ந்தால் ௗ௘௜ல் உட௧ன் 
இயக்கத்ைத கணக்ழ௄ம் ெப௠ம்பாலான ௳ஷயங்கள்  ஒ௠ நல்ல மொப்௕டாகச ்ெசயல்ப௄ம் 
ாழற்஼ையப் ௖றக்கணிக்க௵ம்  ௗ௘௜ன் இயக்கத்ைதத் த௳ர, தைரைய ஒ௠ ெசயலற்ற 
சட்டமாகேவா அல்லௌ நிைலயான சட்டமாகேவா க௠ௌழேறாம்  இந்த சட்டத்ைத 
ெசயலற்றதாகக் க௠த ௚ூயாௌ, எனேவ இந்த வைகயான க௠த்ொல் ஒன்௥ உள்ளௌ  எனேவ ஒ௠ 
ஶ௣ப்௖ சட்டத்ைத கவனித்த ௔றஶ நான் என்ன ெசய்ய ேபாழேறன் என்பைத இப்ேபாௌ 
நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள்.  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ெபாௌ ௳வாதத்ொன் இயக்க௳ய௧ன் இயக்க௳யல் 
பற்௣ ௳வாொக்கத் ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன்  ேவகமாக இ௠க்ஶம் இரண்௄ அள௵களின் 
அூப்பைட வைரயைறைய நான் ெகா௄க்க ௳௠ம்௖ழேறன்  மற்௥ம் ௚௄க்கம்  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் 
ேவகம் பற்௣ ேப஼ேனாம்.இப்ேபாௌ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ேவகம் நமக்ஶ ஒ௠ ஐூயா ெகா௄க்ஶம்  
ேவகம் என்றால் என்ன என்பதற்கான சரியான ௳ளக்கம் ௔ன்னர ்வ௠ம், ஆனால் ஒ௠ ௖ள்ளி 
எவ்வள௵ ேவகமாக நகரழ்றௌ என்பைத இௌ நமக்ஶத் த௠ழறௌ.  நக௠ம் ௖ள்ளி என்றால் அதன் 
்ரம் காலப்ேபாக்ழல் மா௥ழறௌ.இந்த ்ரம் எவ்வள௵ ேவகமாக மா௥ழறௌ என்ற எண்ணம்  
நாங்கள் ேவகத்தால் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ேளாம், நான் ஼௣ௌ ேநரத்ொல் ேபாேவன்  நாம் ேவகம் 
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என்௥ அைழப்பதன் சரியான அரத்்தம் மற்௥ம் ேவகம் எவ்வள௵ ேவகமானௌ. காலப்ேபாக்ழல் 
மா௣க்ெகாண்ேட இ௠க்ழறௌ  இந்த க௠த்ௌ ௚௄க்கம் ௛லம் நாம் ௖ரிந்ௌெகாள்ழேறாம், 
எனேவ ேவக௚ம் ௚௄க்க௚ம் நம்௚ைடயௌ  ௚ைறேய ்ரத்ொன் மாற்ற ௳ழதத்ைத௞ம் 
ேவகத்ொன் மாற்ற ௳ழதத்ைத௞ம் வழங்ஶழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ பாரப்்ேபாம்  இந்த வழக்ழல் 
நாம் ௙ண்௄ம் ௔ளாட் ேமாஷன் எ௄க்ழேறாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  இௌ ேநரத்ொல் p

என்ற ௖ள்ளி௜ல் ஓ௄ம் பாைத  ௖ள்ளி அல்லௌ ௌகள் இல் உள்ளௌ  அௌேவ ேதாற்றம், so t p 
அதனால் நாம் ெசய்வௌ நாம்தான்  வைரதல் என்பௌ ேநரத்ொன் நிைல ொைசயன் ஆஶம். op 
நாம் அைத ேநரத்ொன் ெசயல்பாடாக ொைசயன் என அைடயாளம் காண்ழேறாம்.  r 
ெடல்டா௳ல் ூ ௔ளஸ் எனேவ அௌ ேநரத்ொல் ூ  ஼ல ேநரங்களில் ௔ளஸ் ெடல்டா ூ  ௌகள்  t p 
௚தன்ைமயானௌ எனேவ நிைல ொைசயன்  ௔ைரம் ௛லம் வழங்கப்ப௄ழறௌ  இந்த op 
ொைசயன்  ௔ளஸ் ெடல்டா இல் இ௠ப்௔ட ொைசயன் எனேவ அௌ ௔ளஸ் ெடல்டா t t r at t t 
இப்ேபாௌ அௌ இல் உள்ளௌ  ொைசயன்  ௔ைரம் அௌ  இடப்ெபயரச்஼் ொைசயன் என்௥ r pp 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் நான் பாரத்்தால்  ொைசயன் ைமனஸ் ௔ளஸ் ெடல்டா r t t t r 
ொைசயன் ெடல்டாைவ ைவத்ொ௠க்க ேவண்ூய எல்ைல௜ல் உள்ள ெடல்டா ஆல் t 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ  வரம்௔ற்ஶள் அைத ௘கச ்஼௣யதாக மாற்௥ழேறாம். அைத ெடல்டா க்ஶ T0
நகரத்்ௌழேறாம்  இல் உள்ள ொைசயன் ொைசயன் ொைசயன் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ t 
ொைசேவக ொைசயனின் அூப்பைட வைரயைறயாஶம், எனேவ ௖ள்ளி௜ன் ொைசேவகம் இல் p 

ஹால் ொைசேவக ொைசயன் இௌ நிைல ொைசயனின் வ௯த்ேதான்றலாஶம்  நான் t  
௳வாொக்ஶம் ௳ஷயத்ொற்ஶ சமமான ஒ௠ ெபாௌவான வைரயைறைய இங்ேக த௠ழேறன்  e 
௔ன்னர ்வ௠ம் ெவக்டாரக்ைள எப்பூ ஷட௄்வௌ அல்லௌ க௯ப்பௌ என்பௌ பற்௣ நாங்கள் 
ேபச௳ல்ைல  ஆனால் நாம் ெசல்வதற்ஶ ௚ன், ஶைறந்தபடச்ம் ெபாௌவான வைரயைற௜ன் 
௛லம் ெசல்லலாம், 
அதனால் நம்௚ைடயௌ  ொைசயன் நிைல ொைசயன் என்பௌ ௚தன்ைமயானௌ எனேவ p p 
இந்த இரண்ூற்ஶம் இைடேய உள்ள இடப்ெபயரச்஼் ொைசயன்கைளப் பாரக்்ழேறாம்  இப்ேபாௌ 
ஒன்ைற நீங்கள் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ௚ூ௞ம், இௌ ௙ண்௄ம் நான் உங்க௬டன் ௳ட௄்ச ்ெசல்ல 
௳௠ம்௖ழேறன் என்௥ ஼ல எண்ணங்கள்  நீங்கள் இ௠க்ஶம் அேத ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் இன் x 
மற்ெறா௠ ெதாஶப்௖ இ௠ந்தால் அௌதான்  இௌ மற்௥ம் அந்த அசை்ச நீங்கள் ொைசயன் p 
என்றால் ௙ண்௄ம் அந்த அசா்களின் ெதாஶப்௔ன் அூப்பைட௜ல் எங்ஶ ேவண்௄மானா௩ம் 
இ௠க்கலாம்  ப்ைரம் ௖ொய ெவக்டரின் நிைல௞ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம் என்௥ p 
பாரக்்க௵ம், உதாரணமாக நான் இங்ேக இ௠ந்தால்  ஼வப்௖ ேபனாைவப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், 
எனேவ மற்ெறா௠ ஒ௠ங்ழைணப்௖ அைமப்௖ ௔ைரம் ௔ைரம் உள்ளௌ என்௥ x y 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  அசல் ஒேர ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் ெவவ்ேவ௥ ொைசக௬டன் 
ெபா௠த்தப்பட௄்ள்ளௌ  இப்ேபாௌ நான் ௖ள்ளி நிைல ொைசயன் ௖ள்ளி ௔ைரம் நிைல p p 
ொைசயன் பாரத்்தால் ேவ௥  அைவ ஆர ்மற்௥ம் எ௧ மற்௥ம் ஆரூ் ௔ளஸ் ெடல்டாக்களி௧௠ந்ௌ 
ேவ௥படட்ைவ ஆனால் நான் ெவக்டார ்௔௔ ௔ைரைமப் பாரத்்தால்  இௌ ௖ொய இடத்ொ௩ம் ஒேர 
மாொரியாக உள்ளௌ மற்௥ம் ப்ைரம் ெவக்டரின் அேத ேவகம் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  ௔ள௵ PP 
ெடல்டா ூ வரம்௖ ெடல்டா ூ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ேபாழறௌ எனேவ ொைசேவக ொைசயன் ஒேர 
மாொரியாக இ௠க்ஶம்  அைவ இரண்௄ம் ஒேர ஶ௣ப்௖ச ்சட்டத்ொல் இ௠ந்தால் அௌ 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ அச஼்ல் இ௠ந்ௌ ாயாோனமாக இ௠க்ஶம்  ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் ேதாற்றம் x 
அல்லௌ ேநாக்ஶநிைல ஷட ஒேர ஶ௣ப்௖ சட்டத்ொல் நிைலயாக இ௠ந்தால்  ௳த்ொயாசமாக 
இ௠ந்தா௩ம், ௖ள்ளி இன் ொைசேவகம் ஒ௠ ொைசயன் ேபாலேவ இ௠க்ஶம், ஏெனனில் அௌ v 
மட௄்ேம  ஐச ்சாரந்்ொ௠க்ஶம் ௚தன்ைமயானௌ அல்லௌ ப்ைர௘ல் pp xy x Prime y 
அள௳டப்பட்டா௩ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம்.  ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ேவகத்ொன் வைரயைற p 
மற்௥ம் நான் ௚௄க்கம் பற்௣ய ஒ௠ ௚ைறயான வைரயைறைய மட௄்ேம த௠ழேறன்  இந்த 
வைரயைறகள் ெபாௌவானைவ மற்௥ம் ஒ௠ பரிமாண இ௠ பரிமாண அைனவ௠க்ஶம் ேவைல 
ெசய்௞ம்  எனேவ ௖ள்ளி௜ன் ௚௄க்கம் ௖ள்ளி மற்௥ம் ெடல்டா இன் ேவகம் என p p t t 
வழங்கப்ப௄ழறௌ.  க௯த்தல் என்பௌ அேத ௖ள்ளி௜ன் ேவகம் எனேவ நீங்கள் அைத p p 
௔ைரம் என்௥ அைழக்கலாம்  நாம் அைத உண்ைம௜ல் ஒேர ௖ள்ளி என்௥ அைழக்ழேறாம், 
எனேவ மற்௥ம் ௔ைரம் ஒேர உ௥ப்௖ ௖ள்ளி௜ன் ெவவ்ேவ௥ நிைலகள்  எனேவ நீங்கள் p pp 
மற்௥ம் ெடல்டா ூ ெடல்டா ூ வஶக்கப்படட் எல்ைல௜ல் நாம் என்றால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
ெசல்ழறௌ  இரண்௄ ொைசேவக ொைசயன்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ௳த்ொயாசத்ைத எ௄த்ௌக் 
ெகாண்டால், ௖ள்ளி௜ன் ௚௄க்கம் ழைடக்ஶம், இௌ நமௌ ஆரம்பம்  வைரயைறகளின் p 
அூப்பைட௜ல் நாம் இைத உடனூ ௚௄க்கம் என்௥ அைழப்ேபாம்  க௠த்ௌகள் ௛லம் நாம் ஒ௠ 
ேநரே்காட்ூல் இ௠க்ஶம் எளிைமயான இயக்க௳யல் க௠த்ைத ேநாக்ழ ெசல்ல ௳௠ம்௖ழேறாம்  
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ேவகம்  எனேவ இப்ேபாௌ நாம் பாரப்்பௌ ஒ௠ ௌகள்  ஒ௠ ேநர ்ேகா௄ ெசல்ழறௌ  எனேவ 
நம்௘டம் இௌ ேபான்ற ஼ல ேகா௄கள் உள்ளன, நாம் என்௥ அைழக்ஶம் ஒ௠ ௌகள் உள்ளௌ p 
அௌ ெவவ்ேவ௥ இடங்களில் நகரழ்றௌ  இப்ேபாௌ ஼௣ௌ ேநரத்ொற்ஶப் ௔றஶதான் ௚ன்ேனாக்ழ 
நகரத்்த ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, அௌ அதன் பாைதைய மாற்௣யைமக்கலாம்  ௌகள்கள் P 
ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூல் இயங்ஶம்  இப்ேபாௌ நாம் ெசய்யக்ஷூயௌ அசை்ச ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூல் x 
஽ரைமப்பௌதான்  உதாரணமாக ௌகள் இப்பூ நகரலாம்  அௌ இயங்ழனால் அௌ 
வைள௵கைளக் காண்௔க்ஶம், ஆனால் நான் ெசய்யக்ஷூயௌ அச஼்ன் இந்தப் பக்கத்ொல் 
எப்ேபாௌம் என் ஐ ஽ரைமக்க ௚ூ௞ம்.  வைள௵ ெந௄க ேநரே்காடூ்ல் இயங்ஶம் வைர, நமக்ஶ x 
எௌவாக இ௠ந்தா௩ம் ழைடக்ஶம்  அதாவௌ, ஒ௠ ௌகள் ஒ௠ ேநரே்காடூ்ல் நக௠ம் ேபாௌ, ​​​​அௌ 
என்௥ ெபாௌைமப்ப௄த்தலாம்  அசா் அல்லௌ க௯த்தல் அச஼்ல் பயணிக்ழறௌ, எனேவ x x 
நாம் சாய்ேவாம், அௌ அைழக்கப்ப௄ழறௌ  ேநரே்காட௄் இயக்கம் மற்௥ம் இௌ வைளந்த 
அல்லௌ சமதள இயக்கத்ொற்ஶ எொரானௌ  ௌகள் என்றால், இப்ேபாௌ ேநரே்காட௄் இயக்கத்ொல் 
வைளந்த பாைதைய எ௄ங்கள் என்௥ ெசால்ழேறாம்  இடம்  இடத்ொன் இ௠ப்௔டம்  எங்ேக  ௌகள்
 அந்த ேநரத்ொல் ூ. எனேவ ௌகள் நக௠ம் ேபாௌ, ​​நா௚ம் நக௠ம்  இௌ பாைத என்றால், அந்த 
ேநரத்ொல் க்ஶ சமமான ௌகள் இங்ேக உள்ளௌ  200 ௙ட்டர ்்ரம் இ௠க்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்t 0 
ெகாள்ேவாம். இௌ ௖ள்ளி. இௌ இ௧௠ந்ௌ ேம௩ம் இ௠க்ஶம் ௖ள்ளி.  ௏௥ ௙ட்டர ்p p q 
ெதாைல௳ல் உள்ள ௌகள் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  ஒ௠ ெநாூ௜ல் க்ஶ சமம்  இரண்௄ o t 
௳னாூகளில் ௌகள் மற்௥ம் இல் உள்ள ௛ன்௥ ௳னாூக௬க்ஶ சமம்  இல் இ௠ப்பௌ q t p 
என்பௌ ௌகள் ௧௠ந்ௌ ௧௠ந்ௌ ௚தல் வைர நகரந்்ௌ ௔ன்னர ் க்ஶ ொ௠ம்௖ம்  அப்பூ o t pp q p 
அைழத்தால், எைத எ௱ௌழேறாேமா, அைதேய பாைத௜ன் நீளம் என்ழேறாம், பாைத நிைல 
என்௥ எ௱ௌழேறாம்.  பாைத௜ன் நீளம் ெமாத்த ்ரம்  எந்த ௌகள் நக௠ம் அல்லௌ  இப்ேபாௌ 
பாைத௜ன் நீளம்  என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம்  எனேவ பாைத௜ன் நீளம் இம்௚ைற ்ரமாஶம்  t 
இந்த ௌகளின் பாைத நீளத்ைதக் கண்௄௔ூப்ேபாம், எனேவ நாம் கண்௄௔ூத்தால்  இல் t 
உள்ள பாைத௜ன் நீளம் 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இல் உள்ள பாைத௜ன் நீளம் என்பைதக் t 
கண்ட௣ய ௚யற்஼ப்ேபாம்  200 ௙ட்டர ்என்பௌ 2  பாைத௜ன் நீளம் ௚ந்௏௥ ௙ட்டராக 
மாற்றப்பட௄்ள்ளௌ  இப்ேபாௌ இ௠௏௥க்ஶச ்சமமான ௛ன்௥க்ஶ சமமான ௳ஷயம் வ௠ழறௌt 
 இந்த இரண்௄ இ௧௠ந்ௌ ொ௠ம்௖ழறௌ, அதாவௌ அௌ ௏௥ ௙ட்டர ்்ரம் நகரந்்ௌள்ளௌ, q ps 
எனேவ பாைத௜ன் நீளம்  400 ௙ட்டர ்என்பௌ பாைத௜ன் நீளத்ொற்ஶ சமம்  ௌகள் ௛லம் நக௠ம் 
அள௵ேகா௧ன் ்ரம்  ேம௩ம் அதற்ஶ எந்த ொைச௞ம் இல்ைல.இந்த அள௵ எப்ேபாௌம் 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் ஏெனனில் ஒ௠ ௌகள் ேபாௌ  அௌ நக௠ம் ேபாௌ அௌ ஒ௠ ்ரத்ைத 
உள்ளடக்ழயௌ மற்௥ம் அௌ மைறக்ஶம் ்ரம் எப்ேபாௌம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் பாைத  
இடப்ெபயரச்஼் என நாம் அைழக்ஶம் நீளத்ொற்ஶ மாறாக நிைல௜ல் நிகர மாற்றம்  எனேவ x 
ௌகள் என்றால் ைவத்ௌக்ெகாள்௬ங்கள்  இன் ேநரத்ொல் ஒ௠ங்ழைணப்௔ல் உள்ளௌ t 1 x 1 
மற்௥ம் இன் ேநரத்ொல் இல் உள்ளௌ ௔ன்னர ்இடப்ெபயரச்஼்  ெடல்டா என்பௌ நான் t 2 x 2 x 
இங்ஶ பயன்ப௄த்ொய ெடல்டா ூ ஼ன்னமான ெடல்டாவாக வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ. இதற்ஶ 
அரத்்தம் அௌதான்  மாற்றத்ொல் இ௥ொ க௯த்தல் ஆரம்பம் எனேவ இௌ க௯த்தல் x x x 2 x 1 
வஶத்தல்  க௯த்தல் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம். எனேவ இௌ நமக்ஶ இடப்ெபயரச்஼்ையக் t 2 t 1 
ெகா௄க்ழறௌ மற்௥ம் இல் என்றால்  என்பௌ 1 ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, அதாவௌ st x 2 x 
ௌகள் ேநரம்ைற அச஼்ல் நகரழ்றௌ  ேம௩ம் ஒன்ைற ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால், ௌகள் x x 2 x 
எொரம்ைற அச஼்ல் நகரழ்றௌ  ௌகள் ௚ன்ேனாக்ழ நகரந்்தால், இடப்ெபயரச்஼் ேநரம்ைற x 
அல்லௌ எொரம்ைறயாக இ௠க்கலாம், எனேவ இடப்ெபயரச்஼்  ௌகள் என்றால் ேநரம்ைற அல்லௌ
எொரம்ைற ேநரம்ைற  அச஼்ல் நகரழ்றௌ  மற்௥ம் அௌ ௌகள் என்றால் எொரம்ைற  நகரழ்றௌ  x 

அசா்க்ஶ எொராக அல்லௌ ைமனஸ் அச஼்ல் நாம் ெசால்வௌ ேபால் நகரழ்றௌ அௌ ைமனஸ்x x 
இல் நகரழ்றௌ  ொைச ௔ன்னர ்இௌ இடப்ெபயரச்஼் என்௥ ெசால்ழேறாம் எனேவ இப்ேபாௌ x 

இடப்ெபயரச்஼் என்பௌ ஒ௠ ொைசயன் அள௵  ஆனால் ஒ௠ பரிமாண இயக்கத்ொல் நாம் 
உணர௳்ல் அதன் ொைசைய ெகா௄க்க ேவண்ூய அவ஼யம் இல்ைல  அௌ எப்ேபாௌம் உடன் x 
இ௠ப்பதால் இயக்க ொைச௜ல் இடப்ெபயரச்஼் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ  அைடயாளம் ௛லம்  1d 
இடப்ெபயரச்஼் ேநரம்ைறயாக இ௠ந்தால் அௌ ௔ளஸ் அச஼்ல் இ௠க்ஶம், எொரம்ைறயாக x 
இ௠ந்தால் அௌ ேசரந்்ௌ இ௠க்ஶம்  ைமனஸ் அசா் எனேவ ஒ௠வர ்இடப்ெபயரச்஼்ைய x 
ொைசயன் என எ௱ௌவௌ எப்பூ என்பௌ ெதளிவாழறௌ.  இங்ேக அந்த இடப்ெபயரச்஼் 
பாைத௜ன் நீளம் ஒன்றல்ல, இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ அள௵கள் உள்ளன  அ௄த்த வஶப்௔ல் நாம் 
இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடரே்வாம், வைரபடத்ைத எவ்வா௥ பாரக்்ழேறாம் என்பைதப் பற்௣ ேபாேவாம்  

ெவரச்ஸ் அந்த வைரபடங்களின் ெபா௠ள் என்ன மற்௥ம் ஆ, ௔றஶ ேபாேவாம்  ௌகள் x t 
எவ்வள௵ ேவகமாக நகரழ்றௌ அதாவௌ ேவகம் மற்௥ம் எவ்வள௵ ேவகமாக என்ற க௠த்ைத 
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அ௣௚கப்ப௄த்ௌேவாம்  ேவகம் மா௥ழறௌ, அதாவௌ அ௄த்த வஶப்௔ல் ஒ௠ பரிமாண 
இயக்கத்ொற்கான ௚௄க்கம், நன்௣  

Pru
tor
@
IIT
K




