
ഇ്ؗ നأൾ കിനിമാئിക് സിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯം ചലനാ؎കത എؗത് െമׯാനിക് സിന്െറ ഒരു 
ശാഖയാണ്, അവിെട നأൾ ഒരു ബിؕുവിന്െറേയാ ഒരു കണ؋ിന്െറേയാ ചലനെുׯ؋റി്׺ 
പഠിുׯകയും ചലന؋ിന് കാരണമായത് എؓാെണ്ؗ വിവരിׯാെത ചലനെ؋ വിവരിുׯകയും 
െചുؗുإ, അതിനാൽ നാം ചലനാ؎കത പഠിുׯേآാൾ എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് എؗതിന്െറ 
വിശദാംശ׹ളിേല്ׯ േപാകിب. ചലനം എؗാൽ ഞ׹ൾ ചലനെ؋ വിശകലനം െചുإകേയ ഉൂت, 
പേײ നമു്ׯ ചില അടിرാന ഗണിതശാസ്ْത ആശയ׹ൾ േനാׯാം, ഭൗതികശാസ്ْതം പഠിുׯേآാൾ 
ഞ׹ൾ്ׯ ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ സഹായം ആവശّമാെണ്ؗ നി׹ൾ മനشിലാുׯം, ഞ׹ൾ 
സംസാരിؗുׯ ഗണിതശാസ്ْത ആശയ׹ൾ അവയുെട വിശദാംശ׹ൾ പഠിുׯം. ഗണിത؋ിൽ 
എؗാൽ ഇവിെട ചില ആശയ׹ൾ നമു്ׯ ആവശّമുتേؚാൾ അവതരിؚിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഒരു ബിؕുവിന്െറ ചലനെുׯ؋റി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, ഞ׹ളുെട ചർ׺െയ ؛ാനർ േമാഷനിേല്ׯ 
പരിമിതെؚടുു؋ം, അതായത് ഒരു കണം ഒരു തല؋ിൽ ചലിുؗുׯ, അതിനാൽ رാനം വിവരിׯാൻ 
ഇവിെട ഒരു േപായിന്റിൽ നأൾ വിളിؗുׯത് ഒരു േകാർഡിേന്ئ സിزമായി ഉപേയാഗിുؗുׯ, നأൾ 
െചؗുإത് ര؇് പരُ١രം ലംബമായ ദിശകൾ എടുുׯക എؗതാണ് അവയിെലാ്ؗ മെئാ്ؗ x y 
ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ അവെയ ര؇് കാർേ؂സി എ്ؗ വിളിുؗുׯ ഒരു അײവും അവ ഉം x y 
ഉം ആണ്, ഈ അ׹ײൾ പരُ١രം ലംബമാണ് , അതിനർ،ം അവ പരُ١രം 90 ഡിْഗി േകാണിലാണ് 
എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, ഇേؚാൾ ഇവയുെട കവലെയ ഒറിജിൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഇവിെട ഒരു 
 കൾ p x, yുئളുെട േകാർഡിേനׯഎؗീ ബിؕു .ുؗുׯഏത് ബിؕുവും ْപതിനിധീകരി تു؋ാനر
എ്ؗ നأൾ വിളിؗുׯതും െകാ؇് അർ،മാؗുׯതും നأൾ ദൂരം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ x x 
ബിؕു അ؋ײിൽ നി്ؗ ഉ؍വിؗുׯ ദൂര؋ിന്െറ അളവ്, എؗിവയും ദൂരവും നൽകുؗു x x 
േപായിന്റ് അ؋ײിൽ ആണ് നൽകുؗത്, അതിനാൽ േകാമ എؗത് േപായിന്റിന്െറ y y x y 
േകാർഡിേനുئകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എഴുതാം ഒരു േപായിന്റിന്െറ رാനം p 
എؗത് േകാർഡിേനുئകൾ നൽകുؗു േകാമ ഇേؚാൾ േപായിന്റ ് ആയി വّװമായി ചലന׹ൾ x y p 
അർ،മാؗുׯത് അത് ഏെത׸ിലും പാതയിലൂെട നീുؗു׹, തുടർ്ؗ മൂലّ׹ൾ മാറും, ഇതാണ് x, y 
വിശകലനം, നأൾ ചലനാ؎കതെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ ഞ׹ൾ ഇത് െചുإം, ഇേؚാൾ മെئാരു 
പദമു؇്, ഇത് നأൾ നിർവചിുؗുׯ ആെണ׸ിൽ ഇത് േപായിന്റ ്ആണ് മുതൽ വെരയുت ഒരു p o p 
ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്വരയ്ുׯക , തുടർ്ؗ ഈ മുതൽ വെര ഒരു ഡയറക് ്ئ ൈലൻ ആണ് ഉ؍വം o p 
മുതൽ യുെട رാനം വെരയുت െസഗ് െമന്റിെനയാണ് നأൾ െപാസിഷൻ െവക്ئർ എ്ؗ p 
വിളിؗുׯത്, ഇത് ഒരു ഡയറക് ്ئ ൈലൻ െസഗ് െമന്റാണ്, കാരണം ഓപിയുെട അളവ് ര؇് 
അളവുകളാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, ഒ്ؗ യുെട നീളം, ഇതിെന മാ׵ിറ്റّൂഡ് എؗും p 
വിളിുؗുׯ. െവക് ടറും ര؇ാമേ؋ത് ഒേര നീളമുت ഓؚിന്െറ ദിശയാണ്, ഞാൻ ഒരു സർׯിളിലൂെട 
സ؀രിുׯകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ ഒേര നീളമുت വّതُّ ٝേപായിന്റ് ലഭിുׯം, പേײ േപായിന്റ് p p 
യുെട കൃതّമായ ദിശ നൽകാൻ ഞ׹ൾ മുതൽ വെരയുت അടയാളം നൽകുؗു. ഈ ദിശയാണ് o p 
നമു്ׯ െവക് ടറിന്െറ ദിശാേബാധം നൽകുؗത്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു െവക് ടറിെന ര؇് 
സٔഭാവസവിേശഷതകളുت ഒരു അളവായി കണׯാׯാം, ഒ്ؗ ഒരു رാന െവക് ടറിന്െറ ൈദർഘّവും
ര؇ാമേ؋ത് ദിശയുമാണ്. ഇവ ഒരു െവക് ടറിെന നിർവചിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ അളവുകൾ 
ഉപേയാഗി്׺ ഒരു െപാസിഷൻ െവക് ടറിെന അദٔിതീയമായി നിർവചിׯാം, ഞ׹ൾ കാൽുׯലസ് എ്ؗ 
വിളിؗുׯതിന്െറ ചില ആശയ׹ളും േനാׯാം, രെ؇؉ം നി׹ൾ്ׯ അവെയ കാൽുׯലസിന്െറ 
ശാഖകൾ എ്ؗ വിളിׯാം, ആദّം നമു്ׯ വّതّാസ؋ിന്െറ ഘടക׹ൾ കാണാം . െറൻഷّൽ 
കാൽുׯലസ്, ഞ׹ൾ ഇവിെട വിവരിؗുׯത് വളെര പരിമിതമായ ഗണിതമാണ്, ഇത് ഗണിത؋ിെല 
ഒരു ױാസായി എടുേׯ؇തിب, ഇവയുെട ഗണിത വിശദാംശ׹ളും കൂടുതൽ ഉൾെؚ؂ിരിؗുׯ 
ഗണിതശാസ്ْത ْപശ് ന׹ളും നി׹ളുെട ഗണിത േകാഴ് സിൽ നി׹ൾ കാണും, അതിനാൽ ആദّേ؋ത് 
മനസിലാׯാൻ ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിെല ഒരു െഡറിേവئീവിന്െറ ആശയം എ്ؗ നأൾ 
വിളിؗുׯത് െഡറിേവئീവുകെള അടിرാനമാׯിയുتതാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ൈലൻ ഉെ؇്ؗ 
കരുതുക , അത് െനാؚം വّതّാസെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇതിെന എ്ؗ വിളിؗുׯത് ന്െറ x- y x 
ْപവർ؋ന؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു വْകം നിർവചിുؗുׯ എؗത് ന്െറ y x 
ْപവർ؋ന؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ന്െറ വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ്ׯ നമു്ׯ യുെട വّതُّ ٝx y 
മൂലّ׹ളു؇്, അവ ഒരുമി്׺ േചരുേآാൾ നമു്ׯ ഈ വْകം ലഭിുؗുׯ, എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷൻ y x 
ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗീ ര؇് േപായിന്റുകൾ േനാׯാം. ഈ വْക؋ിൽ നമു്ׯ ഒേര p, q 
വْകതയു؇്, അതിനാൽ ഈ വْക؋ിൽ എؗീ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇് . ദിശയും അത് ഒരു p, q x 
ദൂര؋ാണ് رിതി െചؗുإത് േപായിന്റ ് യിൽ നി്ؗ ദിശയിൽ െഡൽئ അകെലയാണ് അതിനാൽp y y 
േപായിന്റ് ന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആണ് ൽ േചരുؗ ഒരു േനർേരഖയിേല്ׯ q x y pq- 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇതുേപാെലയുت ഒരു വലത് ْതിേകാണം ഉ؇ാؗുׯത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, x
അ؋ײിൽ യുെട വّാلിٝ എവിെട വെര ഞ׹ൾ അ്ؚ തുടരുകയും തുടർ്ؗ ലംബമായി q q p 
േപായിന്റ് വെര േപാകുകയും െചുؗുإ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്. ഈ ആംഗിൾ തീئ q , 
ആെണ׸ിൽ, തീئയുെട ടാൻെജന്റ് െഡൽئ ന് േമലുت െഡൽئ യ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം എ്ؗ x y 
നമു്ׯ വّװമായി കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ പറയുؗത് േപായിന്റ് െയ q p 
സമീപിുׯകയാെണ׸ിൽ, അതിനാൽ നأൾ സമീപിׯാൻ അനുവദിുׯക, അതായത് നأൾ ഇേؚാൾ q 
എടുുؗുׯ. ഇത് േപായിന്റിേനാട് കൂടുതൽ അടുുؗുׯ, പേײ ഇത് േപായിന്റിേല്ׯ കൃതّമായി p p 
േപാകുؗിب, അതിനാൽ ഇത് െയ സമീപിുؗുׯ എؗാണ് ഞ׹ൾ പറയുؗത്, അതായത്, െഡൽئ p- x 
പൂജّേ؋ാട് അടുുؗുׯ എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും, യ് െׯാؚമുت ദൂരമായ െഡൽئ നമുുׯം ഉ؇ാകും. y y 
സമീപിുׯക 0 0 എؗാൽ െഡൽئ ൈബ െഡൽئ ഈ ര؇ിന്െറയും വിഭജനം ഇത് ആകിب ഒരു y x ap 
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ْപേതّക സാഹചരّ؋ിൽ ഒരു െപാതു സؕർഭ؋ിൽ പൂജّം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകാം, പേײ െപാതുെവ 
െഡൽئ വഴി െഡൽئ ഇത് ഒരു െചറിയ അളവാണ് , ഇത് പൂജّെ؋ സമീപിׯിب, ഇവിെട നി׹ൾ y y, 
കാണുؗത് എؗ േനർേരഖയാണ് , ഇത് വْക؋ിേലتുׯ ടാൻെജന്റിെന സമീപിുׯം. എؗ pq p 
ബിؕുവിൽ എؗ േരഖ ഇേؚാൾ വْക؋ിന്െറ സ് പർശനെ؋ സമീപിുؗുׯ, നأൾ േരഖയുെട pq 
ചരിവിെനയും വരിയുെട ചരിവിെനയും സൂചിؚിുؗുׯെവ׸ിൽ , അത് വീ؇ും നി׹ൾ ആഹ് 
േകാർഡിേന്ئ ജّാമിതികളിൽ കാണും , അതിനാൽ ഗണിതശാസ്ْത േകാഴ് സിൽ ഇത് ഈ ചരിവിെന 
സൂചിؚിുؗുׯെവ׸ിൽ. എؗ േരഖയുെട ചരിവ് എؗ േരഖയുെട ചരിവ് ആണ് . എؗത് ന്െറ m m y x f 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ എؗ ചിصം ഉപേയാഗി്׺ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, ഇത് െന dy dx x 
സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ന്െറ ന്െറ െഡറിേവئീവ് ആയി എഴുതുേآാൾ ഇത് എഴുതുؗു, ഇത് ؛സ് f f x 
െഡൽئയുെട ْപവർ؋ന؋ിന് തുലّമായിരിുׯം ൈമനസ് െല മൂലّം, അതിനാൽ ഇത് ൽ ന്െറ x x- x- y-
മൂലّം, െഡൽئ ൽ, അതായത് ന്െറ െഡൽئ ൈമനസ് ആണ് െയ െഡൽئ െകാ؇് x- x- y f y x 
ഹരിുؗുׯ, ഇത് ഞ׹ൾ എടുുؗുׯ, െഡൽئ ആയി മാറുؗതിനാൽ ഇതിെന പരിധിയുെട ْപْകിയ x 0 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ. അതിനാൽ ഇത് െഡൽئ എؗ പരിധിയിൽ 0-േല്ׯ േപാകുؗതുേപാെല എഴുതുؗു, x 
ഇതിെന ഫംഗ് ഷന്െറ െഡറിേവئീവ് എ്ؗ വിളിر .ുؗുׯാനം ഭൗതികമായി ഇത് ചരിവിന് x, 
തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ആ ഘ؋؂ിെല ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
െഡറിേവئീവിെന നിർവചിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ്, കൂടാെത ഈ െഡറിേവئീവിന്െറ ആശയം ഒരിׯൽ 
കൂടി നി׹ൾ കാണുേآാൾ നി׹ളുെട ആഹ് െചുإേآാൾ നി׹ൾ കാണും ഗണിതശാസ്ْത േകാഴ് സ് 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇ുെ؇׸ിൽ െഡറിേവئീവുകൾ്ׯ ചില ലളിതമായ സൂْതവാകّ׹ളു؇്, അതിനാൽ 
ഈ േഫാർമുലകളിൽ ചിലത് ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ തരാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ ന്െറ എؗീ ര؇്x u, v x 
ഫംഗ്ഷനുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക. ഞ׹ൾ്ׯ ന്െറ ഉ؇ായിരുؗു, ഇവയിൽ രെ؇؉ം ഉ؇്, x f 
അേؚാൾ ഞ׹ളുെട പׯലുتത് ؛സ് യുെട െഡറിേവئീവാണ്, അതിനാൽ തുകയായി u v 
നിർവചി׺ിരിؗുׯ ഏത് അളവും വّװിഗത ഫംഗ് ഷനുകളുെട െഡറിേവئീവ് എടുׯാം . ഞ׹ൾ്ׯ u,

എؗിവയുെട ഉൽؚؗം ഉെ؇׸ിൽ മെئാരു നിയമം ഉ؇ായിരിുׯക ഇതിന്െറ െഡറിേവئീവ് v en u 
തവണ ؛സ് തവണ ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ dv by dx v du dx 
സ׸ലന؋ിന് ഉ؇ായിരുؗ അേത നിയമം പാലിؗുׯിب, എؗാൽ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് 
നിയമം ഈ രൂപ؋ിലാണ്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു െഡറിേവئീവ് റൂൾ ഉ؇് യുെട എؗ ഘടകെ؋ d u 

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അെ׸بിൽ യുെട െഡറിേവئീവ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒരു വിഭജനം ഒരു ഓവർ dx u v 
സ്കٔയർ െകാ؇് ൈമനസ് തവണ െകാ؇് ന് തുലّമാണ്, ആഹ് ഈ v du dx u dv dv 

െഡറിേവേئഷനുകൾ ഇേؚാൾ നി׹ളുെട ഗണിത േകാٌ٧ിൽ വിശദമായി െചുإം. നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
ശװിയുെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ന്െറ ശװിയിൽ ആെണ׸ിൽ, ന്െറ പവറിേല്ׯ ന്െറ n x x x 
െഡറിേവئീവ്, ന്െറ പവർ ന്െറ പവർ, ൈമനസ് 1 ന്െറ ശװി്ׯ നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ x x n x 
ഒരു ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ എؗത് ന്െറ എؗതിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഉتത് െന u u x u x 
സംബؖി׺ ന്െറ ശװിയിൽ നി്ؗ എؗതിന്െറ വّുൽؚؗമാണ് ന്െറ 1 മട്׹ ന്െറ n u n- du 
ശװി്ׯ തവണ നൽകുؗു, യഥാർ،؋ിൽ ഞാൻ െചᅃٝ ഈ േഫാർമുല ഇത് ഒരു േഫാർമുലയുെട n u 
സാമാനّവൽׯരി׺ രൂപമാണ്, അതിെന നമു്ׯ െചയിൻ റൂൾ എؗും െചയിൻ റൂളിൽ നമു്ׯ ഒരു 
ഫംഗ്ഷൻ എഫ് ഉെ؇׸ിൽ നമുുׯ؇് ഇത് എؗതിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, എؗത് ന്െറ ന് u u x u 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയി നമു്ׯ f u 
അറിയാനാْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാെണؗും എؗത് 2 ന് f u u x 
തുലّമാെണؗും പറയാം, അതിനാൽ ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയി u xf u 
അറിയെؚടുؗു, ഇേؚാൾ െന സംബؖി്׺ ന്െറ െഡറിേവئീവ് കെ؇؋ണെമ׸ിൽ ഇേؚാൾ ഇവിെടx f 
ْശؑിുׯക എؗത് യുെട ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആയി അറിയെؚടുؗു, എؗത് ന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ f u u x 
ആയി അറിയെؚടുؗു. ഇവിെട നأൾ െചؗുإത് ഇതാണ് , ആദّം നأൾ എؗതിെന മായി f u 
േവർതിരിുؗുׯ, തുടർ്ؗ മായി ബؖെؚ؂് എؗതിന്െറ െഡറിേവئീവ് െകാ؇് ഗുണിുׯക, x u 
ഇതാണ് െചയിൻ റൂൾ എ്ؗ വിളിؗുׯത്, ഇതാണ് പലേؚാഴും ഇത് വളെര ഉപേയാഗْപദമാകും. ഞ׹ൾ 
ഇേؚാൾ ഇത് ഉപേയാഗിؗുׯത് 
അ׹െനയാണ് എ്ؗ നി׹ൾ ഓർׯണം, െന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ൈസൻ ന്െറ െഡറിേവئീവ് x x 
ര؇് ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളും ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ചിصം േല്ׯ ടാൻെജന്റ്, x x 
േകാ؂ാൻെജന്റ ്െസׯൻഡ് എؗിവയ് ്ׯ സൂْതവാകّ׹ളു؇്, അവെയبാം ഇവിെട നി്ؗ 
ْപവർ؋ിുׯകയും ഞ׹ൾ െചയ് ത ചില നിയമ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯകയും െചإാം. ഉൽപؗ നിയമം 
അനുസരി്׺ ടാൻെജന്റിന്െറ െഡറിേവئീവ് കെ؇ؗു؋തിന്, നമു്ׯ ൈസൻ േകാൈസൻ െകാ؇് 
ഹരിെ׺ടുׯാം, 
അ׹െന െചإാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇവെയبാം ഡിഫറൻഷّൽ കാൽുׯലസിൽ ചിലതാണ്, അത് 
ഇേؚാൾ ആവശّമായി വേؗׯാം, കൂടുതൽ െപാരു׹؋ൾ ആവശّമായി വരും. നമു്ׯ 
ആവശّമുتേؚാൾ, നമു്ׯ ആവശّമുتേؚാൾ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത്, നമു്ׯ ഇന്റْഗൽ 
കാൽുׯലസ് എ്ؗ വിളിؗുׯ ചില ഘടക׹ളുെട ചില ഘടക׹ളാണ് , ഇവിെട നമു്ׯ ന്െറ ഒരു x 
ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ ഈ ْപശ് നമുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ കെ؇േ؋؇ത് ഏരിയയാണ്. ന്െറ നും x f x 
അു׺ത؇ിനും ഇടയിൽ യ്്ׯ തുലّമായിരിുׯേآാൾ അെ׸بിൽ തأിലുت നും തുലّം a x x a x b 
നും തുലّമാണ്, അതായത് ഈ ഘ؋؂ിൽ ഇതാണ് അײം എؗത് മെئാരു േപായിന്റിൽ x x x 
തുലّമാണ് ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ഉ؇്, അത് അു׺ത؇ിനും നും ഇടയിൽ കിടؗുׯ േഷഡുت b fx x fx 
ഭാഗ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , ഇടതുവശ്؋ നമു്ׯ പരിധിയു؇് x 
എؗത് വലതുവശ്؋ യ്്ׯ തുലّമാണ്, അത് ആണ് ന് തുലّമാണ്. ന്െറ ഒരു a x b x f 
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േനർേരഖയാെണ׸ിൽ, വിُീٝർ؉ം ഒരു ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉മായിരിുׯം, അത് നമു്ׯ 
എളുؚ؋ിൽ ْപവർ؋ിׯാൻ കഴിയും, പേײ ഇത് ന്െറ ഒരു െപാതു വْകം ആെണ׸ിൽ , h x f x 
ന്െറയും ന്െറയും ന്െറയും ന്െറയും അു׺ത؇ിന്െറയും ഇടയിലുت ഈ ْപേദശം ab f x x 
ക؇ുപിടിׯാൻ, മുതൽ വെരയുت അു׺ത؇ിന് ഇടയിലുت ഈ ْപേദശം കെ؇ؗു؋തിന്, ഈ a b x 
ْപേദശം വിഭജിുؗുׯ , അതിനാൽ ന്െറ ഈ വْകം ആണ്. ഇതാണ് അു׺ത؇്, ഇത് ആണ് x f x x a 
യ്്ׯ തുലّം, ഇത് ആണ് ഈ ദൂരം മുതൽ വെരയുت നിരവധി െചറിയ ഇടേവളകളിൽ x b a b 
വിഭജിׯാം, നമു്ׯ ഒരു رാനം ഇന്റർമീഡിയر ്ئാനം നൽകുؗുെവؗും ഈ ഇടേവളകളിൽ xi 
ഓേരാؗിനും നീളമുെ؇ؗും പറയാം. െഡൽئ അതിനാൽ ഇേؚാൾ അതിനർ،ം ഞാൻ യും xi xi 
അടു؋ ഇടേവള െഡൽئ യും േനാുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ െചറിയ ഭാഗ؋ിന്െറ ഈ ْപേദശം ഞാൻ xi 
ഈ ْപേദശെ؋ െഡൽئ എ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ െഡൽئ ഈ ْപേദശ؋ിന് AI AI 
തുലّമായിരിുׯം, ഇവിെട ഈ ഉയര؋ിന് തുലّമായിരിുׯം അത് ആണ് ഇവിെടയുتത് യുെട f xi f 
െന െഡൽئ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇതാണ് സ്ْടിؚിന്െറ വീതി, ഇതാണ് ഉയരം, അതിനാൽ ഇവ x 
ര؇ിന്െറയും ഉൽؚؗം എനി്ׯ സ്ْ ടിؚിന്െറ വിُീٝർ؉ം നൽകുؗു, അതിനാൽ െമാ؋ം വിُീٝർ؉ം 
ഇത് എبാ؋ിന്െറയും സംْഗഹ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം ഈ െഡൽئ യുെട അർ،ം ഞാൻ ഈ AI 
ْപേദശ׹െളبാം ഇവിെട നിർأിുׯകയും അവ കൂ؂ിേ׺ർുׯകയും െചുؗുإ, അത് എനി്ׯ െമാ؋ം 
വിُീٝർ؉ം നൽകും, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട പׯലുتത് ഞാൻ ഞാൻ ഇത് എഴുതുേآാൾ െമാ؋ം 
വിُീٝർ؉ം ഇതായിരിുׯം സംْഗഹ മൂലധന സി׶ െഡൽئ ഐയുെട ചിصം, അതിനാൽ ഇത് xi 
െഡൽئ ന്െറ ഒؗിൽ നി്ؗ േല്ׯ േപാകുؗ ഐയുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, x nf-
ْപേദശ؋ിന്െറ എبാ സംْഗഹവും കൃതّമായി െപാരു؋െؚടണെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ വിُീٝർ؉ം അർ،മാؗുׯത് ഈ ദീർഘചതുര׹െള െചറുതും 
െചറുതുമാׯണം, അതിനാൽ നأൾ എؓാണ് െചേإ؇ത്, അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത n 
കാണിുؗുׯെവ׸ിൽ, അതായത് വളെര വലുതായി؋ീരുؗുെവ׸ിൽ , നുأെട ൈകവശമുت n 
സേأഷൻ ചിصെ؋ ഇതിെന അവിഭാജّെമ്ؗ വിളിുׯകയും ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുׯകയും െചുؗുإ a 
നീളേമറിയ േപാെലയുت ചിصം ഇത് അവിഭാജّ؋ിന്െറ ْപതീകമാണ്, അതിനാൽ s n 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ സി׶െയ നأൾ അവിഭാജّമായി വിളിുؗുׯ, കൂടാെത 
ഏരിയ എ്ؗ പറയുؗത് െഡൽئ എؗിവയുെട അവിഭാജّമാണ് . x, x dx, x is equal to a to x is 

ഇേؚാൾ ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ വിശദീകരിׯാൻ എؗും equal to b, x is equal to a x is equal to b
എؗും എഴുതിയി؂ു؇് എؗാൽ സാധാരണയായി നأൾ ഇത് മുതൽ വെരയുت a b 
അവിഭാജّമായി؂ാണ് എഴുതുؗത് ഇതിെനയാണ് നأൾ അവിഭാജّെമ്ؗ വിളിؗുׯത്, അതിനാൽ fxdx 
ഒരു വْക؋ിന്െറ അവിഭാജّമാണ് വْക؋ിന് കീഴിലുت ْപേദശം. താഴ്ؗ  പരിധിയും ഉയർؗ 
പരിധിയും ഇതാണ് ആദّെ؋ പരിധി ഇതാണ് സംേയാജന؋ിന്െറ താഴ്ؗ പരിധി, ഇതിെന 
സംേയാജന؋ിന്െറ ഉയർؗ പരിധി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ അ؋രെമാരു അവിഭാജّ പരിധി്ׯ 
താെഴയുت വിُീٝർ؉ം ഉتേؚാൾ നأൾ െചᅃٝതാണ് ഇതിെന വിളിؗുׯത് ഒരു നിحിത 
അവിഭാജّവും ഈ നിحിത ഇന്റْഗൽ വْക؋ിന് കീഴിലുت ഏരിയയുമാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
കാണിׯാൻ കഴിയുؗത്, സംേയാജനം വّതُّതٝയുെട വിപരീതമാണ്, അതായത് നമു്ׯ ന്െറ ഒരു x 
ഫംഗ്ഷൻ ഉെ؇׸ിൽ , ന്െറ െഡറിേവئീവ് ന് തുലّമാണ് ന്െറ ന്െറ െന g gx f x x g, x 
സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ന്െറ അവിഭാജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആ അർ،؋ിൽ fx 
ഏകീകരണം വّതّാസ؋ിന്െറ വിപരീതമാണ്, കാരണം ന്െറ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ന്െറ ah dx- dx f- f-

ന് തുലّമാണ്, നأൾ ചിലത് എഴുതുേآാൾ ഇത് മുതൽ വെരയുت integral g- a b fxdx 
അവിഭാജّെമ്ؗ പറ؁ാൽ നമു്ׯ എഴുതാം, ഇത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത കൃതّമായ x g 
ഏകീകരണം നൽകുേآാൾ നأൾ ഇവിെട പരിധികൾ ഇടുؗു, ഇത് ൈമനസ് ന് തുലّമായിരിുׯം,gb ga 
അതിനാൽ ഇത് നأൾ എ׹െന സംേയാജന؋ിൽ പരിധി െവുؗുׯ ഇത് സംേയാജിؚി്׺ ഒരു 
ഫംഗ് ഷന്െറ രൂപ؋ിൽ വി؂ാൽ, ഇന്റْഗൽ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു അനിയْؓിതമായ رിരാ׸ം വെര 
മൂലّനിർ؉യം െചإെؚടും , ഞ׹ൾ വീ؇ും ചില ഇന്റْഗൽ ഫംഗ് ഷനുകൾׯായുت ചില 
സൂْതവാകّ׹ൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് നി׹ളുെട ഏത് പുസ് തക؋ിലും കാണുകയും അവ 
എടുുׯകയും െചുإം. െന സംബؖി׺ിടേ؋ാളം ന്െറ ശװി്ׯ ന്െറ അവിഭാജّ രൂപം, ഇത് x- n- x- n 
ഈ േഫാർമുലയിൽ x- n ,ׯിേല്؋׸ിരാر ന് തുലّമാണ് ഒരു അനിയْؓിതമായ ׯി്װസ് 1-ന്െറ ശ؛
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമب, കാരണം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഇത് പൂജّമായി മാറും, ഇത് ന് n n 
ْപവർ؋ിׯാ؋ത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമب, തുടർ്ؗ നമു്1 ׯ-ന് മുകളിൽ 1-ന് മുകളിൽ മെئാരു 
സൂْതവാകّമു؇്. അതായത് എؗത് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാകുേآാൾ ഇത് സംഭവിؗുׯത് ന്െറdx x n x 
േലാഗരിതമിക് ഫംഗ് ഷൻ നാു׺റൽ േലാഗ് എؗ ഫംഗ് ഷൻ മുേഖനയാണ് ഇത് നൽകുؗത് നി׹ളുെട 
ഗണിത േകാഴ് സുകൾ, ഞ׹ൾ്ׯ അത് ആവശّമുتേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇവിെട മുൻൈക എടുുׯം ഇത് 
വّװമാുׯക, ഇവ അനിحിതതٔ ഇന്റْഗലുകൾ ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു അനിയْؓിതമായ 
 ാൾ, ന്െറ ah xdx xآേുׯന്െറ ഈ ഇന്റْഗലുകൾ ആവശّമാെണ്ؗ േനാ ׯം ഇടുؗു, നമു്׸ിരാر
ൈസനിന്െറ ഈ ഇന്റْഗലുകൾ ؛സ് ന്െറ ൈമനസ് േകാൈസനും ന്െറ േകാൈസനിന്െറ x c x dx 
ഇന്റْഗൽ ഇതും തുലّമായിരിുׯം ؛സ് സിയുെട ൈസനിനു തുലّമായിരിുׯം , ഈ ഫംഗ് ഷനുകൾ x 
ഈ ര؇് േഫാർമുലകളും നി׹ൾ്ׯ ആയിൽ നി്ؗ േനരി؂് ലഭിുׯം, ആ െഡറിേവئീവ് 
സംേയാജന؋ിന്െറ വിപരീതമാണ്, ആ െഡറിേവئീവ് സംേയാജന؋ിന്െറ വിപരീതമാണ് എ്ؗ ഞാൻ 
സംസാരിു׺. ഇേؚാൾ െമׯാനി٧عിേല്ׯ മട׹ിവരാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ എടു؋ ഒരു െചറിയ ഇടേവള, 
പേײ ഞ׹ൾ്ׯ ഇെതبാം ആവശّമാണ്, അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ െചᅃٝത് അതിനാൽ നമു്ׯ 
െമׯാനി٧عിേലുׯം ഫിസി٧عിേലുׯം മട׹ാം, ചലനാ؎കതെയുׯറി്׺ സംസാരിׯാം, നുأെട 
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തുട؋ׯിെല ഒരു കണികയുെട നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം െമׯാനി٧عിെനുׯറിتു׺ 
ചർ׺െയ നأൾ അതിെന കണികാ െമׯാനി٧്ع എ്ؗ വിളിؗുׯത് വളെര െചറിയ വലിؚമുت ഒരു 
അُിٝതٔമാണ് , അതിനർ،ം ഇത് ഒരു ബിؕുവാെണؗും എؗാൽ പരിമിതമായ പി؈മുتതാെണؗും 
ഞ׹ൾ ആദർശവൽׯരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ വിളിؗുׯ ഒരു വُٝു വിെന നأൾ ഇേؚാൾ ഒരു 
കണികയായി കണׯാുؗുׯ. ഇ ഓ, ഫിസിׯൽ േപായിന്റിൽ നി്ؗ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, വളെര 
െചറിയ ആഹ് വലുؚമുت എെؓ׸ിലും കെ؇ؗു؋ത് സാധّമبായിരിׯാം, നأൾ െമׯാനി٧്ع 
പഠിുׯേآാൾ നأൾ കാണും, നأൾ പലേؚാഴും പ്ؓ േപാെലയുت കാരّ׹ൾ ൈകകാരّം െചുإം. 
ْകിئ്ׯ േബാൾ അെ׸بിൽ ഫുട്േബാൾ എؗിവയും ഒരു കണികയായി കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഈ 
ഘടക׹ളാൽ വّװിഗത ശരീര׹ൾ നീؗുׯ ദൂരം അതിന്െറ വലുؚവുമായി 
താരതമّെؚടുു؋േآാൾ വളെര വലുതാെണ׸ിൽ നമു്ׯ എേؚാഴാണ് ഇവെയ ഒരു കണികയായി 
കണׯാׯാൻ കഴിയുക. അവിെട ഒേര ബിؕു േപാെല ചലിؗുׯതിനാൽ നമു്ׯ ഇവെയ 
കണികകളായി കണׯാׯാം, ഇവിെട നമുتുׯത് , ശരീര؋ിന്െറ വിവിധ ഭാഗ׹ളുെട 
വിശദാംശ׹െളുׯറി്׺ വിഷമിׯാെത ശരീരം സ؀രിؗുׯ പാതയുെട െമാ؋؋ിലുت 
കണുׯകൾ േവണെമ׸ിൽ നമു്ׯ ഇത് ൈകകാരّം െചإാം . ശരീരം ഒരു കണിക എؗ നിലയിൽ, 
ശരീരം ചലിؚിؗുׯ ദൂരം ശരീര؋ിന്െറ വലുؚേׯ؋ാൾ വളെര വലുതായിരിׯണം, ഇേؚാൾ 
ഞ׹ൾ ഭൗതികശാസ്ْതം പഠിുׯേآാൾ മെئാരു പദവും നിർവചിുؗുׯ ഒരു കർׯശമായ ശരീരം, 
കർׯശമായ ശരീരം എؗത് ഏെത׸ിലും ര؇് കണ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ഉت ഒരു ശരീരമാണ് . 
എേؚാഴും എസ് ഉദാഹരണ؋ിന് നأൾ ഒരു റ؟ർ ബാൻഡ് േനാുׯകയും ഞാൻ ഒരു റ؟ർ ബാൻഡ് ame 
നീ؂ുകയും െചᅃٝാൽ ഞാൻ ഒരു റ؟ർ ബാൻഡിൽ ര؇് േപായിന്റുകൾ അടയാളെؚടുു؋കയും അത് 
നീ؂ുേآാൾ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും മാറുകയും െചുإം 
അതിനാൽ നുأെട റ؟ർ ബാൻഡ് ആയി കണׯാׯാൻ കഴിയിب ഒരു കർׯശമായ ശരീരം, എؗാൽ 
ഞാൻ ഒരു ْകിئ്ׯ പ്ؓ ചലിؗുׯതിേല്ׯ േനാുׯകയും, പ്ؓ നീു׹േآാൾ ഞാൻ ْകിئ്ׯ േബാളിൽ 
ര؇് േപായിന്റുകൾ അടയാളെؚടുു؋കയും െചᅃٝാൽ, േപായിന്റുകൾ നീ׹ിേയׯാം, എؗാൽ ഞാൻ 
പؓിന്െറ ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ തأിലുت ദൂരം േനാׯിയാൽ അത് എبായ്േؚാഴും 
 ാംبാെഴآപറയുേ ്׺٧ിെന കുറിعാനിׯൾ ഇേؚാൾ െമأം അതിനാൽ അതിെനയാണ് നുׯിരമായിരിر
നأൾ ഒരു ബിؕുവിന്െറ ചലനെ؋ കുറി്׺ സംസാരിؗുׯത്, ഒരു േപായിന്റ ്എ׹െന നീുؗു׹ 
അെ׸بിൽ അത് എ׹െന ചലിുؗുׯ എ്ؗ നിരീײിׯാൻ നമു്ׯ ചിലേؚാൾ ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം 
എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ ഒരു ആശയം ആവശّമാണ്. ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം എ്ؗ വിളിؗുׯത് ഒരു 
റഫറൻസ് െْഫയിമിെല ഈ ആശയം മനشിലാേׯ؇ത് വളെര ْപധാനമാണ്, ര؇് 
േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരം എبായ്േؚാഴും رിരമായിരിر ؗുׯലമാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ നില്؋ നിൽുׯകയാെണ׸ിൽ, ْഗൗ؇് ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം ആെണ്ؗ 
ഞാൻ പറയും. ഞാൻ ഒ്ؗ േനാׯിയാൽ ഭൂമിയിെല ര؇് േപായിന്റുകൾ തأിലുت ദൂരം മാറിب, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം നിർവചിؗുׯത് ഇ׹െനയാണ്, ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ 
ഞാൻ എؓാണ് െചؗുإത് , എനി്ׯ നീളം അളؗുׯ ഒരു ഉപകരണമു؇്, എനി്ׯ അളؗുׯ ഒരു 
േױാ്ׯ ഉ؇് സമയം അതിനാൽ എനി്ׯ െْഫയിമിെനാؚം ര؇് കാരّ׹ൾ ആവശّമാണ്, ഒരു റഫറൻസ് 
െْഫയിമിൽ നമു്ׯ നീളം അളׯാനുت ഒരു ഉപകരണവും സമയം അളׯാനുت ഒരു ഉപകരണവും ഒരു 
ഉപകരണവും ഉ؇്, അത് സാധാരണയായി ഒരു േױാ്ׯ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ ഒരു 
റഫറൻസിൽ എെؗ؋െؗ ഉറؚിുׯേآാൾ െْഫയിമും എനി്ׯ നിരീײിׯാൻ ആْഗഹമു؇്, 
അതിനാൽ ഈ റഫറൻസ് െْഫയിമിെല ഒരു േപായിന്റ് പിയുെട ചലനം ഇേؚാൾ എനി്ׯ നിരീײിׯാൻ 
കഴിയും, അതിനാൽ ഇത് ْഗൗ؇് ആെണ്ؗ പറയാം, ഇവിെട ഒരു വّװിയു؇്, ഇവിെട ഞാൻ ഇവിെട 
ഇരിുؗുׯ, എനി്ׯ ഈ േപായിന്റ ്പി ഉ؇് സമയ؋ിനനുസരി്׺ നീുؗു׹, അതിനാൽ സമയം t 
എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ സമയ؋ിനനുസരി്׺ േപായിന്റിന്െറ ദൂരം അളുؗുׯ, സമയം p 
അനുസരി്׺ മാറുؗത് എ׹െനെയ്ؗ ഞാൻ അളؗുׯത് തുടരുؗു , എനി്ׯ നീളം അളׯാൻ ഒരു p 
ഉപകരണമു؇്, സമയം അളׯാൻ എനി്ׯ ഒരു ഉപകരണം ഉ؇്. അവർ േപായിന്റ ് യുെട ചലനം p 
നിരീײിؗുׯത് എനി്ׯ കാണാൻ കഴിയും , ഇതാണ് ഇത് റഫറൻസ് െْഫയിം ഒؗുമായി ബؖെؚ؂് 
ചലനം നിരീײിׯെؚ؂ി؂ു؇്, ഇേؚാൾ അേത േപായിന്റിന്െറ ചലനം ര؇ാമെ؋ റഫറൻസ് 
െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് നിരീײിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ റഫറൻസ് െْഫയിമിന് ഒؗിലധികം 
റഫറൻസ് െْഫയിം ഉ؇ാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം ഉെ؇്ؗ പറയാം. നില്؋ ഒരു 
കാർ നീുؗു׹െവ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാറിന്െറ ചലനം ഭൂമിയുമായി ബؖെؚ؂് 
നിരീײിുؗുׯ, അതാണ് ഞാൻ റഫറൻസ് െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് അെ׸بിൽ ْഗൗ؇ുമായി 
ബؖെؚ؂് ഞാൻ നിരീײിؗുׯത് അെ׸بിൽ കാറിന്െറ ചലനം കാണുؗു ഇനി എന്െറ റഫറൻസ് 
െْഫയിം 2 കാർ ആകെ؂, അതായത് കാറിന്െറ സീئിൽ ഒരാൾ ഇരിؗുׯ മെئാരു നിരീײകൻ ഉെ؇്ؗ 
അർ،മാുؗുׯ , അതിനാൽ ഇേؚാൾ കാറിന്െറ സീئിൽ ഇരിؗുׯ ര؇ാമെ؋ നിരീײകേനാട് 
കാറിൽ എؓുെ؇׸ിലും ഒؗും നീؗു׹ിب അേതസമയം, നില؋ിരിؗുׯ ഒരു വّװി 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഇതിെനുׯറി്׺ ചിؓിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ഒരു കാർ നീുؗു׹
എ്ؗ കരുതുക, നമു്ׯ ഒരു കാർ ഉ؇്, ഒരു കാർ േറാഡ് റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ ഓടുؗു, ഒ്ؗ നില؋ാണ് , 
റഫറൻസ് െْഫയിം 2 ഘടിؚി׺ിരിുؗുׯ കാറും നമു്ׯ േപാകാം ഇേؚാൾ കാറിന്െറ പിൻസീئിൽ ഒരു y 
േപായിന്റ് ഉ؇്, റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ നി്ؗ ഞാൻ ഇത് നിരീײി׺ാൽ, ഇേؚാൾ ഞാൻ െചേإ؇ത് ഒരു 
േപായിന്റിന്െറ ചലനം നിരീײിׯണെമ׸ിൽ ഞാൻ എؓുെചുإം എؗതാണ്. ഞാൻ അളവുകൾ 
എടുׯാൻ ആْഗഹിؗുׯ റഫറൻസ് െْഫയിമിേല്ׯ റഫറൻസ് െْഫയിമിേല്ׯ ഒരു േകാർഡിേന്ئ 
അു׺ത؇് ഘടിؚിുׯം, ഞാൻ ْഗൗ؇ിെല റഫറൻസ് െْഫയിമിേല്ׯ േകാർഡിേന്ئ അײം ഘടിؚി്׺ 
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ഞാൻ നിരീײിുׯകയും പിൻസീئിലുت ഈ േപായിന്റിന്െറ ചലനം നിരീײിുׯകയും െചുؗുإ a 
കാർ േനരായ പാതയിലൂെട നീു׹കയാെണ׸ിൽ കാർ നീു׹േآാൾ ഞാൻ കെ؇ؗു؋ത് എؗ p 
ഫി٧عഡ് േപായിന്റ് ആണ്, ഈ േപായിന്റ ് കാറിെനാؚം നീؗു׹ത് ഞാൻ നിരീײിുׯം, എؗാൽ p 
ര؇ാമെ؋ റഫറൻസ് െْഫയിം നമു്ׯ കാറിൽ തെؗ റഫറൻസ് െْഫയിം ഘടിؚിׯാം. ഞാൻ അേത 
േപായിന്റ് നിരീײിുׯേآാൾ ഈ റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ നി്ؗ ഇേؚാൾ കാറിന്െറ മുൻ സീئിൽ p 
അു׺ത؇് ഘടിؚി׺ിരിؗുׯത് നിരീײിׯെ؂, ഞാൻ മുൻവശ്؋ ഇരിؗുׯതിനാൽ എനി്ׯ െനഗئീവ്
ൈസഡിേല്ׯ േപാേക؇ിവരും, പേײ ഞാൻ ഇരിുׯകയാെണ׸ിൽ റഫറൻസ് െْഫയിം 2 െല െവക്ئർ 

എؗ رാനം േനാുׯക കാർ നീു׹േآാൾ ഞാൻ കാറിെനാؚം നീുؗു׹, ഈ െْഫയിമിൽ എؓാണ് p 
സംഭവിׯാൻ േപാകുؗത്, എؗ േപായിന്റ് رിരമായി കാണെؚടും, അേതസമയം േപായിന്റ് p p 
റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ നി്ؗ നീؗു׹തായി േതാؗുؗു, ഞാൻ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ േപായിന്റ് p 
ഞ׹ൾ േനാׯി. നില്؋ ഉറؚി׺ിരിؗുׯ ഒരു േപായിന്റിൽ റഫറൻസ് െْഫയിം 1-ൽ നിؗുت q 
േപായിന്റ് ചലിؗുׯതായി കാണെؚടിب, എؗാൽ ഞാൻ കാറിൽ നി്ؗ ഈ േപായിന്റ ്q q 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, കാർ നീു׹േآാൾ േപായിന്റ് q 
അ׹െന ചലിؗുׯതായി കാണെؚടും. റഫറൻസ് െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് ഉറؚി׺ിരിؗുׯ 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ റഫറൻസ് െْഫയിം ര؇ുമായി ബؖെؚ؂് ചലിുؗുׯ, റഫറൻസ് െْഫയിമുമായി q 
ബؖെؚ؂് ചലിؗുׯ േപായിന്റ് എؗത് റഫറൻസ് െْഫയിം ര؇ുമായി ബؖെؚ؂് p 
 ൾ׹ാം ഞبത് ഈ അളവുകെളؗുׯതാണ്, അതിനാൽ ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം നിർവചിتിരതയുر
െപാസിഷൻ െവക് ടറുകൾ എേؚാഴും ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂താണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
അൽؚം താൽׯാലികമായി നിർ؋ാം, അതിെനുׯറി്׺ ചിؓിുׯക, തികു׺ം നിحലമായ 
ഏെത׸ിലും റഫറൻസ് െْഫയിം ഉേ؇ാ , അതായത് ഇേؚാൾ നأൾ റഫറൻസ് െْഫയിമിെനുׯറി׺ാണ് 
സംസാരിؗുׯത് . ഞാൻ േനരെ؋ എടു؋ ഉദാഹരണ؋ിൽ ചലിؗുׯതب െْഫയിം, ഞാൻ ence 
േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇് ْഗൗ؇ിേല്ׯ ഉറؚി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ, ആ റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ ഒؗും 
ചലിؗുׯിെ്ؗب ഞ׹ൾ്ׯ േതാؗുؗു , ഇത് ചില ْപാേയാഗിക നിരീײണ׹ൾ്ׯ നبതാണ്, പേײ 
യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ ഭൂമി തെؗ അതിന്െറ അു׺ത؇ിൽ കറؗു׹ത് കാണുക, അതിനാൽ നമു്ׯ 
വّװമായി കാറിൽ ഉറؚി׺ിരിؗുׯ ഒരു റഫറൻസ് െْഫയിം കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഭൂമിയുമായി 
ബؖെؚ؂് നീؗു׹ത് ഇേؚാൾ ഞാൻ ഭൂമിയിൽ ഉറؚി׺േതാ നില്؋ ഉറؚി׺േതാ ആയ ഒരു റഫറൻസ് 
െْഫയിം എടുുؗുׯ. ഒരു സൂآർ؉ അർ،؋ിൽ ഈ റഫറൻസ് െْഫയിം ഭൂമിയുമായി കറുؗു׹, 
അതിനർ،ം ഈ െْഫയിമും ചലിുؗുׯെ؇ؗാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ പറയുؗത് ഒരുപെײ ഞാൻ 
എന്െറ റഫറൻസ് െْഫയിം ഭൂമിയിലب , സൂരّന്െറ േകْؕ؋ിേലׯാണ് ശരിയാؗുׯെത׸ിൽ ഞാൻ 
അ׹െന െചᅃٝാൽ അതിൽ െْഫയിം ഭൂമി ചലിുׯം , പേײ ഈ റഫറൻസ് െْഫയിം ചലിׯിب, പേײ 
സൂരّൻ തെؗ മേئെത׸ിലും ശരീര؋ിന് ചുുئം സ؀രിുؗുׯ, അതിനാൽ തികു׺ം നിحലമായ ഒരു 
റഫറൻസ് െْഫയിം കെ؇؋ാൻ കഴിയുേമാ എؗതിന് ഉ؋രം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب, പേײ 
എؓുെകാ؇ാണ് നأൾ അത് െചؗുإത് എؗതാണ് േചാദّം. നിحലമായ റഫറൻസ് െْഫയിമുകളുെട 

അതിനുت കാരണം, പിؗീട് നأൾ നّൂ؂ന്െറ ചലന നിയമ׹െളുׯറി്׺ സംസാരിുׯം, അവിെട alk, 
ശװിെയ തٔരിതെؚടു؋ലുമായി ബؖെؚടുു؋ം, ആ ബؖം സാധുവാണ്, ഒരു കണ؋ിന്െറ തٔരണം
അളؗുׯത് നിحലമായ ഒരു െْഫയിമിന് ചില തٔരിതെؚടുؗു؋ െْഫയിമുമായി ബؖെؚ؂് തٔരണം 
അളുׯകയാെണ׸ിൽ, നّൂ؂ന്െറ നിയമം സാധുതയുتതب, അതിനാൽ, തികു׺ം നിحലമായ െْഫയിം 
ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിെ׸بിൽ , നّൂ؂ന്െറ നിയമം ഒരിׯലും സാധുതയുتതب എؗർ،ം. 
എؗാൽ പിؗീട് ْപശ് നം വരുؗു , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഭൂമിയിെല ശരീര׹ളുെട ചലന؋ിനായി നأൾ 
െചؗുإ മിׯ കണുׯകൂ؂ലുകളിലും ചലനെ؋ നിشാരമായി കണׯാׯാേമാ ? ഭൂമിെയ ഒരു 
നിഷ്ْ കിയ െْഫയിമായി അെ׸بിൽ ഒരു നിحിത െْഫയിമായി കണׯാുׯക, എؗാൽ ഭൂമിയുെട 
ചലനം കണׯിെലടുേׯ؇തുെ؇׸ിൽ, ഈ െْഫയിമിെന നിഷ്ْ കിയമായി കണׯാׯാൻ കഴിയിب, 
അതിനാൽ ഇ؋ര؋ിലുت പരിഗണനകൾ ഒ്ؗ മനشിൽ പിടിׯണം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഒരു ns 
റഫറൻസ് െْഫയിം നിരീײി׺ േശഷം ഞാൻ എؓാണ് െചإാൻ േപാകുؗത് , ഒരു േപായിന്റിന്െറ ഒരു 
ലളിതമായ ചർ׺യുെട ചലനാ؎കതയുെട ചലനാ؎കതെയുׯറിتു׺ ചർ׺ ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ , 
ര؇് അളവുകളുെട അടിرാന നിർവചനം നൽകാൻ ഞാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. ഒരു ബിؕുവിന്െറ 
ചലനെുׯ؋റി്׺ നأൾ സംസാരി׺ ْപേവഗവും തٔരിതവും ഇതിൽ വരും, ഇേؚാൾ ഒരു ബിؕുവിന്െറ 
ْപേവഗം നമു്ׯ ഒരു ആശയം നൽകും , ْപേവഗം എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് എؗതിന്െറ കൃതّമായ 
വിശദാംശ׹ളിേല്ׯ പിؗീട് വരും, പേײ ഒരു ബിؕു എْത േവഗ؋ിൽ നീുؗു׹ എؗതിന്െറ ഒരു 
ആശയം ഇത് നൽകുؗു. ചലിؗുׯ ബിؕു എؗതിനർ،ം അതിന്െറ ദൂരം കാല؋ിനനുസരി്׺ 
മാറിെׯാ؇ിരിുؗുׯ എؗാണ് കാല؋ിനനുസരി്׺ മാറിെׯാ؇ിരിുׯകയാണ് ഈ ആശയം തٔരണം
വഴി നأൾ മനشിലാؗുׯത്, അതിനാൽ േവഗതയും തٔരണം യഥാْകമം ദൂര؋ിന്െറ മാ؋ئിന്െറ 
നിരുׯം േവഗതയുെട മാ؋ئിന്െറ നിരുׯം നൽകുؗു , അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ 
വീ؇ും ؛ാനർ േമാഷൻ എടുؗുׯത് േനാׯാം ഇത് ചലിؗുׯ ഒരു പാതയാെണ്ؗ കരുതുക, e p 
അതിനാൽ ആ സമയ്؋ േപായിന്റ് അെ׸بിൽ കണിക യിലാണുتത് , ഇതാണ് ഉ؍വം, t p 
അതിനാൽ നأൾ െചؗുإത് ആണ് സമയ്؋ െപാസിഷൻ െവക്ئർ വരയ്ؗുׯത് െവക്ئർ op t r 
ആയി സൂചിؚിുؗുׯ സമയ؋ിന്െറ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ എؗ നിലയിൽ ؛സ് െഡൽئ, അതിനാൽ ഇത് t t 
സമയ്؋ സമയ؋ാണ് ؛സ് െഡൽئ കണിക ൈْപമിലാണ്, അതിനാൽ െപാസിഷൻ t t t p 
െവക് ടറിെന ൈْപം നൽകുؗു ഇത് ؛സ് െഡൽئ ആണ്, ഇത് ആണ് ഇേؚാൾ op r at t t r at t 
െവക്ئർ ൈْപം, ഇതിെന ഡിസ് േ؛സ് െമന്റ് െവക്ئർ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഞാൻ െവക് ടറിെന ؛സ് pp r t 
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െഡൽئ യിൽ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ െവക് ടർ യിൽ നി്ؗ െഡൽئ െകാ؇് ഹരിുׯക െഡൽئ t r t t 
ടിെയ 0 േല്ׯ േപാകുؗ പരിധിയിൽ നأൾ െഡൽئ ടിെയ വളെര െചറുതാׯിെׯാേ؇യിരിുؗുׯ, 
ഇതിെനയാണ് എؗ സമയ്؋ േവഗത െവക്ئർ എ്ؗ ഞ׹ൾ വിളിؗുׯത്, അതാണ് ْപേവഗ t 
െവക്ئറിന്െറ അടിرാന നിർവചനം, അതിനാൽ സമയتു؋ േപായിന്റിന്െറ േവഗത ഇതാണ് t 
േവഗത െവക്ئർ ഇത് െപാസിഷൻ െവക്ئറിന്െറ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്, ഞാൻ സംസാരിുؗുׯ, 
ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ വളെര െപാതുവായ നിർവചനം ഇവിെട നൽകുؗു, എനി്ׯ ഇب പിؗീട് വരുؗ w e 
െവക് ടറുകൾ എ׹െന േചർׯാം അെ׸بിൽ കുറയ്ׯാം എؗതിെനുׯറി്׺ സംസാരി׺ി؂ിب, പേײ 
മുേؗാ؂് േപാകുؗതിന് മു്آ നമു്ׯ െപാതുവായ നിർവചന׹ളിലൂെട േപാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
 ാം. ഇവ p pׯാനചലനം േനാر ׯർ ൈْപം ഉ؇്, അതിനാൽ നമു്ئർ െപാസിഷൻ െവക്ئാനം െവക്ر
ര؇ിനും ഇടയിലുت െവക്ئർ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഒരു കാരّം മനشിലാകും, ഇത് വീ؇ും ചില 
ചിؓകളാണ് , അേത റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ മെئാരു െസ്ئ കൾ ഉെ؇׸ിൽ , ഈ അു׺ത؇ും x 
അു׺ത؇ും ഓറിയന്റഡ ്ആയിരിׯാം ആ അു׺ത؇ിെലവിെടെയ׸ിലും നി׹ൾ െവക്ئർ ൈْപം p p 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് പുതിയതിെല െവക്ئറുകളുെട رാനം തെؗയായിരിുׯം, 
ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞാൻ ഇവിെട ഒരു ചുവؗ േപന ഉപേയാഗിׯെ؂, അതിനാൽ മെئാരു േകാർഡിേന്ئ 
സിزം ഉെ؇്ؗ കരുതുക. ൈْപം ൈْപം ഒേര റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ ഘടിؚി׺ിരിؗുׯത് ഉ؍വം x y 
വّതُّമٝാണ് , േപായിന്റ് െപാസിഷൻ െവക്ئർ േപായിന്റ ് ൈْപമിന്െറ െപാസിഷൻ െവക്ئർ p p 
േനാׯിയാൽ ദിശകൾ വّതّസ് തമാണ്, അവ ؛സ് െഡൽئ എؗിവയിൽ നി്ؗ r, rat, rt t 
വّതُّമٝാണ്, എؗാൽ എ׸ിൽ ഞാൻ െവക്ئർ ൈْപം േനാുׯക, ഇത് പുതിയ i pp 
േകാർഡിേനുئകളിൽ േപാലും സമാനമാണ്, കൂടാെത േവഗത ൈْപം െവക് ടറായി വിഭജിׯെؚ؂ാൽ pp 
െഡൽئ ടി പരിധി െഡൽئ ടി പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ േവഗത െവക് ئർ സമാനമായിരിുׯം 
അത് േകാർഡിേന്ئ അ؋ײിൽ നി്ؗ സٔതْؓമാണ് േകാർഡിേന്ئ ന്െറ ഉ؍വേമാ x 
ഓറിയന്േറഷേനാ വّതّസ് തമാെണ׸ിലും അവ ഒേര റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ ഉറؚി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ അവ 
ര؇ും ഒേര റഫറൻസ് െْഫയിമിൽ ഉറؚി׺ി؂ുെ؇׸ിൽ , േപായിന്റിന്െറ േവഗത െവക് ടറിന് v 
തുലّമായിരിുׯം, കാരണം അത് െന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ അെ׸بിൽ ൈْപം ൈْപമിൽ pp- xy x y 
അളؗാലും തുലّമാണ് ൈْപം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു േപായിന്റ് യുെട േവഗതയുെട നിർവചനമാണ്, ഈ p 
നിർവചന׹ൾ െപാതുവായതാണ്, അവ ഒരു ൈഡമൻഷണൽ ടു ൈഡമൻഷണലിനായി ْപവർ؋ിുׯം. 
ചലന؋ിന്െറ അതിനാൽ േപായിന്റിന്െറ തٔരണം യിെല േപായിന്റ് യുെട േവഗതയും െഡൽئ p t p t
യിൽ അേത േപായിന്റ ് യുെട േവഗതയും ൈമനസ് ആയി നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇതിെന ൈْപം p p 
എ്ؗ വിളിׯാം, കാരണം അതിെനയാണ് നأൾ വിളിؗുׯത്. േപായിന്റ് യഥാർ،؋ിൽ അതിനാൽ p
ഉം ൈْപമും ഒേര െമئീരിയൽ േപായിന്റിന്െറ വّതُّ ٝرാന׹ൾ മാْതമാണ്, അതിനാൽ നി׹ളും pp 
െഡൽئ എؗ പരിധിയിെല െഡൽئ ടി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ര؇് ْപേവഗ െവക് ടറുകൾ തأിലുت t 
വّതّാസം ഞ׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ നമു്ׯ േപായിന്റ് യുെട p 
തٔരണം ലഭിുׯം. ഞ׹ളുെട ആരംഭ നിർവചന׹ളുെട അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ അതിെന 
തൽײണ തٔരണം എ്ؗ വിളിുׯം, അതിനാൽ ഈ ആശയ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഏئവും 
ലളിതമായ തരം ചലനാ؎കതയിേല്ׯ നീ׹ാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, അത് ഒരു േനർേരഖയിലുت 
ചലനമാണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ േനാؗുׯത് ഒരു കണികയാണ് . ഒരു േനർേരഖയു؇് , അതിനാൽ
നമു്ׯ ഒരു കണികയു؇്, അത് പി എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അത് വّതُّ ٝرാന׹ളിൽ നീുؗു׹, 
ഇേؚാൾ അത് മുേؗാ؂് േപാേക؇തിب, ചിലേؚാൾ കുറ്׺ സമയ؋ിന് േശഷം അതിന് അതിന്െറ 
പാതയിൽ നി്ؗ പിേؗാ؂് േപാകാം, അതിനാൽ ഇതാണ് പി ചലിؗുׯ കണിക ഒരു േനർേരഖയിലൂെട 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത്, നമു്ׯ അײെ؋ േനർേരഖയിൽ വിനّസിׯാം, x 
ഉദാഹരണ؋ിന്, കണിക ഇതുേപാെല ചലിേׯ׺ാം , അത് ചലിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് െചരി؁തായി 
കാണെؚടും, പേײ എനി്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് എനി്ׯ എبായ്േؚാഴും എന്െറ വിനّസിׯാൻ x 
കഴിയും അു׺ത؇് ഈ ദിശയിൽ ആ ചരിവിലൂെട അത് േനർേരഖയിൽ ചലിؗുׯിടേ؋ാളം കാലം 
അത് ഒരു േനർേരഖയിലൂെട നീു׹േآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് കണികയാണ്, അത് അ؋ײിേലാ x 
ൈമനസ് അ؋ײിേലാ സ؀രിുؗുׯ എ്ؗ പറ؁് നമു്ׯ അതിെന സാമാനّവൽׯരിׯാൻ x 
കഴിയും, 
അ׹െന നأൾ െചുإം ചരി؁തിെന െറക്ئിലീനിയർ ചലനം എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഇത് വള؁ 
അെ׸بിൽ ؛ാനർ ചലന؋ിന് വിരുؑമാണ്, കണികയാെണ׸ിൽ വരാനിരിؗുׯ ഒരു വള؁ 
പാതയിലൂെട നമു്ׯ ഇേؚാൾ റക്ئിലീനിയർ ചലന؋ിലൂെട േപാകാം എ്ؗ പറയാം . അതിനാൽ കണിക
ചലിؗുׯതിനനുസരി്׺ നാമും 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ, ഉദാഹരണ؋ിന് , ഇതാണ് പാതെയ׸ിൽ, സമയം 0 ന് തുലّമായ കണിക t 
ഇവിെടയു؇് , നമു്200 ׯ മീئർ ദൂരമുെ؇്ؗ പറയാം, ഇത് േപായിന്റ് ഇതാണ് േപായിന്റ ് ൽ നി്ؗ p q. p-
മെئാരു നൂറ് മീئറിൽ, 
അ׹െന സമയ്؋ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , കണിക സമയ്؋ ഒരു െസׯൻഡിന് തുലّമാണ്, t o t 

ൽ എؗത് ര؇് െസׯൻഡിന് തുലّമാണ്, കണിക ലും ൽ മൂ്ؗ-നും തുലّമാണ് െസׯന്റ് p- t q- t-
കണിക ലാണ്, അതായത് കണം യിൽ നി്ؗ നീുؗു׹ േല്ׯ േല്ׯ തിരിെക വരുؗു, p o pp q 
അ׹െന നأൾ വിളിؗുׯത് പാ്؋ ൈദർഘّം എ്ؗ വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ, പാ്؋ െലവൽ പാ്؋ 
നീളം എ്ؗ എഴുതാം , കണിക ചലിؗുׯ െമാ؋ം ദൂരേമാ പാതയുെട നീളേമാ ആണ്, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ ആണ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പാതയുെട നീളം നമു്ׯ ഈ കണ؋ിന്െറ പാതയുെട t 
നീളം കെ؇؋ാം, അതിനാൽ നأൾ കെ؇ؗു؋ത് യിെല പാതയുെട നീളം കെ؇؋ാൻ t 
ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ 1 ന് തുലّമാണ് പാതയുെട നീളം 1 ന് 200 മീئറാണ്, ഇത് 2 പാതയ്്ׯ തുലّമാണ് 
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ചലി׺ നീളം മുؗൂറ് മീئറാണ് , ഇേؚാൾ എؗ വُٝു  മൂؗിന് തുലّമാണ്, കണിക ഇരുؗൂറ് ചലിു׺, t 
തുടർ്ؗ അത് യിൽ നി്ؗ തിരിെക വരുؗു, അതായത് അത് മെئാരു നൂറ് മീئർ നീ׹ി, q two p 
അതിനാൽ പാതയുെട നീളം 400 ന് തുലّമാണ് മീئർ അതിനാൽ പാ്؋ നീളം എؗത് കണിക 
ചലിؚിؗുׯ സ്െകയിലർ ദൂരമാണ് , ഇതിന് ദിശകളിب, ഈ അളവ് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്, 
കാരണം ഒരു കണിക ചലിുׯേآാൾ അത് ഒരു ദൂരെ؋ ഉൾെׯാുؗുت, അത് ഉൾെׯാؗുت അْതയും 
ദൂരം അത് എبായ്േؚാഴും േപാസിئീവ് ആണ്, ഇേؚാൾ പാത നീളം എؓിെന എതിർുؗുׯ 
ഡിസ് േ؛സ് െമന്റ് എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ അളവ് എ്ؗ നأൾ വിളിുؗുׯ എؗത് െപാസിഷനിെല ch x 
െമാ؋ം മാئമാണ് , അതിനാൽ കണിക സമയം എؗ േകാർഡിേനئിലും സമയം ലും t 1 x 1 t 2 x 2 
ആെണ׸ിൽ, رാനചലനം െഡൽئ ഉപേയാഗി്׺ െഡൽئ ആയി നിർവചിׯെؚടുؗു, അത് ഞാൻ t x 
ഇവിെട ഉപേയാഗി׺ െഡൽئ ചിصമാണ്. ൈഫനൽ ൈമനസ് ഇനീഷّൽ ആയ മാئെ؋ x x 
അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 1-െന ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ x 2 x t 2 t 1 
തുലّമായിരിുׯം. അതിനാൽ ഇത് നമുر ്ׯാനചലനം നൽകുؗു, എؗത് േനׯാൾ x 2 x 1 
വലുതാെണ׸ിൽ കണം േപാസിئീവ് അു׺ത؇ിലൂെട നീുؗു׹, ഒؗിൽ in st x x 2 x 
കുറവാെണ׸ിൽ െനഗئീവ് അു׺ത؇ിലൂെടയാണ് കണിക നീؗു׹ത്, അതിനാൽ കണികം മുേؗാ؂് x 
നീു׹കയാെണ׸ിൽ رാനചലനം േപാസിئീവ് അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ആകാം, അതിനാൽ رാനചലനം
േപാസിئീവ് അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ആകാം കണിക അു׺ത؇ിലൂെട നീു׹കയാെണ׸ിൽ അത് x 
േപാസിئീവ് ആണ്, കണിക അ؋ײിന് േനെര നീു׹കയാെണ׸ിൽ അത് െനഗئീവ് ആണ് x 
അെ׸بിൽ ൈമനസ് അു׺ത؇ിൽ നأൾ പറയുؗത് േപാെല അത് നീുؗു׹െവ׸ിൽ അത് ൈമനസ് x 

ദിശയിൽ നീുؗു׹, തുടർ്ؗ ഇത് رാനചലനം എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ x 
 n ുؗുإൾ െചأിൽ ന؋ർ അളവാണ് , എؗാൽ ഒരു ൈഡമൻഷണൽ ചലനئാനചലനം ഒരു െവക്ر
എبായ് േؚാഴും െനാؚം ആയിരിുׯെമؗ അർ،؋ിൽ അതിന്െറ ദിശ നൽേക؇തു؇്, അതിനാൽ x-

ചലന ദിശയിൽ رാനചലനം േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ, അത് ؛സ് അു׺ത؇ിലൂെടയും െനഗئീവ് 1d x 
ആെണ׸ിൽ അത് ൈമനസിലൂെടയും ആണ് . അു׺ത؇് x 
അ׹െനയാണ് ഒരാൾ رാനചലനെ؋ െവക് ടറായി എഴുതുؗത്, رാനചലനം പാതയുെട നീള؋ിന് 
തുലّമെ്ؗب ഇവിെട നി്ؗ വّװമാണ് ര؇് വّതُّ ٝഅളവുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ അടുױ ؋ാസിൽ 
ഞ׹ൾ ഇവിെട നി്ؗ തുടരും എ׹െന എؗതിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯം േവٌ٧സ് യുെട ْഗാഫ് x t 
എ׹െന േനാുؗുׯ, ആ ْഗാഫുകളുെട അർ،െമؓാണ്, ആഹ്, എْത േവഗ؋ിൽ കണിക ചലിുؗുׯ 
എؗതിെന കുറി്׺ നأൾ സംസാരിുׯം, അതായത് േവഗത എؗ ആശയം ഞ׹ൾ അവതരിؚിുׯം, 
എْത േവഗ؋ിൽ 
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